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Capitolul 1

Operatori liniari

1.1 Vectori şi valori proprii ai unui operator liniar

Fie T : V ! V un operator liniar pe spaţiul vectorial n dimensional V:

De�ni̧tia 1.1.1 Se numeşte vector propriu al lui T , un vector x 6= 0 cu
proprietatea:

(9)� 2 K astfel încât T (x) = �x

� se numeşte valoare proprie orespunz¼atoare vectorului propriu x:

De�ni̧tia 1.1.2 Mulţimea V� = fx 2 X jT (x) = �xg se numeşte subspaţiu propriu
corespunz¼ator lui � 2 K:

Observa̧tia 1.1.3 Se constatã cã 0 2 V� deoarece T (0) = 0 = � � 0:

Propozi̧tia 1.1.4 V� este un subspaţiu liniar al lui V:

Ecuaţia
det[(A� �I)] = 0: (1.1)

de grad n , în necunoscuta � se numeşte ecua̧tie caracteristicã.
Soluţiile acestei ecuaţii sunt valorile proprii ale operatorului T:
Conform teoremei fundamentale a algebrei, aceastã ecuaţie admite n rãdãcini

(reale sau
complexe). Deci valorile proprii se deduc din rezolvarea ecuaţiei:
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a11 � � a12 a13 : : a1n

a21 a22 � � a23 : : a2n

: :: : : : : : : : : : .

: : : : : :

an1 an2 an3 : : anm � �

�������������
= 0

Muļtimea valorilor proprii formeaza spectrul matricei A şi o vom nota Sp(A):

Sp(A) = f�1; :::; �n 2 C jdet(A� �jI) = 0g

Fiec¼arei valori proprii �j 6= 0 îi corespunde un vector propriu xj ; determinat
ca soluţie a sistemului liniar omogen:

(A� �jI)Xj = 0

Observãm cã, deoarece soluţia unui sistem liniar omogen nu este unicã, existã
pentru �ecare valoare proprie �j ; o in�nitate de vectori proprii Xj :

Polinomul
P (�) = det[(A� �I)] (1.2)

se numeşte polinomul caracteristic al lui T:

Exemplul 1.1.5 Fie A =

 
1 0

1 2

!
matricea ataşat¼a operatorului liniar T :

R2 ! R2: Sã se determine vectorii proprii şi valorile proprii ale operatorului T .

Soluţie: Ecuaţia caracteristicã este : det(A� �I) = 0; adicã����� 1� � 0

1 2� �

����� = 0) (1� �)(2� �) = 0 cu rãdãcinile �1 = 1; �2 = 2:

Deci Sp(A) ={1;2} este muļtimea valorilor proprii.
Pentru � = �1 = 1 determinãm vectorul propriuX1 din sistemul (A��1I)X1 = 0:

Notãm X1 =

 
x1

x2

!
)ecuaţia x1 + x2 = 0; deci notând x2 = �; se obţine

x1 = ��:

Am obţinut vectorul propriu ataşat primei valori proprii, X1 =

 
��
�

!
sau

X1 = �

 
�1
1

!
; adicã o in�nitate de vectori proprii dupã valoarea scalarului �:
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Pentru � = �2 = 2; similar se obţine vectorul propriu X2 =

 
x1

x2

!
din ecuaţia

(A� �2I)X2 = 0; adicã 
1� 2 0

1 2� 2

! 
x1

x2

!
= 0;

 
�1 0

1 0

! 
x1

x2

!
= 0)

(
�x1 = 0
x1 = 0

deci x1 = 0 şi x2 2 R.

Not¼am x2 = � ) vectorul propriu X2 =

 
0

�

!
= �

 
0

1

!
; deci o in�nitate de

vectori proprii.

Deci vectorii proprii sunt X1 = �

 
�1
1

!
şi X2 = �

 
0

1

!
:

Se constatã cã X1 şi X2 sunt liniar independenţi.

Într-adevãr,� =

����� �� 0

� �

����� = ��� 6= 0:
Aceastã proprietate constatatã pentru cazul particular cercetat este adevãraratã
în general.

1.2 Diagonalizarea unui endomor�sm

Teorema 1.2.1 Fie V un spaţiu vectorial peste corpul K iar T : V ! V un
endomor�sm. T este diagonalizabil () are toate valorile proprii �i în corpul K
şi în plus, multiplicatorii algebrici m.a.(�i) = multiplicatorii geometrici m.g.(�i) :

Observa̧tia 1.2.2 Multiplicatorul algebric al valorii proprii �; m.a.(�) ; este
dat de ordinul de multiplicitate al valorii proprii � iar multiplicatorul geometric
m.g.(�) reprezint¼a dimensiunea subspaţiului propriu V (�) :

Exerci̧tiul 1.2.3 S¼a se studieze dac¼a endomor�smele T : Rn ! Rn , cu matricile
în baza canonic¼a de mai jos, sunt diagonalizabile, iar în caz a�rmativ s¼a se
diagonalizeze:

a) A =

 
�5 5

�5 5

!
; b) A =

 
�1 �4
�2 1

!
; c) A =

0BB@
1 1 1

0 1 2

0 0 1

1CCA :
Soluţie: a) Valorile proprii ale matricii A sunt soluţiile ecuaţiei caracteristice:����� �5� � 5

�5 5� �

����� = 0 , (�5 � �)(5 � �) + 25 = 0 , �2 = 0 cu rãdãcinile
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�1 = �2 = 0: Adic¼a avem o singur¼a r¼ad¼acin¼a, pe care o vom nota cu �1 = 0, de
multiplicitate algebric¼a m.a.(�1) = 2.
Subspaţiul propriu corespunz¼ator lui �1 = 0 este mulţimea

V�1 =
�
X 2 R2 j(A� �1I)X = 0

	
adic¼a V�1 =

(
X = (x1; x2) 2 R2

�����
 
�5 5

�5 5

! 
x1

x2

!
=

 
0

0

!)
:

Lu¼am separat egalitatea

 
�5 5

�5 5

! 
x1

x2

!
=

 
0

0

!
,
 
5x2 � 5x1
5x2 � 5x1

!
= 

0

0

!
: Vom avea sistemul de ecuaţii:

(
5x2 � 5x1 = 0
5x2 � 5x1 = 0

cu soluţia: x1 = x2:

Deci V�1 =
�
x = (x1; x1) 2 R2 jx1 2 R

	
:

Multiplicatorul geometric m.g.(�1) reprezint¼a dimensiunea subspaţiului propriu
V�1 adic¼a 1. Dar m.g.(�1) = 1 6= 2 =m.a.(�1) deci endomor�smul T nu este
diagonalizabil.
b) Valorile proprii ale matricii A sunt soluţiile ecuaţiei caracteristice:����� �1� � �4

�2 1� �

����� = 0 , �2 � 9 = 0 , �2 = 9 cu rãdãcinile �1 = 3; �2 = �3:

Deci vom avea multiplicit¼aţile algebrice: m.a.(�1) = 1, m.a.(�2) = 1.
Subspaţiul propriu corespunz¼ator lui �1 = 3 este mulţimea:

V�1 =

(
X = (x1; x2) 2 R2

�����
 
�4 �4
�2 �2

! 
x1

x2

!
=

 
0

0

!)

Lu¼am separat egalitatea

 
�4 �4
�2 �2

! 
x1

x2

!
=

 
0

0

!
,
 
�4x1 � 4x2
�2x1 � 2x2

!
= 

0

0

!
: Vom avea sistemul de ecuaţii:

(
�4x1 � 4x2 = 0
�2x1 � 2x2 = 0

cu soluţia: x1 = x2:

Deci V�1 =
�
x = (x1; x1) 2 R2 jx1 2 R

	
:

O baz¼a în V�1 o putem considera ca �ind B1 =fe1 = (1; 1)g.
Multiplicatorul geometric m.g.(�1) reprezint¼a dimensiunea subspaţiului propriu
V�1 adic¼a 1. m.g.(�1) = 1:
Subspaţiul propriu corespunz¼ator lui �2 = �3 este mulţimea

V�2 =

(
X = (x1; x2) 2 R2

�����
 

2 �4
�2 4

! 
x1

x2

!
=

 
0

0

!)
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Vom avea sistemul de ecuaţii:

(
2x1 � 4x2 = 0
�2x1 + 4x2 = 0

cu soluţia: x1 = 2x2: Deci

V�2 =
�
x = (2x2; x2) 2 R2 jx2 2 R

	
:

O baz¼a în V�2 o putem considera ca �ind B2 =fe2 = (2; 1)g.
Multiplicatorul geometric m.g.(�2) reprezint¼a dimensiunea subspaţiului propriu
V�2 adic¼a 1. m.g.(�2) = 1:
Deoarece m.a.(�1) = m.g.(�1) =1 şi m.a.(�2) =m.g.(�2) = 1, operatorul T este
în acest caz diagonalizabil. Forma diagonal¼a a endomor�smului T este D = 
3 0

0 �3

!
: Avem relaţia D = C�1 �A � C unde C =

 
1 2

1 1

!
:

c) Valorile proprii ale matricii A sunt soluţiile ecuaţiei caracteristice:��������
1� � 1 1

0 1� � 2

0 0 1� �

�������� = 0
, ��3 + 3�2 � 3� + 1 = 0 cu rãdãcinile �1 = �2 = �2 = 1: Deci vom avea
multiplicit¼aţile algebrice: m.a.(�1) = 3.
Subspaţiul propriu corespunz¼ator lui �1 = 1 este mulţimea:

V�1 =

8>><>>:X = (x1; x2; x3) 2 R3

��������
0BB@
1� 1 1 1

0 1� 1 2

0 0 1� 1

1CCA
0BB@
x1

x2

x3

1CCA =

0BB@
0

0

0

1CCA
9>>=>>;

Vom avea sistemul de ecuaţii:

8>><>>:
x2 + x3 = 0

2x3 = 0

0 = 0

cu soluţia: x1 2 R; x2 = x3 = 0:

Deci V�1 =
�
X = (x1; 0; 0) 2 R3 jx1 2 R

	
:

O baz¼a în V�1 o putem considera ca �ind B1 =fe1 = (1; 0; 0)g.
Multiplicatorul geometric m.g.(�1) reprezint¼a dimensiunea subspaţiului propriu
V�1 adic¼a 1. m.g.(�1) = 1:
Dar m.g.(�1) = 1 6= 3 =m.a.(�1) deci endomor�smul T nu este diagonalizabil.

Exerci̧tiul 1.2.4 S¼a se diagonalizeze urm¼atoarea matrica A =

0BB@
0 2 2

2 0 �2
2 �2 0

1CCA :
9
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Soluţie: Pasul 1. Determin¼am PA (�) şi spectrul Sp (A) = f�1; �2; :::; �pg ;
cu multiplicit¼aţile n1; n2; :::; np respective;
PA (�) = det (A� �I3) = ��3 + 12�� 16:
��3 + 12�� 16 = 0) �1 = �2 = 2; �3 = �4:
Deci Sp (A) = f2;�4g cu multiplicit¼aţile 2 respectiv 1:
Pasul 2. Pentru � = �1 se determin¼a spaţiul V�1 şi o baz¼a B1 a sa.
Dac¼a dimV�1 6= n1 , matricea A nu se diagonalizeaz¼a. Presupunem c¼a dimV�1 =
n1;dimV�2 = n2; :::;dimV�p = np şi se determin¼a bazele B1;B2; :::;Bp pentru
V�1 ; V�2 ; :::; V�p .
Pentru � = �1 = 2; V� =

�
(x1; x2; x3)

t jx1 = x2 + x3
	
deci dimV�1 = 2:

O baz¼a este B1 = fv1; v2g unde v1 = (1; 1; 0)t şi v2 = (1; 0; 1)t :
Pentru �2 = �4; V�2 =

�
(�t; t; t)t jt 2 R

	
deci dimV�2 = 1 şi lu¼am B2 = fv3g ;

v3 = (�1; 1; 1)t :
Pasul 3. Se consider¼a matricea C punând pe coloane, la rând, vectorii bazei B1
apoi ai lui B2; :::;Bp:
Atunci C�1AC = D; diagonal¼a. În plus, Ak = CDkC�1:

Luând C =

0BB@
1 1 �1
1 0 1

0 1 1

1CCA)

A = C

0BB@
2 0 0

0 2 0

0 0 �4

1CCAC�1 şi Ak = C
0BB@
2k 0 0

0 2k 0

0 0 (�4)k

1CCAC�1:
1.3 Endomor�sm jordanizabil

Un endomor�sm T : V ! V pe spaţiul vectorial n dimensional (V ;K) se numeşte
jordanizabil dac¼a exist¼a o baz¼a B a spaţiului vectorial V pentru care matricea
asociat¼a este de forma:

J =

0BBBBBBB@

J1 0 0 ::: 0

0 J2 0 ::: 0

0 0 J3 ::: 0

::: ::: ::: ::: :::

0 0 0 ::: Jn

1CCCCCCCA
unde Ji, i = 1; :::; n sunt celule Jordan de diferite ordine ataşate valorilor

proprii �i. Matricea J se numeşte form¼a canonic¼a Jordan.

10



Algebr¼a liniar¼a, geometrie analitic¼a şi diferenţial¼a

Teorema 1.3.1 (Forma canonic¼a Jordan) Pentru orice endomor�sm T : V ! V
pe spaţiul vectorial n dimensional (V ;K) , care are toate valorile proprii în corpul
K, exist¼a o baz¼a B1 a lui V astfel încât matricea lui T în baza B1 s¼a �e scris¼a
sub form¼a canonic¼a Jordan.

Algoritm de reducere la forma canonic¼a Jordan a unui endomor�sm

1. Se �xeaz¼a o baz¼a B a spaţiului vectorial �nit dimensional (V ;K) şi se scrie
matricea asociat¼a endomor�smului T în baza B. Fie ea A.

2. Se determin¼a valorile proprii �1; �2; :::; �p, cu multiplicit¼aţile lor algebrice
m.a.(�1) ;m.a.(�2) ; :::;m.a.(�p) 2 N, prin rezolvarea ecuaţiei caracteristice det(A�
�I) = 0.

3. Dac¼a toate valorile proprii �i, i = 1; :::; p, apaŗtin corpului K se contin¼a
algoritmul. În caz contrar, spunem c¼a endomor�smul T nu este jordanizabil.

4. Pentru �ecare valoare proprie �i se determin¼a subspaţiul propriu asociat
V�i şi dimensiunea acestuia dimV�1 = m:g: (�1) ; dimV�2 = m:g: (�2) ; :::; dimV�p =
m.g.(�p) cu m.g.(�i) = dimV�i = n� rang(A� �I) � m.a.(�i).

Num¼arul multiplict¼aţii geometrice m.g.(�i) < m.a.(�i) ne d¼a num¼arul de
celule Jordan corespunz¼atoare valorii proprii �i.

5. Pentru acele valori proprii pentru care m.g.(�i) � m.a.(�i), se determin¼a
vectorii principaliX2; :::; Xp, asociaţi câte unui vector al unui sistem liniar independent
de vectori proprii din V�i , astfel: Se consider¼aX1 2 V�i un vector propriu oarecare
şi, impunându-se condi̧tiile de compatibilitate, se rezolv¼a sistemele de ecuaţii
liniare recurente

(A� �iIn)X2 = X1

(A� �iIn)X3 = X2

:::

(A� �iIn)Xp = Xp�1

Se determin¼a vectorii proprii liniar independenţi din V�i precum şi vectorii
principali asociaţi �ec¼aruia, ţinând cont de condi̧tiile de compatibilitate şi de
forma vectorilor proprii sau principali. În total, aceştia trebuie s¼a �e în num¼ar
de m.a.(�i) pentru �ecare valoare proprie �i.

Ordinul celulelor Jordan este egal cu num¼arul de vectori din sistemul format
dintr-un vector propriu şi vectorii principali asociaţi.

6. Reunind toţi vectorii proprii şi vectorii principali construi̧ti anterior vom
scrie baza BJ în care se obţine forma canonic¼a Jordan J =MBJ (T ).

7. Fie C matricea de trecere de la baza B la baza BJ . Scriem forma canonic¼a
Jordan J = C�1�A�C.
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Exerci̧tiul 1.3.2 S¼a se aduc¼a la forma canonic¼a Jordan endomor�smele T :
Rn ! Rn , cu cu matricile în baza canonic¼a de mai jos:

a) A =

0BB@
2 2 �3
0 3 �1
0 0 1

1CCA ; b) A =
0BB@
2 1 �3
1 2 �1
0 0 1

1CCA ; c) A =
0BBBB@
1 1 2 3

0 1 1 2

0 0 1 2

0 0 0 1

1CCCCA :

Soluţie: a) Valorile proprii ale matricii A sunt soluţiile ecuaţiei caracteristice:��������
2� � 2 �3
0 3� � �1
0 0 1� �

�������� = 0 , ��3 + 6�2 � 11� + 6 = 0; cu rãdãcinile �1 =

1; �2 = 3; �3 = 2: Acestea au multiplicit¼aţile algebrice m.a.(�1) = 1;m.a.(�2) =
1;m.a.(�3) = 1:
Subspaţiul propriu corespunz¼ator valorii proprii �1 = 1 este mulţimea:

V�1 =

8>><>>:X = (x1; x2; x3) 2 R3

��������
0BB@
2� 1 2 �3
0 3� 1 �1
0 0 1� 1

1CCA
0BB@
x1

x2

x3

1CCA =

0BB@
0

0

0

1CCA
9>>=>>;

Vom avea sistemul de ecuaţii:

8>><>>:
x1 + 2x2 � 3x3 = 0
2x2 � x3 = 0

0 = 0

cu soluţia: x1 = 2x3; x2 =

1
2x3; x3 2 R: Deci

V�1 =

�
X =

�
2x3;

1

2
x3; x3

�
2 R3 jx3 2 R

�
=

�
X = x3

�
2;
1

2
; 1

�
2 R3 jx3 2 R

�
Prin urmare dimV�1 = 1 = m:g: (�1) =m.a.(�1) :
Fie vectorul propriu X1 =

�
2; 12 ; 1

�
2 V�1 .

Subspaţiul propriu corespunz¼ator valorii proprii �2 = 3 este mulţimea:

V�1 =

8>><>>:X = (x1; x2; x3) 2 R3

��������
0BB@
2� 3 2 �3
0 3� 3 �1
0 0 1� 3

1CCA
0BB@
x1

x2

x3

1CCA =

0BB@
0

0

0

1CCA
9>>=>>;
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Vom avea sistemul de ecuaţii:

8>><>>:
2x2 � x1 � 3x3 = 0

�x3 = 0
�2x3 = 0

, cu soluţia: x1 = 2x2; x3 =

0; x2 2 R:Deci V�2 =
�
X = (2x2; x2; 0) 2 R3 jx2 2 R

	
=
�
X = x2 (2; 1; 0) 2 R3 jx2 2 R

	
:

Prin urmare dimV�2 = m:g: (�2) = 1 =m.a.(�2) :
Fie vectorul propriu X2 = (2; 1; 0) 2 V�2 .
Subspaţiul propriu corespunz¼ator valorii proprii �3 = 2 este mulţimea:

V�1 =

8>><>>:X = (x1; x2; x3) 2 R3

��������
0BB@
2� 2 2 �3
0 3� 2 �1
0 0 1� 2

1CCA
0BB@
x1

x2

x3

1CCA =

0BB@
0

0

0

1CCA
9>>=>>;

Vom avea sistemul de ecuaţii:

8>><>>:
2x2 � 3x3 = 0
x2 � x3 = 0
�x3 = 0

, cu soluţia: x1 2 R; x2 = 0; x3 =

0: Deci V�3 =
�
X = (x1; 0; 0) 2 R3 jx1 2 R

	
=
�
X = x1 (1; 0; 0) 2 R3 jx1 2 R

	
:

Prin urmare dimV�3 = m:g: (�3) = 1 =m.a.(�3) :
Fie vectorul propriu X3 = (1; 0; 0) 2 V�3 .
Prin urmare, obţinem baza Jordan BJ = fX1; X2; X3g în care matricea canonic¼a
Jordan este J = C�1�A�C unde C matricea de trecere de la baza B la baza BJ ;

C =

0BB@
2 2 1
1
2 1 1

1 0 0

1CCA
J = C�1�A�C

=

0BB@
0 0 1

1 �1 �3
2

�1 2 1

1CCA
0BB@
2 2 �3
0 3 �1
0 0 1

1CCA
0BB@
2 2 1
1
2 1 1

1 0 0

1CCA

=

0BB@
1 0 0

0 3 1

0 0 2

1CCA
b) Valorile proprii ale matricii A sunt soluţiile ecuaţiei caracteristice:
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2� � 1 �3
1 2� � �1
0 0 1� �

�������� = 0,
��3 + 5�2 � 7� + 3 = 0 , (�� 1)2 (�� 3) = 0 cu rãdãcinile �1 = 1; �2 = 3:
Acestea au multiplicit¼aţile algebrice m.a.(�1) = 2;m.a.(�2) = 1:
Subspaţiul propriu corespunz¼ator valorii proprii �1 = 1 este mulţimea:

V�1 =

8>><>>:X = (x1; x2; x3) 2 R3

��������
0BB@
2� 1 1 �3
1 2� 1 �1
0 0 1� 1

1CCA
0BB@
x1

x2

x3

1CCA =

0BB@
0

0

0

1CCA
9>>=>>;

Vom avea sistemul de ecuaţii:

8>><>>:
x1 + x2 � 3x3 = 0
x1 + x2 � x3 = 0

0 = 0

, cu soluţia: x1 = �x2; x3 =

0; x2 2 R: Deci

V�1 =
�
X = (�x2; x2; 0) 2 R3 jx2 2 R

	
=

�
X = x2 (�1; 1; 0) 2 R3 jx2 2 R

	
Prin urmare dimV�1 = m:g: (�1) = 1 < m.a.(�1) = 2: Adic¼a avem o singur¼a
celul¼a Jordan corespunz¼atoare valorii proprii �1 = 1.
Fie vectorul propriu X1 = (�1; 1; 0) 2 V�1 şi �e de asemenea matricea

B = A� �1I3 =

0BB@
1 1 �3
1 1 �1
0 0 0

1CCA

Rezolvând sistemul BX2 = X1 ,

0BB@
1 1 �3
1 1 �1
0 0 0

1CCA
0BB@
x1

x2

x3

1CCA =

0BB@
�1
1

0

1CCA ,

8>><>>:
x1 + x2 � 3x3 = �1
x1 + x2 � x3 = 1

0 = 0

:

G¼asim muļtimea de soluţii X2 = (2� x2; x2; 1) ; x2 2 R . Fie, spre exemplu,

14



Algebr¼a liniar¼a, geometrie analitic¼a şi diferenţial¼a

X2 = (2; 0; 1).
Subspaţiul propriu corespunz¼ator valorii proprii �2 = 3 este mulţimea:

V�2 =

8>><>>:X = (x1; x2; x3) 2 R3

��������
0BB@
2� 3 1 �3
1 2� 3 �1
0 0 1� 3

1CCA
0BB@
x1

x2

x3

1CCA =

0BB@
0

0

0

1CCA
9>>=>>;

Vom avea sistemul de ecua̧tii:

8>><>>:
x2 � x1 � 3x3 = 0
x1 � x2 � x3 = 0

�2x3 = 0
, cu soluţia: x1 = x2; x3 =

0; x2 2 R: Deci
V�2 =

�
X = (x2; x2; 0) 2 R3 jx2 2 R

	
=

�
X = x2 (1; 1; 0) 2 R3 jx2 2 R

	
Prin urmare dimV�2 = m:g: (�2) = 1 = m.a.(�2) :
Fie vectorul propriu X3 = (1; 1; 0) 2 V�2 .
Prin urmare, obţinem baza Jordan BJ = fX1; X2; X3g în care matricea canonic¼a
Jordan este J = C�1�A�C unde C matricea de trecere de la baza B la baza BJ ;

C =

0BB@
�1 2 1

1 0 1

0 1 0

1CCA
J = C�1�A�C

=

0BB@
�1
2

1
2 1

0 0 1
1
2

1
2 �1

1CCA
0BB@
2 1 �3
1 2 �1
0 0 1

1CCA
0BB@
�1 2 1

1 0 1

0 1 0

1CCA

=

0BB@
1 1 0

0 1 0

0 0 3

1CCA
c) Valorile proprii ale matricii A sunt soluţiile ecuaţiei caracteristice:����������
1� � 1 2 3

0 1� � 1 2

0 0 1� � 2

0 0 0 1� �

����������
= 0, �4�4�3+6�2�4�+1 = 0, (�� 1)4 = 0;
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cu rãdãcina multipl¼a de ordinul 4, �1 = 1: Acestea are multiplicitatea algebric¼a
m.a.(�1) = 4:
Subspaţiul propriu corespunz¼ator valorii proprii �1 = 1 este mulţimea:

V�1 =

8>>>><>>>>:X = (x1; x2; x3; x4) 2 R4

����������

0BBBB@
1� 1 1 2 3

0 1� 1 1 2

0 0 1� 1 2

0 0 0 1� 1

1CCCCA
0BBBB@
x1

x2

x3

x4

1CCCCA =

0BBBB@
0

0

0

0

1CCCCA
9>>>>=>>>>;

Vom avea sistemul de ecua̧tii:

8>>>><>>>>:
x2 + 2x3 + 3x4 = 0

x3 + 2x4 = 0

2x4 = 0

0 = 0

, cu soluţia: x2 = x3 =

x4 = 0; x1 2 R: Deci

V�1 =
�
X = (x1; 0; 0; 0) 2 R4 jx1 2 R

	
=

�
X = x1 (1; 0; 0; 0) 2 R4 jx1 2 R

	
Prin urmare dimV�1 = m:g: (�1) = 1 < m:a: (�1) = 4:Adic¼a avem o singur¼a
celul¼a Jordan corespunz¼atoare valorii proprii �1 = 1.
Fie vectorul propriu X1 = (1; 0; 0; 0) 2 V�1 şi �e de asemenea matricea

B = A� �1I3 =

0BBBB@
0 1 2 3

0 0 1 2

0 0 0 2

0 0 0 0

1CCCCA

Rezolvând sistemul BX2 = X1 ,

0BBBB@
0 1 2 3

0 0 1 2

0 0 0 2

0 0 0 0

1CCCCA
0BBBB@
x1

x2

x3

x4

1CCCCA =

0BBBB@
1

0

0

0

1CCCCA,

0BBBB@
x2 + 2x3 + 3x4

x3 + 2x4

2x4

0

1CCCCA =

0BBBB@
1

0

0

0

1CCCCA ,

8>>>><>>>>:
x2 + 2x3 + 3x4 = 1

x3 + 2x4 = 0

2x4 = 0

0 = 0

.
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G¼asim muļtimea de soluţii X2 = (x1; 1; 0; 0) ; x1 2 R .
Fie, spre exemplu, X2 = (1; 1; 0; 0).

În continuare rezolv¼am sistemul BX3 = X2 ,

0BBBB@
0 1 2 3

0 0 1 2

0 0 0 2

0 0 0 0

1CCCCA
0BBBB@
x1

x2

x3

x4

1CCCCA =

0BBBB@
1

1

0

0

1CCCCA,

8>>>><>>>>:
x2 + 2x3 + 3x4 = 1

x3 + 2x4 = 1

2x4 = 0

0 = 0

:G¼asim muļtimea de soluţiiX3 = (x1;�1; 1; 0) ; x1 2

R .
Fie, spre exemplu, X3 = (1;�1; 1; 0).

În continuare rezolv¼am sistemul BX4 = X3 ,

0BBBB@
0 1 2 3

0 0 1 2

0 0 0 2

0 0 0 0

1CCCCA
0BBBB@
x1

x2

x3

x4

1CCCCA =

0BBBB@
1

�1
1

0

1CCCCA,

8>>>><>>>>:
x2 + 2x3 + 3x4 = 1

x3 + 2x4 = �1
2x4 = 1

0 = 0

:

G¼asim muļtimea de soluţii X4 = (x1; 3;�2; 1=2) ; x1 2 R .
Fie, spre exemplu, X4 = (1; 3;�2; 1=2).
Prin urmare, obţinem baza Jordan BJ = fX1; X2; X3; X4g în care matricea
canonic¼a Jordan este J = C�1�A�C unde C matricea de trecere de la baza B
la baza BJ ;

C =

0BBBB@
1 1 1 1

0 1 �1 3

0 0 1 �2
0 0 0 1

2

1CCCCA
17
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J = C�1�A�C

=

0BBBB@
1 �1 �2 �4
0 1 1 �2
0 0 1 4

0 0 0 2

1CCCCA
0BBBB@
1 1 2 3

0 1 1 2

0 0 1 2

0 0 0 1

1CCCCA
0BBBB@
1 1 1 1

0 1 �1 3

0 0 1 �2
0 0 0 1

2

1CCCCA

=

0BBBB@
1 1 0 �1

2

0 1 1 0

0 0 1 1

0 0 0 1

1CCCCA

1.4 Adjunctul unui endomor�sm

Exerci̧tiul 1.4.1 S¼a se determine adjunctul endomor�smului T : R2 ! R2,
de�nit prin T (x; y) = (2x+ y; 3x), relativ la produsul scalar canonic.

Soluţie: Vom considera B = fe1 = (1; 0) ; e2 = (0; 1)g baza canonic¼a ortonormat¼a

din R2. Matricea lui T în aceast¼a baz¼a este A =

 
2 1

3 0

!
) At =

 
2 3

1 0

!
:

Atuci adjunctul lui T va avea matricea

  
2 3

1 0

! 
x

y

!!t
=

 
2x+ 3y

x

!t
=

(2x+ 3y; x)) T �(x; y) = (2x+ 3y; x) :
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[6] Ungureanu,V.M., Algebra liniar¼a, geometrie analitic¼a şi diferenţial¼a, Editura
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