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Capitolul 1

Spa̧tii euclidiene

1.1 De�ni̧tii

De�ni̧tia 1.1.1 Un spaţiu vectorial real V se numeşte prehilbertian real dac¼a
exist¼a o aplicaţie

< �; � >: V � V ! R

astfel încât pentru orice x; y; z 2 V şi pentru orice � 2 R; s¼a �e îndeplinite
propriet¼aţile:

1: hx; yi = hy; xi
2: hx+ z; yi = hx; yi+ hz; yi
3: h�x; yi = � hx; yi
4: (8)x 2 V; hx; xi � 0; hx; xi = 0, x = 0

(1.1)

Aplicaţia h�; �i : V�V ! R se numeşte produs scalar real. Spaţiile prehilbertiene
reale �nit dimensionale se mai numesc spaţii eucliediene reale.

Se poate ar¼ata prin induçtie c¼a dac¼a x1; x2; :::; xm; y1; y2; :::yn 2 V şi �1; �2; :::; �m;
�1; �2; :::; �n 2 R; atunci:*

mX
i=1

�ixi;
nX
j=1

�jyj

+
=

mX
i=1

nX
j=1

�i�j hxi; yji (1.2)

Dac¼a în relaţia (1.1) punctul 3 lu¼am � = �1 , vom avea:

h�x; yi = �hx; yi (8)x; y 2 V (1.3)
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De�ni̧tia 1.1.2 Vectorii x; y 2 V se numesc ortogonali dac¼a:

hx; yi = 0

şi se scrie x ? y:

Relaţia de ortogonalitate este o relaţie simetric¼a: dac¼a x ? y atunci şi y ? x:
Deoarece hu; 0i = 0; rezult¼a c¼a u ? 0 ; (8)u 2 V:
De asemenea, dac¼a u ? u; atunci u = 0:( din rela̧tia 1.1 punctul 4 )
Not¼am cu:

k x k=
p
hx; xi (1.4)

Din relaţia (1.1) punctul 4 rezult¼a c¼a:

k x k� 0 şi k x k= 0, x = 0 (1.5)

De�ni̧tia 1.1.3 Num¼arul k x k se numeşte norma lui x:

Exemplul 1.1.4 Fie V = R3; v; w 2 R3; v = x1�{+x2�j+x3�k şi w = y1�{+y2�j+y3�k
cu:

hv; wi = x1y1 + x2y2 + x3y3
V pe care s-a de�nit aplicaţia de mai sus este un spaţiu euclidian, deoarece au
loc propriet¼aţile produsului scalar.

Fie V = Rn: Pentru orice x; y 2 Rn , x = (x1; :::; xn) ; y = (y1; :::; yn) dac¼a
lu¼am:

hx; yi = x1y1 + :::+ xnyn =
nX
i=1

xiyi (1.6)

se obţine un produs scalar numit euclidian.

Teorema 1.1.5 Fie V un spaţiu prehilbertian real. Atunci:

a) ( inegalitatea lui Schwartz ) Pentru orice x; y 2 V are loc relaţia:

j hx; yi j�k x k � k y k (1.7)

b) V este spaţiu vectorial normat, relativ la norma : V ! R; x!k x k;
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c) (regula paralelogramului) (8)x; y 2 V;

k x+ y k2 + k x� y k2= 2(k x k2 + k y k2) (1.8)

Fie V spaţiu prehilbertian real, şi x 2 V: Norma kxk se mai numeşte lungimea
vectorului x:

Dac¼a x; y 2 V , num¼arul real

d(x; y) = kx� yk (1.9)

se numeşte distanţa dintre x şi y:
Dac¼a x şi y sunt nenuli, atunci conform inegalit¼aţii lui Schwartz:

hx; yi
kxk � kyk 2 [�1; 1]

şi numim unghi al vectorilor x , y num¼arul real � 2 [0; �] astfel încât:

cos � =
hx; yi

kxk � kyk (1.10)

De�ni̧tia 1.1.6 Un spaţiu vectorial complex V se numeşte prehilbertian complex
dac¼a exist¼a o aplicaţie h�; �i : V � V ! C , astfel încât pentru orice x; y; z 2 V şi
pentru orice � 2 C s¼a �e îndeplinite propriet¼aţile:

a) hx; yi = hy; xi;

b) hx+ z; yi = hx; yi+ hz; yi ;

c) h�x; yi = � hx; yi ;

d) hx; xi � 0; hx; xi = 0, x = 0: (hx; xi este un num¼ar real deoarece hx; xi =
hx; xi)

Aplicaţia care îndeplineşte propriet¼aţile de mai înainte se numeşte produs
scalar complex. Spaţiile prehilbertiene complexe �nit dimensionale se mai numesc
spaţii euclidiene complexe ( sau spaţii unitare ).

Fie V un spaţiu prehilbertian real sau complex.
Un sistem fe1; :::; eng se numeşte sistem ortogonal de vectori dac¼a:

hei; eji = 0; (8)i 6= j: (1.11)
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El se numeşte sistem ortonormal de vectori dac¼a:

(8)i; j avem: hei; eji = �ij =
(
0 pentru i 6= j
1 pentru i = j

(1.12)

Avem deci:
keik = 1; (8)i (1.13)

Teorema 1.1.7 ( ortogonalizarea Gram-Schmidt ) Fie V un spaţiu prehilbertian
real sau complex, L = fv1; v2; :::; vk; :::g un sistem liniar independent de vectori
şi �e, pentru orice k � 1;Wk subspaţiul generat de fv1; v2; :::; vkg : Atunci exist¼a
un sistem ortogonal de vectori L0 = fe1; e2; :::; ek; :::g astfel încât subspaţiul W 0

k

generat de fe1; e2; :::; ekg s¼a coincid¼a cu Wk; pentru orice k = 1; 2; ::: .

1.2 Procedeul de ortonormare Gram-Schmidt

Exemplul 1.2.1 S¼a se ortonormeze sistemele de vectori:
a) S1 = fu1 = (1; 1); u2 = (2; 3)g relativ la produsul scalar euclidian din R2;
b) S2 = fu1 = (1; 1; 1); u2 = (2; 3; 0); u3 = (1; 2; 3)g relativ la produsul scalar euclidian
din R3;
c) S3 =

�
u1 = �X; u2 = X2 � 1; u3 = 1�X

	
relativ la produsul scalar euclidian

din spaţiul polinoamelor de grad cel mult doi R2[X], de�nit prin:

hP;Qi =
Z 1

�1
P (x)Q(x)dx ; (8)P;Q 2 R2[X]

utilizând procedeul Gram-Schmidt:

Soluţie: a) Construim vectorii ortogonali:

f1 = u1

f2 = u2 + �u1

cu � 2 R un scalar pe care-l vom determina în continuare din condi̧tia:

hf2; f1i = 0

Vom avea: f2 = (2; 3) + �(1; 1) = (�+ 2; �+ 3):
Din �+ 2 + �+ 3 = 0) � = �5

2 :
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Deci f2 = �5
2(1; 1)+ (2; 3) = (�

1
2 ;
1
2) iar sistemul de vectori ff1; f2g este ortogonal.

Pentru a-l ortonorma consider¼am:

e1 =
f1
kf1k

e2 =
f2
kf2k

Cum kf1k =
p
2; kf2k =

p
2
2 obţinem e1 = (

1p
2
; 1p

2
); e2 = (� 1p

2
; 1p

2
):

Astfel, sistemul S
0
1 = fe1; e2g este ortonormal.

b) Construim vectorii ortogonali:

f1 = u1 = (1; 1; 1)

f2 = u2 + �u1 = (2; 3; 0) + �(1; 1; 1) = (�+ 2; �+ 3; �)

f3 = u3 + �u1 + �u2 = (1; 2; 3) + �(1; 1; 1) + �(2; 3; 0)

= (�+ 2� + 1; �+ 3� + 2; �+ 3)

� 2 R este un scalar pe care-l vom determina în continuare din condi̧tia:

hf2; f1i = 0

�+ 2 + �+ 3 + � = 0) � = �5
3

Deci f2 = (13 ;
4
3 ;�

5
3) iar sistemul de vectori ff1; f2g este ortogonal.

�; � 2 R sunt scalari pe care-i vom determina în continuare din condi̧tiile:

hf3; f1i = 0) �+ 2� + 1 + �+ 3� + 2 + �+ 3 = 0

) 3�+ 5� + 6 = 0

hf3; f2i = 0) 1

3
(�+ 2� + 1) +

4

3
(�+ 3� + 2)� 5

3
(�+ 3) = 0

) 14

3
� � 2 = 0

(
3�+ 5� + 6 = 0
14
3 � � 2 = 0

) � = �80
21 , � =

3
7 .

Deci f3 = (� 8
21 ;

34
21 ;�

17
21) iar sistemul de vectori ff1; f2; f3g este ortogonal.
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Pentru a-l ortonorma consider¼am:

e1 =
f1
kf1k

=
1p

12 + 12 + 12
(1; 1; 1)

= (
1p
3
;
1p
3
;
1p
3
)

e2 =
f2
kf2k

=
1q�

1
3

�2
+
�
4
3

�2
+
�
�5
3

�2 (13 ; 43 ;�53)
=

1

3

p
42(
1

3
;
4

3
;�5
3
)

e3 =
f3
kf3k

=
1q�

� 8
21

�2
+
�
34
21

�2
+
�
�17
21

�2 (� 8

21
;
34

21
;�17
21
)

=
1

21

p
1509(� 8

21
;
34

21
;�17
21
)

Astfel, sistemul S
0
2 = fe1; e2; e3g este ortonormal.

c) Construim vectorii ortogonali:

f1 = u1 = �X;
f2 = u2 + �u1 = X

2 � �X � 1;
f3 = u3 + �u1 + �u2 = 1�X + � (�X) + �

�
X2 � 1

�
= �X2 �X (�+ 1)� � + 1

� 2 R este un scalar pe care-l vom determina în continuare din condi̧tia:

hf2; f1i = 0,
Z 1

�1

�
X2 � �X � 1

�
(�X) dX = 0

, 2

3
� = 0) � = 0

Deci f2 = X2 � 1 iar sistemul de vectori ff1; f2g este ortogonal.
�; � 2 R sunt scalari pe care-i vom determina în continuare din condi̧tiile:

hf3; f1i = 0,
Z 1

�1

�
�X2 �X (�+ 1)� � + 1

�
(�X) dX = 0

, 2

3
�+

2

3
= 0

hf3; f2i = 0,
Z 1

�1

�
�X2 �X (�+ 1)� � + 1

� �
X2 � 1

�
dX = 0

, 16

15
� � 4

3
= 0
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2
3�+

2
3 = 0

16
15� �

4
3 = 0

) � = �1, � = 5
4 .

Deci f3 = 1
4

�
5X2 � 1

�
iar sistemul de vectori ff1; f2; f3g este ortogonal.

Pentru a-l ortonorma consider¼am:

e1 =
f1
kf1k

= �X 1R 1
�1(�X)(�X)dX

= �X 12
3

= �3
2
X

e2 =
f2
kf2k

=
X2 � 1R 1

�1(X
2 � 1)(X2 � 1)dX

=
X2 � 1

16
15

=
15

16
(X2 � 1)

e3 =
f3
kf3k

=
1
4

�
5X2 � 1

�R 1
�1(

1
4 (5X

2 � 1))(14 (5X2 � 1))dX
=

1
4

�
5X2 � 1

�
1
3

=
3

4

�
5X2 � 1

�
Astfel, sistemul S

0
3 = fe1; e2; e3g este ortonormal.
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