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Capitolul 1

Funçtionale biliniare

1.1 De�ni̧tii

Fie U şi V dou¼a spaţii vectoriale peste corpul K, cu dimK U = n şi dimK V = m:

De�ni̧tia 1.1.1 Se numeşte funcţional¼a biliniar¼a (sau aplicaţie biliniar¼a)
orice funcţional¼a f : U � V ! K cu propriet¼aţile:

1. f(x+ x0; y) = f(x; y) + f(x0; y) , (8)x; x0 2 U; y 2 V ;

2. f(�x; y) = �f(x; y) ; (8)x 2 U; y 2 V; � 2 K;

3. f(x; y + y0) = f(x; y) + f(x; y0) ; (8)x 2 U; (8) y; y0 2 V ;

4. f(x; �y) = �f(x; y) ; (8)x 2 U; (8) y 2 V; � 2 K:

Adic¼a f este liniar¼a în �ecare din cele dou¼a argumente.
Cele patru propriet¼aţi se pot scrie sub forma echivalent¼a:

5. f(�x+�0x0; �y+�0y0) = ��f(x; y)+��0f(x; y0)+�0�f(x0; y)+�0�0f(x0; y0)

(8)x; x0 2 U; (8) y; y0 2 V; (8)�; �0; �; �0 2 K:

Exemplul 1.1.2 Fie f(x) şi g(y) dou¼a funcţionale liniare f; g : V ! R: Atunci:

h(x; y) = f(x)g(y)

este o funcţional¼a biliniar¼a.
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Soluţie: Într-adev¼ar, pentru x-�xat;

x = bx) h(bx; y) = f(bx)g(y)
este funçtie liniar¼a în y 2 V; deoarece f(bx) 2 R este o constant¼a: Analog pentru
y �xat:

Exemplul 1.1.3 Produsul scalar. Fie x; y 2 V . Produsul scalar al vectorilor
x cu y , adic¼a funcţia:

f(x; y) = hx; yi =
nX
i=1

xiyi

este o funcţional¼a biliniar¼a.

Exemplul 1.1.4 U = V = C [a; b] ; K = R; T : C [a; b]� C [a; b]! R

T (f; g) =

Z b

a
f(x)g(x)dx

(8)f; g 2 C [a; b] , este o funcţional¼a biliniar¼a.

Exemplul 1.1.5 f : R [X]� R [X]! R,

f(P;Q) =

Z 1

0
P 0(x)Q0(x)dx

(8)P;Q 2 R [X] este o funcţional¼a biliniar¼a.

Fie funçtionala biliniar¼a f : U � V ! K şi E = fe1; :::; eng o baz¼a în U iar
G = fg1; :::; gmg o baz¼a în V .

Pentru orice x = (x1; :::; xn) 2 U şi y = (y1; :::; ym) 2 V avem scrierea unic¼a:

x =
nX
i=1

xiei , y =
mX
j=1

yjgj

deci:

f(x; y) = f

0@ nX
i=1

xiei;

mX
j=1

yjgj

1A =
nX
i=1

xif

0@ei; mX
j=1

yjgj

1A (1.1)

=

nX
i=1

mX
j=1

xiyjf(ei; gj) =

nX
i=1

mX
j=1

xiyjaij

= (x1; :::; xn)A(y1; :::; ym)
t

= xtE �A � yG
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Algebr¼a liniar¼a, geometrie analitic¼a şi diferenţial¼a

Evident, dac¼a bazele E şi G sunt �xate, atunci f determin¼a matricea A =
(aij) 2Mn�m(K) şi reciproc, matricea A = (aij) 2Mn�m(K) determin¼a complet
funçtionala biliniar¼a f:

De�ni̧tia 1.1.6 Matricea A = (aij) 2 Mn�m(K); (aij) = f(ei; gj) se numeşte
matricea funcţionalei biliniare f în bazele E şi G:

Exemplul 1.1.7 Aplicaţia f : R2 � R3 ! R

f(x; y) = x1y1 + 2x2y2 � 3x3y3

unde x = (x1; x2); y = (y1; y2; y3) , este o funcţional¼a biliniar¼a care are ataşat¼a
matricea:

A =

 
1 0 0

0 2 �3

!

în bazele canonice ale lui R2şi R3 : E = fe1 = (1; 0); e2 = (0; 1)g ; respectiv G =
fg1 = (1; 0; 0); g2 = (0; 1; 0); g3 = (0; 0; 1)g :

1.2 Modi�carea matricii unei funçtionale biliniare atunci
când se schimb¼a bazele.

Fie în U bazele E = fe1; :::; eng şi H = fh1; :::; hng : Consider¼am C = (cij);
matricea de trecere de la E la H, adic¼a:

hp =
nX
i=1

cipei , p = 1; n

Fie în V bazele G = fg1; :::; gmg şi L = fl1; :::; lmg : Consider¼am D = (dij);
matricea de trecere de la G la L, adic¼a:

lq =

mX
j=1

djqgj , q = 1;m

Vrem s¼a determin¼am matricea de trecere de la H la L. Not¼am cu B = (bpq)
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aceast¼a matrice. Vom avea:

bpq = f(hp; lq) = f(
nP
i=1
cipei ,

mP
j=1

djqgj)

=
nP
i=1

mP
j=1

cipdjqf(ei; gj) =
nP
i=1
cip

 
mP
j=1

aijdjq

!
=

nP
i=1
cip (AD)iq =

nP
i=1

�
Ct
�
pi
(AD)iq

=
�
CtAD

�
pq

Deci:
B = CtAD (1.2)

Observa̧tia 1.2.1 Dac¼a U = V atunci vom avea E =G şi H =L şi deci:

B = CtAC (1.3)

Observa̧tia 1.2.2 Rangul matricei asociate funcţionalei biliniare f nu depinde
de baza aleas¼a deoarece matricele lui f în oricare dou¼a baze sunt echivalente
deci au acelaşi rang.

Observa̧tia 1.2.3 În cazul complex, funcţionala biliniar¼a f : V�V ! C îndeplineşte
condiţiile 1)-4) din de�niţia 1.1.1 doar c¼a:

f(x; �y) =
_
�f(x; y) , (8)x; y 2 V şi (8)� 2 C (1.4)

De�ni̧tia 1.2.4 O funcţional¼a biliniar¼a f : V � V ! K se numeşte simetric¼a
dac¼a:

f(x; y) = f(y; x) , (8)x; y 2 V (1.5)

O funcţional¼a biliniar¼a f : V � V ! C se numeşte hermitic¼a dac¼a:

f(x; y) = f (y; x) , (8)x; y 2 V (1.6)

Propozi̧tia 1.2.5 O funcţional¼a biliniar¼a f este simetric¼a dac¼a şi numai dac¼a
matricea ei într-o baz¼a a lui V este simetric¼a.

Exerci̧tiul 1.2.6 Consider¼am funcţia f : R2 [X]� R2 [X]! R;

f (P;Q) = P (0)Q0 (0) + P 0 (0)Q (0) + P (1)Q (1) :

S¼a se arate c¼a f este o funcţional¼a biliniar¼a simetric¼a şi s¼a se determine matricea
ei relativ la baza f1; X;X2g:
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Soluţie: Fie �; � 2 R; P1; P2; Q1; Q2 2 R2 [X] : Ar¼at¼am c¼a f este liniar¼a în
primul argument:

f (�P1 + �P2; Q) = (�P1 + �P2)(0)Q
0 (0) + (�P1 + �P2)0(0)Q (0)

+(�P1 + �P2)(1)Q (1)

= (�P1 (0) + �P2 (0))Q
0 (0) + (�P 01(0) + �P

0
2(0))Q (0)

+�P1(1)Q (1) + �P2(1)Q (1)

= �P1 (0)Q
0 (0) + �P 01(0)Q (0) + �P1(1)Q (1)

+�P2 (0)Q
0 (0) + �P 02(0)Q (0) + �P2(1)Q (1)

= �f(P1; Q) + �f(P2; Q)

Ar¼at¼am c¼a f este liniar¼a în cel de-al doilea argument:

f (P; �Q1 + �Q2) = P (0) (�Q1 + �Q2)
0 (0) + P 0 (0) (�Q1 + �Q2) (0)

+P (1) (�Q1 + �Q2) (1)

= �P (0)Q01 (0) + �P
0(0)Q1 (0) + �P (1)Q1 (1)

+�P (0)Q02 (0) + �P
0(0)Q2 (0) + �P (1)Q2 (1)

= �f(P;Q1) + �f(P;Q2)

f este simetric¼a deoarece:

f (P;Q) = P (0)Q0 (0) + P 0 (0)Q (0) + P (1)Q (1)

= P 0 (0)Q (0) + P (0)Q0 (0) + P (1)Q (1) = f(Q;P )

S¼a not¼am cu A = (aij)1�i;j�n matricea c¼autat¼a, unde aij = f(ei; ej) şi cu e1 = 1;
e2 = X; e3 = X

2: Avem:

a11 = f(e1; e1) = f(1; 1) = 1;

a12 = f(e1; e2) = f(1; X) = 2;

a13 = f(e1; e3) = f(1; X
2) = 1;

a21 = f(e2; e1) = f(X; 1) = 2;

a22 = f(e2; e2) = f(X;X) = 1;

a23 = f(e2; e3) = f(X;X
2) = 1;

a31 = f(e3; e1) = f(X
2; 1) = 1;

a32 = f(e3; e2) = f(X
2; X) = 1;

a33 = f(e3; e3) = f(X
2; X2) = 1:
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Am obţinut deci matricea: A =

0BB@
1 2 1

2 1 1

1 1 1

1CCA :
De�ni̧tia 1.2.7 Fie funcţionala biliniar¼a f : V � V ! R: Atunci:

1. f este pozitiv de�nit¼a dac¼a f(x; x) > 0; (8)x 2 V; x 6= 0;

2. f este pozitiv semide�nit¼a dac¼a f(x; x) � 0; (8)x 2 V ;

3. f este negativ de�nit¼a dac¼a f(x; x) < 0; (8)x 2 V; x 6= 0;

4. f este negativ semide�nit¼a dac¼a f(x; x) � 0; (8)x 2 V ;

5. f este nede�nit¼a dac¼a (9)x 2 V şi y 2 V astfel încât f(x; x) > 0 şi
f(y; y) < 0:

Observa̧tia 1.2.8

f(0; y) = f(x; 0) = 0; (8)x; y 2 V

Observa̧tia 1.2.9 Cu ajutorul oric¼arei funcţionale biliniare f : V � V ! R se
poate de�ni o funcţional¼a biliniar¼a simetric¼a h : V � V ! R;

h(x; y) =
1

2
[f(x; y) + f(y; x)]

Exemplul 1.2.10 Fie f : R2 � R2 ! R dat¼a de:

f ((x1; y1); (x2; y2)) = x1y2 + x2y1

atunci f este o funcţional¼a biliniar¼a simetric¼a dar nu e pozitiv de�nit¼a iar aplicaţia
h : R2 � R2 ! R dat¼a de:

h ((x1; y1); (x2; y2)) = x1x2 + y1y2

este o funcţional¼a biliniar¼a dar care nu este simetric¼a.

Exerci̧tiul 1.2.11 Scrieţi forma biliniar¼a pentru matricele:
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Algebr¼a liniar¼a, geometrie analitic¼a şi diferenţial¼a

A1 =

 
2 1

1 3

!
şi A2 =

 
2 1

2 3

!

Soluţie: Evident f : V � V ! R; V � R2: Fie x =

 
x1

x2

!
2 V; y = 

y1

y2

!
2 V: Se obţine:

f1(x; y) = (x1x2)

 
2 1

1 3

! 
y1

y2

!
= (2x1 + x2; x1 + 3x2)

 
y1

y2

!
= 2x1y1 + x2y1 + x1y2 + 3x2y2

care este o funçtional¼a biliniar¼a.
Analog pentru f2(x; y) = xtA2y: Se obţine o funçtional¼a biliniar¼a nesimetric¼a.
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Capitolul 2

Funçtionale p¼atratice

2.1 De�ni̧tii

Fie f : V � V ! R o funçtional¼a biliniar¼a simetric¼a, dimR V = n:

De�ni̧tia 2.1.1 Se numeşte funcţional¼a p¼atratic¼a şi o vom nota cu H(x);
restricţia unei funcţionale biliniare simetrice la diagonala produsului cartezian
�;

� = diag (X �X) = f(x; x) jx 2 X g (2.1)

Deci
H(x) = f(x; x) (2.2)

Fie E = fe1; :::; eng o baz¼a în V; x 2 X; x = (x1; :::; xn)
t coordonatele lui x

în baza E iar A = (aij) = f(ei; ej) = (aji) matricea ataşat¼a funçtionalei biliniare
simetrice f în baza E : Funçtionala p¼atratic¼a H(x) devine:

H(x) = f(x; x) = xtEAxE =
nP
i=1

nP
j=1

aijxixj

= a11x
2
1+ a12x1x2+ :::+ a1nx1xn+ a21x2x1+ a22x

2
2+ :::+ a2nx2xn+

:::+ an1xnx1 + an2xnx2 + :::+ annx
2
n

= a11x
2
1+2a12x1x2+:::+2a1nx1xn+a22x

2
2+2a23x2x3+:::+2a2nx2xn+

:::+ annx
2
n

(am ţinut cont de faptul c¼a (aij) = (aji) ):
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Observa̧tia 2.1.2 Reciproc dac¼a se d¼a funcţionala p¼atratic¼a H(x) = f(x; x),
atunci funcţionala biliniar¼a simetric¼a din care provine H(x) se obţine în mod
unic din f(x; x) astfel:

f(x+y; x+y) = f(x; x)+f(y; y)+f(x; y)+f(y; x) = f(x; x)+2f(x; y)+f(y; y)

deci:

f(x; y) =
1

2
[f(x+ y; x+ y)� f(x; x)� f(y; y)] = 1

2
[H(x+ y)�H(x)�H(y)]

(2.3)
Funcţionala p¼atratic¼a din care provine H(x) se numeşte funcţionala polar¼a a
funcţionalei p¼atratice H(x):

Exerci̧tiul 2.1.3 Fie V � R2 , cu f : V � V ! R şi funcţionala biliniar¼a

simetric¼a f care are matricea ataşat¼a, A =

 
2 1

1 3

!
: S¼a se scrie funcţionala

p¼atratic¼a H(x):

Soluţie: Avem: f(x; y) = xTAy f(x; x) = xTAx

f(x; x) =
�
x1 x2

� 2 1

1 3

! 
x1

x2

!
= (2x1 + x2; x1 + 3x2)

 
x1

x2

!
= 2x21 + x2x1 + x1x2 + 3x

2
2

deci funçtionala p¼atratic¼a H(x) este:

H(x) = 2x21 + 2x1x2 + 3x
2
2

Exerci̧tiul 2.1.4 Pe spaţiul vectorial V � R2 se dã funcţionala p¼atratic¼a H(x) =
4x21 + 2x1x2 + 6x

2
2: S¼a se scrie funcţionala biliniar¼a simetric¼a corespunzãtoare.

Soluţie: Avem:

f(x; y) =
1

2
[f(x+ y; x+ y)� f(x; x)� f(y; y)]

=
1

2

�
4(x1 + y1)

2 + 2(x1 + y1)(x2 + y2) + 6(x2 + y2)
2
�

+
1

2

�
�4x21 � 2x1x2 � 6x22 � 4y21 � 2y1y2 � 6y22

�
=

1

2
[8x1y1 + 2x1y2 + 2x2y1 + 6x2y2]

= 4x1y1 + (x1y2 + x2y1) + 6x2y2
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Algebr¼a liniar¼a, geometrie analitic¼a şi diferenţial¼a

Se constat¼a c¼a funçtionala biliniar¼a are matricea A =

 
4 1

1 6

!
:

Corolarul 2.1.5 Matricea funcţionalei p¼atratice se obţine scriind termenii (aijxiyj)
sub forma 1

2 (aijxiyj + ajixjyi) :

De�ni̧tia 2.1.6 Fie funcţionala pãtratic¼a H(x) : V ! R.

a) H(x) este pozitiv de�nit¼a dac¼a H(x) > 0; (8)x 2 V � f0g ;

b) H(x) este pozitiva semide�nit¼a dac¼a H(x) � 0; (8)x 2 V � f0g ;

c) H(x) este negativ de�nit¼a dac¼a H(x) < 0; (8)x 2 V � f0g ;

d) H(x) este negativ semide�nit¼a dac¼a H(x) � 0; (8)x 2 V � f0g ;

e) H(x) este nede�nit¼a dac¼a (9)x 2 V pentru care H(x) � 0 şi (9)x 2 V
pentru care H(x) � 0.

Stabilirea calitãţii unei funçtionale pãtratice de a �pozitiv sau negativ de�nitã
(semide�nitã) este o etapã foarte importantã în cercetarea existenţei optimului
unei funçtii reale de o variabilã vectorialã.

Astfel, dacã prin grupãri convenabile în expresia funçtionalei pãtratice

H (x) =
nP
i=1

nP
j=1

aijxixj se aduce aceastã formã la o sumã de pãtrate cu coe�cienţi

pozitivi, funçtionala pãtraticã va � pozitiv de�nitã.
Dacã însã, toţi coe�cienţii vor � negativi, funçtionala pãtraticã va � negativ

de�nitã.

2.2 Modi�carea matricii unei funçtionale p¼atratice la
schimbarea bazei

Se face la fel ca cea a unei funçtionale biliniare.
Dac¼a se schimb¼a baza E cu baza G = fg1; :::; gng şi consider¼am C = (cij)1�i;j�n

, detC 6= 0;matricea de trecere de la baza E la baza G atunci xE = CxG ; deci:

H(x) = xtEAxE = (CxG)
tACxG = x

t
GC

tACxG

şi deci matricea ataşat¼a lui H în baza G este:

B = CtAC (2.4)
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Exerci̧tiul 2.2.1 Se dau formele p¼atratice de mai jos:

a) H : R2 ! R; H(x) = 2x21 + 2x1x2 + 3x22
B) H : R3 ! R; H(x) = 3x21 + 4x1x2 + 4x1x3 � x23

în bazele canonice ale lui R2 : E = fe1 = (1; 0); e2 = (0; 1)g şi respectiv R3;G =
fg1 = (1; 0; 0); g2 = (0; 1; 0); g3 = (0; 0; 1)g :
S¼a se scrie aceste forme în bazele E 0 = fe01 = 2e1 � e2; e02 = e1 + e2g şi respectiv
G0 = fe01 = 2e1 � e2 + e3; e02 = e1 + e2 + e3; e03 = e1 + e2 � 2e3g

Soluţie: a) Matricea de trecere de la baza E la baza E 0 este:

C =

 
2 1

�1 1

!
iar matricea lui H în baza canonic¼a este:

A =

 
2 1

1 3

!
şi deci matricea ataşat¼a lui H în baza E 0 este:

B = CtAC

=

 
2 �1
1 1

! 
2 1

1 3

! 
2 1

�1 1

!

=

 
7 2

2 7

!

HE 0(x
0) = 7x21 + x1x2 + 7x

2
2:

b) Matricea de trecere de la baza E la baza E 0 este:

C =

0BB@
2 1 1

�1 1 1

1 1 �2

1CCA
iar matricea lui H în baza canonic¼a este:

A =

0BB@
3 2 2

2 0 0

2 0 �1

1CCA
16
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şi deci matricea ataşat¼a lui H în baza G0 este:

B = CtAC

=

0BB@
2 �1 1

1 1 1

1 1 �2

1CCA
0BB@
3 2 2

2 0 0

2 0 �1

1CCA
0BB@

2 1 1

�1 1 1

1 1 �2

1CCA

=

0BB@
11 13 4

13 10 7

4 7 �5

1CCA
HG0(x

0) = 11x21 + 26x1x2 + 8x1x3 + 10x
2
2 + 14x2x3 � 5x23:
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