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1.1 Forma canonic¼a a unei funçtionale p¼atratice . . . . . . . . . . . . . 5
1.2 Metoda valorilor şi vectorilor proprii de aducere la form¼a canonic¼a
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Capitolul 1

Funçtionale p¼atratice

1.1 Forma canonic¼a a unei funçtionale p¼atratice

De�ni̧tia 1.1.1 O funcţional¼a p¼atratic¼a este dat¼a sub form¼a canonic¼a dac¼a:

H(x) = �1X
2
1 + �2X

2
2 + :::+ �nX

2
n (1.1)

sau dac¼a matricea ataşat¼a lui H are forma diagonal¼a:

A =

0BBBB@
�1 �2 ::: �n

0 �2 ::: 0

::: ::: ::: :::

0 0 ::: �n

1CCCCA (1.2)

O baz¼a în care funcţionala p¼atratic¼a H poate � scris¼a sub form¼a canonic¼a se
numeşte baz¼a canonic¼a pentru funcţionala p¼atratic¼a H:

Propozi̧tia 1.1.2 Pentru orice funcţional¼a p¼atratic¼a H exist¼a o baz¼a canonic¼a
G în care forma funcţionalei este:

H(x) = �1�
2
1 + �2�

2
2 + :::+ �n�

2
n (1.3)

unde xG = (�1; �2; ::; �n)
t :

Demonstra̧tie: Fie H : V ! R, H 6= 0 scris¼a în baza E = fe1; :::; eng sub
forma H (x) =

nP
i=1

nP
j=1

aij � xi � xj :
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S¼a presupunem c¼a exist¼a un indice i astfel încât aii 6= 0:
Fie i = 1: Scriem separat toţi termenii care conţin pe x1 : a11x21 + 2a12x1x2 +

:::+ 2a1nx1xn = a11

�
x21 + 2

a12
a11
x1x2 + :::+ 2

a1n
a11

x1xn

�
= a11

�
x21 + 2x1

�
a12
a11
x2 + :::+

a1n
a11

xn

��
= a11

"
x21 + 2x1

�
a12
a11
x2 + :::+

a1n
a11

xn

�
+

�
a12
a11
x2 + :::+

a1n
a11

xn

�2#

�a11
�
a12
a11
x2 + :::+

a1n
a11

xn

�2
= a11

"�
x1 +

a12
a11
x2 + :::+

a1n
a11

xn

�2
�
�
a12
a11
x2 + :::+

a1n
a11

xn

�2#

= a11

�
x1 +

a12
a11
x2 + :::+

a1n
a11

xn

�2
� a11

�
a12
a11
x2 + :::+

a1n
a11

xn

�2
:

Revenind la expresia lui H obţinem: H(x) = a11

�
x1 +

a12
a11
x2 + :::+

a1n
a11

xn

�2
�

a11

�
a12
a11
x2 + :::+

a1n
a11

xn

�2
+ a22x

2
2 + 2a23x2x3 + :::+ 2a2nx2xn + :::+ annx

2
n

= a11

�
x1 +

a12
a11
x2 + :::+

a1n
a11

xn

�2
+H1(x)

unde H1(x) este o expresie care nu conţine termenul x1:
Facem transformarea:

y1 = x1 +
a12
a11
x2 + :::+

a1n
a11
xn

y2 = x2

:::::::::::::::::::::::::::::::

yn = xn

(1.4)

şi obţinem:

H(x) = a11y
2
1 + b22y

2
2 + 2b23y2y3 + :::+ bnny

2
n

Aplic¼am acelaşi procedeu lui H1(x) şi dup¼a n paşi se obţine forma canonic¼a a
funçtionalei.
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Dac¼a suntem în situaţia în care aii = 0; (8) i = 1; n transformarea:

x1 = y1 + y2

x2 = y1 � y2
x3 = y3

::::::::::::::::::::::

xn = yn

(1.5)

ne va conduce la:

H(x) = a12 (y1 + y2) (y1 � y2) +
nX
i6=j
i;j�3

aijyiyj = a12y
2
1 � a12y22 +

nX
i;j�3

aijyiyj

şi se continu¼a ca mai sus.

Exerci̧tiul 1.1.3 S¼a se aduc¼a la forma canonic¼a funcţionala p¼atratic¼a H : R3 !
R,

H(x) = x21 � 4x1x2 + 2x1x3 + 2x22 + 5x23
aplicând metoda lui Gauss.

Soluţie: În acest caz a11 = 1 6= 0: Avem deci:

H(x) =
�
x21 � 2x1(2x2 � x3) + (2x2 � x3)2

�
� (2x2 � x3)2 + 2x22 + 5x23

= (x1 � 2x2 + x3)2 � 2(x22 � 2x2x3 � 2x23)

= (x1 � 2x2 + x3)2 � 2
h
(x2 � x3)2 � 3x23

i
= (x1 � 2x2 + x3)2 � 2 (x2 � x3)2 + 6x23
= y21 � y22 + y23;

unde am pus:

y1 = x1 � 2x2 + x3; y2 =
p
2x2 � x3; y3 =

p
6x3

Exerci̧tiul 1.1.4 S¼a se aduc¼a la forma canonic¼a funcţionala p¼atratic¼a H : R3 !
R,

H(x) = x1x2 + x2x3 + x3x1

aplicând metoda lui Gauss.
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Soluţie: În acest caz aii = 0; i = 1; 3. Vom face transform¼arile (1.5)

x1 = y1 + y2

x2 = y1 � y2
x3 = y3

şi obţinem:

H(x) = (y1 + y2)(y1 � y2) + (y1 � y2)y3 + y3(y1 + y2)
= y21 � y22 + 2y3y1 = y21 + 2y3y1 � y22
= (y1 + y3)

2 � y23 + y22 = z21 + z22 � z23
unde:

z1 = y1 + y3; z2 = y2; z3 = y3

Teorema 1.1.5 Fie V un spaţiu euclidian real sau complex, dimK V = n; şi
h : V � V ! K o funcţional¼a biliniar¼a hermitic¼a. Atunci exist¼a o baz¼a E 0 în V
astfel încât matricea ataşat¼a lui h în baza E 0 s¼a �e diagonal¼a.

Observa̧tia 1.1.6 Dac¼a matricea asociat¼a funcţionalei biliniare h în baza E 0
este matrice diagonal¼a, adic¼a:

D =

0BBBB@
d1 0 ::: 0

0 d2 ::: 0

::: ::: ::: :::

0 0 ::: dn

1CCCCA 2Mn(R);

atunci în aceast¼a baz¼a putem scrie:

h(x; x) =

nX
i=1

dixixi

iar forma canonic¼a a funcţionalei p¼atratice h se va scrie:

H1(x) = d1 jx1j2 + d2 jx2j2 + :::+ dn jxnj2 (1.6)

Observa̧tia 1.1.7 Baza E 0 este format¼a din vectorii proprii ai matricei A, iar
d1; :::; dn sunt valorile proprii ale lui A: Din aceast¼a cauz¼a metoda de mai sus de
reducere a funcţionalelor p¼atratice la forma canonic¼a se mai numeşte metoda
valorilor şi vectorilor proprii.
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1.2 Metoda valorilor şi vectorilor proprii de aducere
la form¼a canonic¼a a unei funçtionale p¼atratice

Fie H : Rn ! R o funçtional¼a p¼atratic¼a.

1. Se determin¼a matricea asociat¼a funçtionalei p¼atratice. Fie ea A: Deci
H(x) = xtAx; (8)x 2 Rn;

2. Se calculeaz¼a valorile proprii �i; i = 1; p , ale lui A, �ecare dintre ele cu
multipli-
cit¼aţile ni şi se determin¼a subspaţiile proprii corespunz¼atoare V�i (deoarece
A este simetric¼a, ea este diagonalizabil¼a şi dimK V�i = ni; i = 1; p);

3. Se ia câte o baz¼a ortonormat¼a în �ecare subspaţiu propriu V�i (folosind
eventual procedeul Gram-Schmidt);

4. Se formeaz¼a matricea Mn(R) în care pe coloane se pun vectorii proprii ai
bazelor reunite ale spaţiilor V�i ; i = 1; p: Matricea M este ortogonal¼a (
M =M t ) şi în plus M�1AM = diag(�1; :::; �n)y = �1y

2
1 + :::+ �ny

2
n:

Analog se procedeaz¼a pentru cazul complex.

Exerci̧tiul 1.2.1 S¼a se aduc¼a la forma canonic¼a funcţionala p¼atratic¼a:

V (x) = 3x22 + 3x
2
3 + 4x1x2 + 4x1x3 � 2x2x3:

Soluţie: Matricea asociat¼a lui V este:

A =

0BB@
0 2 2

2 3 �1
2 �1 3

1CCA
Valorile proprii ale lui A sunt: �1 = �2; �2;3 = 4:
Avem V�1 = ker (A+ 2I3) = ~v1, unde v1 = (�2a; a; a)

t ; cu a 6= 0:
Norm¼am deci v1şi obţinem:

u1 =
v1
kv1k

=

0BB@
�2=

p
6

1=
p
6

1=
p
6

1CCA
9
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Apoi V�2 = ker (A� 4I3) = f~v2; ~v3g, unde v2 = (1; 0; 2)t; v3 = (0; 1;�1)
t :

Ortonormând v2; v3 cu procedeul Gram-Schmidt, rezult¼a:

u2 =
v2
kv2k

=

0BB@
1=
p
5

0

2=
p
5

1CCA şi u3 =
v3
kv3k

=

0BB@
2=
p
30

5=
p
30

�1=
p
30

1CCA

Avem astfel o baz¼a ortonormal¼a pentru R3 şi anume: fu1; u2; u3g: Se formeaz¼a
matricea ortogonal¼a:

M = (u1 j u2 j u3) =

0BB@
�2=

p
6

1=
p
6

1=
p
6

1=
p
5

0

2=
p
5

2=
p
30

5=
p
30

�1=
p
30

1CCA

Conform teoriei,M�1AM = diag(�2; 4; 4) şi prin transformarea liniar¼a ortogonal¼a
x =M � y se obţine:

H(x1; x2; x3) = �2y21 + 4y22 + 4y23:

1.3 Metoda lui Jacobi de aducere la form¼a canonic¼a
a unei funçtionale p¼atratice

Teorema 1.3.1 (Metoda lui Jacobi) Fie V un spaţiu euclidian real, dimK V =
n; B o baz¼a oarecare �xat¼a în V : B = (b1; ::::; bn) iar H : V ! R ,

H(x) =

nX
i=1

nX
j=1

aijxixj unde x =

nX
i=1

xibi şi aji = h(bi; bj)
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este funcţionala p¼atratic¼a asociat¼a unei funcţionale biliniare simetrice h. Dac¼a
toţi minorii principali ai matricei simetrice asociate lui H; A = (aij) 2Mn (R) :

�0 = 1 (1.7)

�1 = a11

�2 =

����� a11 a12

a21 a22

�����
::::::::::::::::::::::::::::::::::::

�n = detA =

����������
a11 : : a1n

: : : :

: : : :

an1 : : ann

����������
sunt nenuli, atunci exist¼a baza canonic¼a pentru H; B1 = (b01; ::::; b0n) a lui V; astfel
încât H s¼a aib¼a forma canonic¼a:

H(x) =
�0
�1
�21 +

�1
�2
�22 + :::+

�n�1
�n

�2n (1.8)

unde (�1; :::; �n) sunt coordonatele lui x în noua baz¼a ( x =
nP
i=1
�ib

0
i 2 V ).

Exerci̧tiul 1.3.2 Fie funcţionala p¼atratic¼a:

H(x) = 7x21 + 6x
2
2 + 5x

2
3 � 4x1x2 � 4x2x3

scris¼a în baza standard (e1; e2; e3) � R3: S¼a se aduc¼a la forma canonic¼a funcţionala
p¼atratic¼a.

Soluţie: Aplic¼am metoda Jacobi : A =

0BB@
7 �2 0

�2 6 �2
0 �2 5

1CCA ;

cu

8>>>>>>><>>>>>>>:

�0 = 1;

�1 = 7;

�2 =

����� 7 �2
�2 6

����� = 38;
�3 = detA = 162:

Forma canonic¼a a funçtionalei p¼atratice date este:

H(x) =
1

7
�21 +

7

38
�22 +

19

81
�23

11
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unde �1; �2; �3 sunt coordonatele lui x în noua baz¼a B1 = (b1; b2; b3):

Observa̧tia 1.3.3 Dac¼a �1 = 0 nu se poate aplica metoda Jacobi. Atunci
facem o schimbare convenabil¼a de variabile (schimbând baza), astfel încât în noua
matrice, �1 6= 0; etc.

Exemplul 1.3.4 Consider¼am funcţionala p¼atratic¼a:

f(x; x) = x1x2 + 2x1x3 + x
2
3 ! A =

0BB@
0 1=2 0

1=2 0 1

0 1 1

1CCA
Evident �1 = 0:
Facem o schimbare de variabil¼a a coordonatelor lui x:8>><>>:

y1 = x3

y2 = x1

y3 = x2

! f(x; x) = y21 + 2y1y2 + y2y3; cu A1 =

0BB@
1 1 0

1 0 1=2

0 1=2 0

1CCA
Deci f(x; x) = �21 � �22 + 4�23 - adic¼a funcţionala p¼atratic¼a este nede�nit¼a.

Urm¼atoarea teorem¼a ne d¼a un criteriu pentru ca o funçtional¼a p¼atratic¼a s¼a
�e pozitiv de�nit¼a, criteriu ce poate � aplicat f¼ar¼a s¼a mai aducem funçtionala
p¼atratic¼a la forma canonic¼a.

Teorema 1.3.5 ( Sylvester ) Funcţionala p¼atratic¼a H este pozitiv de�nit¼a
dac¼a şi numai dac¼a toţi minorii principali ai matricei asociate lui H într-o baz¼a
oarecare sunt pozitivi ( �k > 0 ,(8) k = 1; n ).

Din teorema lui Sylvester, trecând la �H , rezult¼a imediat un criteriu ca o
funçtional¼a p¼atratic¼a s¼a �e negativ de�nit¼a. Avem deci:

i) Funçtionala patratic¼a este pozitiv de�nit¼a , �k > 0 (8) k = 1; n;

12
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ii) Funçtionala patratic¼a este negativ de�nit¼a,
(
�k > 0 pentru k � par
�k < 0 pentru k � impar

Dac¼a (9)�k = 0; în cazul i) funçtionala p¼atratic¼a este pozitiv semide�nit¼a,
iar în cazul ii) este negativ semide�nit¼a;

iii) Când rapoartele
�i
�i+1

sunt unele de semn pozitiv, altele de semn negativ, funçtionala patratic¼a
este nede�nit¼a.

Exerci̧tiul 1.3.6 S¼a se descrie funcţionala p¼atratic¼a ataşat¼a �ecareia dintre matricele
urm¼atoare şi s¼a se precizeze natura ei (pozitiv sau negativ de�nit¼a, semide�nit¼a,
nede�nit¼a).

A =

 
1 2

2 �1

!
; B =

 
1 �2
�2 4

!
; C =

 
3 �2
�2 4

!
; D =

 
�1 1

1 �4

!

fA(x1; x2) = x
2
1 + 4x1x2 � x22 este nede�nit¼a (�1 > 0; �2 < 0);

fB(x1; x2) = x
2
1 � 4x1x2 + 4x22 este pozitiv semide�nit¼a (�1 > 0; �2 = 0);

fC(x1; x2) = 3x
2
1 � 4x1x2 + 4x22 este pozitiv de�nit¼a (�1 > 0;�2 > 0);

fD(x1; x2) = �x21 + 2x1x2 � 4x22 este negativ de�nit¼a (�1 < 0;�2 > 0):
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[4] Udri̧ste, C., B¼alan, V., Frigioiu, C., Roman, M., Geometrie Analitic¼a,
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Academica Brancuşi, Tg-Jiu, 2009.

[7] Ungureanu,V.M., Buneci, M. R., Algebr¼a liniar¼a: teorie şi aplicaţii, Editura
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pentru o funçtional¼a p¼atratic¼a, 8

17


	Functionale patratice
	Forma canonica a unei functionale patratice
	Metoda valorilor si vectorilor proprii de aducere la forma canonica a unei functionale patratice
	Metoda lui Jacobi de aducere la forma canonica a unei functionale patratice

	Bibliografie
	Index

