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Capitolul 3

Vectori liberi

3.1 De�ni̧tii

Fie E3 spaţiul punctual tridimensional al geometriei elementare şi
��!
AB un segment

orientat (�gura 1).

Fig. 1 [4],
modi�cata

PunctulA se numeşte originea, iar punctulB se numeşte extremitatea segmentului.
În cazul când originea şi extremitatea coincid, se obţine segmentul orientat nul.
Dreapta determinat¼a de punctele A şi B se numeşte dreapta suport a lui

��!
AB şi

se noteaz¼a cu AB. Aceast¼a dreapt¼a este unic determinat¼a numai dac A 6= B.
Dreapta suport a segmentului orientat nul este nedeterminat¼a. Dou¼a segmente
orientate se numesc coliniare, dac¼a dreptele suport sunt egale; respectiv paralele,
dac¼a dreptele suport sunt paralele. Lungimea (norma sau modulul) unui segment
orientat

��!
AB se de�neşte ca �ind lungimea segmentului neorientat [AB], adic¼a

distanţa de la punctul A la punctul B. Un segment orientat are lungimea 0 dac¼a
şi numai dac¼a el este segmentul nul.

Dou¼a segmente neorientate care au aceeaşi lungime se numesc segmente congruente.

5



Seminarul 8

De�ni̧tia 3.1.1 Dou¼a segmente orientate nenule se numesc echipolente dac¼a au
aceeaşi direcţie, acelaşi sens şi aceeaşi lungime.

Dac¼a
��!
AB este echipolent cu

��!
CD, atunci vom scrie

��!
AB � ��!CD. Se dovedeşte

uşor c¼a
��!
AB � ��!CD implic¼a

�!
AC � ��!BD (�gura 2).

Fig. 2 [4],
modi�cata

Teorema 3.1.2 Relaţia de echipolenţ¼a pentru segmente orientate nenule este o
relaţie de echivalenţ¼a.

De�ni̧tia 3.1.3 Clasele de echivalenţ¼a ale segmentelor orientate relativ la relaţia
de echipolenţ¼a se numesc vectori liberi. Direcţia, sensul şi lungimea care sunt
comune segmentelor orientate care de�nesc un vector liber se numesc direcţia,
sensul şi lungimea vectorului liber.

Vectorii liberi vor �notaţi cu litere mici ale alfabetului latin cu bar¼a deasupra
a, b; c; :::; iar în desen vor � reprezentaţi printr-unul dintre segmentele orientate
echipolente care de�nesc clasa numit¼a vector liber.

Vectorii liberi se mai noteaz¼a̧si prin AB, CD; :::; :
Dac¼a

��!
AB 2 AB atunci spunem c¼a

��!
AB este un reprezentant al lui AB.

Vom nota lungimea (norma) unui vector liber a sau AB cu kak ;
AB sau

d(A;B).

De�ni̧tia 3.1.4 Se numeşte versor sau vector unitate un vector liber de lungime
1. Se numeşte vector nul vectorul liber care are lungimea 0.

Observa̧tia 3.1.5 Vectorul nul este reprezentat de segmentul orientat
�!
AA (în

acest caz, direcţia şi sensul sunt nedeterminate).
Doi vectori liberi ai c¼aror reprezentanţi sunt echipolenţi sunt egali.

De�ni̧tia 3.1.6 Vectorii liberi care au aceeaşi direcţie se numesc vectori coliniari.

6



Algebr¼a liniar¼a, geometrie analitic¼a şi diferenţial¼a

De�ni̧tia 3.1.7 Vectorii liberi care au aceeaşi direcţie se numesc vectori coliniari.

De�ni̧tia 3.1.8 Doi vectori coliniari care au aceeaşi lungime dar au sensuri
opuse se numesc vectori opuşi. Opusul lui a îl vom nota cu �a (�gura 3).

Fig. 3

De�ni̧tia 3.1.9 Trei vectori liberi se numesc coplanari dac¼a segmentele orientate
reprezentative sunt paralele cu un plan dat (�gura 4 [4]).

Fig. 4

Muļtimea tuturor vectorilor liberi din spaţiul E3 o vom nota cu V3. Fix¼am
în E3 un punct O, numit origine. La orice alt punct A din E3 îi corespunde un
vector şi numai unul a 2 V3, al c¼arui reprezentant este

�!
OA.

Reciproc, la orice vector a corespunde un punct şi numai unul A, astfel încât�!
OA s¼a reprezinte pe a. Rezult¼a c¼a muļtimile E3 şi V3 sunt în corespondenţ¼a
biunivoc¼a, bijeçtia �ind unic determinat¼a prin �xarea originii O. Vectorul liber
a = OA se numeşte vectorul de pozi̧tie al punctului A faţ¼a de originea O.

3.2 Adunarea vectorilor liberi

Fie a şi b doi vectori liberi iar
�!
OA respectiv

��!
AB doi reprezentanţi ai acestora.

De�ni̧tia 3.2.1 (Regula triunghiului) De�nim suma vectorilori liberi a şi b
şi vom scrie acest lucru c = a+ b sau

��!
OB =

�!
OA+

��!
AB, ca �ind vectorul liber c

reprezentat de segmentul orientat
��!
OB (�gura 5 [4]).
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Fig. 5

De�ni̧tia 3.2.2 (Regula paralelogramului) Se deseneaz¼a
��!
AB 2 a, ��!AD 2 b şi

se �xeaz¼a punctul C ca intersecţia dintre paralela la AB dus¼a prin D şi paralela
la AD dus¼a prin B. Segmentul orientat

�!
AC este reprezentantul lui a+ b .

Observa̧tia 3.2.3 Vectoii liberi a; b; c = a+ b sunt coplanari.

De�ni̧tia 3.2.4 (Regula poligonului strâmb)De�nim suma a n vectori liberi
a1; a2; :::; an cu

��!
OA1 2 a1;

���!
A1A2 2 a1; :::;

�����!
An�1An 2 an ca �ind vectorul liber c

reprezentat de segmentul orientat
��!
OAn. Înmulţirea unui vector liber cu un scalar

Fie R câmpul numerelor reale (câmpul scalarilor) şi (V3;+) grupul comutativ
al vectorilor liberi. Vom introduce o lege de compozi̧tie extern¼a, adic¼a o funçtie
de�nit¼a pe R � V3 cu valori în V3, numit¼a înmuļtirea unui vector liber cu un
scalar.

De�ni̧tia 3.2.5 Fie k 2 R şi a 2 V3 . Prin k � a înţelegem vectorul liber de�nit
astfel:
1) vectorul care are aceeaşi direcţie cu a, acelaşi sens cu a şi lungimea jkjjjajj
atunci când k > 0; a 6= 0 şi k 6= 0;
2) vectorul care are aceeaşi direcţie cu a, sens contrar lui a şi lungimea jkjjjajj
atunci când k < 0; a 6= 0 şi k 6= 0;
3) dac¼a a = 0 sau k = 0 atunci k � a = 0.

Observa̧tia 3.2.6 Evident, k � a este coliniar cu a.

Teorema 3.2.7 Înmulţirea vectorilor liberi cu scalari are urm¼atoarele propriet¼aţi:
1) 1 � a = a, a 2 V3;
2) m(n � a) = (mn) � a, (8)m;n 2 R, (8)a 2 V3 ;
3) distributivitatea faţ¼a de adunarea scalarilor: (m+n)a = ma+na, (8)m;n 2 R,
(8)a 2 V3 ;
4) distributivitatea faţ¼a de adunarea vectorilor: k(a+ b) = k � a+ k � b, (8)k 2 R,
(8)a; b 2 V3.
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Observa̧tia 3.2.8 (V3;+; �) formeaz¼a un spaţiu vectorial real.

Exerci̧tiul 3.2.9 [15] Fie A1; A2; :::; An 2 E3 şi �1; �2; :::; �n 2 R astfel încât
nP
i=1
�i = � 6= 0: S¼a se arate c¼a punctul P este centru de greutate al sistemului de

puncte fA1; A2; :::; Ang cu ponderile �i
� dac¼a şi numai dac¼a

nP
i=1
�iPAi = �0. S¼a se

scrie relaţia pentru centrul de greutate al unui triunghi.

Soluţie: Prin de�ni̧tie, punctul P este centru de greutate al sistemului de

puncte fA1; A2; :::; Ang cu ponderile
�i
�
dac¼a şi numai dac¼a

P =

nX
i=1

�i
�
Ai

Relaţia anterioar¼a este îns¼a echivalent¼a cu:

nX
i=1

�i
�
Ai � P = �0

nX
i=1

�i
�
(Ai � P ) = �0

nX
i=1

�i
�
PAi = �0

În cazul unui triunghi A1A2A3, punctul P este centru de greutate dac¼a şi numai
dac¼a

P =
A1 +A2 +A3

3

Prin urmare, ne a�¼am în condi̧tiile din ipotez¼a, cu �1 = �2 = �3 =
1
3 : Ţinând

cont de cele demonstrate mai sus, condi̧tia necesar¼a şi su�cient¼a ca punctul P s¼a
�e centrul de greutate al triunghiului A1A2A3 este:

PA1 + PA2 + PA3 = �0
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Exerci̧tiul 3.2.10 [15]Punctul M împarte segmentul AB în raportul k =
m

n
. S¼a

se demonstreze c¼a 8O 2 E3:

OM =
n

m+ n
OA+

m

m+ n
OB

Soluţie: Avem:

Din relaţiaAM =
m

n
MB ) nAM = mMB relaţie echivalent¼a cu: n

�
OM �OA

�
=

m
�
OB �OM

�
, nOM � nOA = mOB � mOM , OM (n+m) = nOA +

mOB j: (n+m) , OM =
n

m+ n
OA+

m

m+ n
OB .

Exerci̧tiul 3.2.11 [15]Fie triunghiul 4ABC şi �e M mijlocul lui BC. Atunci
are loc relaţia vectorial¼a a medianei:

2AM = AB +AC (3.1)

Soluţie: Fie D simetricul punctului A faţ¼a de M .

Evident avem AD = 2AM . Deoarece în patrulaterul ABDC diagonalele se
înjum¼at¼aţesc, rezult¼a c¼a patrulaterul ABDC este un paralelogram. Prin urmare,
din regula paralelogramului, avem AD = AB+AC, adic¼a 2AM = AB+AC ceea
ce aveam de demonstrat.

Exerci̧tiul 3.2.12 [15]Fie ABCD un paralelogram şi �e O punctul de intersecţie
al diagonalelor sale. Fie S un punct arbitrar din spaţiu. Atunci avem

4SO = SA+ SB + SC + SD:
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Soluţie: Deoarece ABCD este un paralelogram, rezult¼a c¼a diagonalele se
înjum¼at¼aţesc, adic¼a

AO = OC şi BO = OD.

Aplic¼am rela̧tia vectorial¼a a medianei (3.1) în triunghiurile 4SAC şi 4SBD
g¼asim

2SO = SA+ SC

2SO = SB + SD

Adunând aceste relaţii rezult¼a egalitatea cerut¼a.

Exerci̧tiul 3.2.13 [15]Într-un cerc de centru O se consider¼a dou¼a coarde AMB
şi CMD perpendiculare între ele. S¼a se demonstreze c¼a

MA+MB +MC +MD = 2MO

Soluţie: Ducem perpendiculare din centrul cercului pe cele dou¼a coarde.

Figura 6

Fie B0 respectiv D0 punctele de interseçtie (vezi �gura 6). Atunci

jjBB0jj = jjB0Ajj
jjDD0jj = jjCD0jj
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Atunci conform relaţiei vectoriale a medianei (3.1) în triunghiurile 4OCD şi
4OAB g¼asim:

2OD0 = OC +OD ) OD0 = OC +OD

2

2OB0 = OA+OB ) OB0 = OA+OB

2

Pe de alt¼a parte, avem:
OM = OD0+D0M

Dar cum OD0MB0 dreptunghi, D0M = OB0 iar relaţia anterioar¼a devine:

OM = OD0+OB0 = OC +OD

2
+
OA+OB

2
2OM = OA+OB +OC +OD

2MO = MA+MB +MC +MD

3.3 Coliniaritate şi coplanaritate

Fie (V3;R) spaţiul vectorial real al vectorilor liberi. Noţiunile algebrice de subspa̧tiu
vectorial, dependenţ¼a şi independenţ¼a liniar¼a, baz¼a şi dimensiune, coordonate,
izomor�sm de spaţii vectoriale, le presupunem cunoscute de la partea de algebr¼a
liniar¼a.[4]

Teorema 3.3.1 Fie a; b 2 V3 cu a 6= 0; a şi b coliniari: Atunci exist¼a şi este
unic un num¼ar real k astfel încât b = k � a.

Teorema 3.3.2 Vectorii a; b 2 V3 sunt coliniari dac¼a şi numai dac¼a ei sunt liniar
dependenţi.

Teorema 3.3.3 Vectorii a; b; c 2 V3 sunt coplanari dac¼a şi numai dac¼a ei sunt
liniar dependenţi.

Observa̧tia 3.3.4 Orice trei vectori liberi necoplanari sunt liniar independenţi.

Teorema 3.3.5 Spaţiul vectorial al vectorilor liberi din V3 are dimensiunea 3.
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Exerci̧tiul 3.3.6 [15]Fie A;B;C trei puncte a�n independente. S¼a se arate c¼a
dac¼a punctele P şi Q împart vectorii AB şi respectiv AC în acelaşi raport, atunci
vectorii PQ şi BC sunt coliniari şi reciproc (Teorema lui Thales).

Soluţie: �)�S¼a presupunem c¼a AP = �AB şi AQ = �AC, unde � 6= 0.
Atunci avem

PQ = AQ�AP = �(AC �AB) = �BC

Rezult¼a c¼a vectorii PQ şi BC sunt liniar dependenţi, adic¼a coliniari.
"(" Reciproc, s¼a presupunem c¼a vectorii PQ şi BC sunt coliniari, adic¼a exist¼a
� 2 Rnf0g astfel încât PQ = �BC. Totodat¼a s¼a consider¼am vectorii

AP = �1AB

AQ = �2AC

�1; �2 2 Rnf0g. Înlocuind pe AQ şi AP în relaţia

AQ�AP = �(AC �AB)

deducem c¼a

(�� �1)AB + (�2 � �)AC = �0

În �nal, deoarece, din ipotez¼a, vectoriiAB şiAC sunt necoliniari (liniar independenţi),
obţinem c¼a

�1 � � = �2 � � = 0
�1 = �2 = �

3.4 Proieçtia ortogonal¼a a unui vector pe o dreapt¼a

Fie d 2 E3 o dreapt¼a, A şi B 2 E3 şi a un vector liber ce admite ca reprezentant
vectorul

��!
AB. Prin A şi B ducem planele �1 respectiv �2, perpendiculare pe

d. Not¼am cu C = �1 \ d şi cu D = �2 \ d: Segmentul orientat
��!
CE reprezint¼a

proieçtia ortogonal¼a a segmentului orientat
��!
AB pe dreapta d şi vom nota acest
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lucru prin �d (a) (�gura 12).

Figura 12 [4], modi�cata

Teorema 3.4.1 Vectorul liber c nu depinde de segmentul orientat
��!
AB, care

reprezint¼a pe a.

Teorema 3.4.2 Dac¼a d şi d1 sunt dou¼a drepte paralele, atunci �d (a) = �d1 (a).

Din teorema 3.4.1 rezult¼a c¼a proieçtia ortogonal¼a a unui vector liber a pe
dreapta d depinde numai de direçtia lui d. Fie v un vector care d¼a direçtia lui d:
Putem vorbi de proieçtia ortogonal¼a a lui a pe v, pe care o not¼am cu �v (a).

Fie v un vector liber iar v0 versorul s¼au:

v = kvk � v0

Vectorul �v (a) este coliniar cu v0, deci exist¼a un num¼ar real prva astfel încât:
(�gura 14).

�v (a) =
�!prva � v0

Figura 14 [4],
modi�cata
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De�ni̧tia 3.4.3 Num¼arul real �!prva se numeşte m¼arimea algebric¼a a proiecţiei
ortogonale �v (a).

De�ni̧tia 3.4.4 Fie a; b 2 V3 cu reprezentanţii
�!
OA 2 a;��!OB 2 b: Unghiul ' 2

[0; �] determinat de
�!
OA şi

��!
OB se numeşte unghiul dintre vectorii a şi b (�gura

15).

Figura 15 [4], modi�cata
Figura 16 [4],
modi�cata

Observa̧tia 3.4.5 De�niţia unghiului nu depinde de punctul O.
Dac¼a cel puţin unul dintre vectorii liberi a şi b este 0, atunci unghiul ' 2 [0; �]
dintre a şi b este nedeterminat. Dac¼a ' =

�

2
atunci vectorii liberi a şi b se numesc

ortogonali. Vectorul nul este ortogonal pe orice vector.

Cu ajutorul no̧tiunii de unghi dintre doi vectori a şi v putem scrie pe �!prva în
funçtie de kak şi de unghiul ' dintre a şi v, anume �!prva = kak cos' (�gura 16).

Analog de�nirii proieçtiei ortogonale a unui vector pe o dreapt¼a putem vorbi
despre proieçtia ortogonal¼a a unui vector a pe un plan P . [4]

Fie P un plan şi
��!
AB 2 a un vector liber. Ducem prin A şi B drepte

perpendiculare pe planul P şi not¼am cuA0 şiB0 punctele în care aceste perpendiculare
intersecteaz¼a planul P (�gura 17).
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Figura 17

Se arat¼a uşor c¼a vectorul liber A0B0 nu depinde de segmentul
��!
AB ci numai

de a. Din acest motiv, vectorul liber A0B0 se numeşte proieçtia ortogonal¼a
a unui vector a pe un plan P şi se noteaz¼a �P (a). Un vector liber are
aceeaşi proieçtie pe dou¼a plane paralele, adic¼a �P (a) depinde doar de a şi de
spaţiul vectorial bidimensional ataşat lui P . Mai mult, se dovedeşte c¼a proieçtia
ortogonal¼a a vectorilor liberi pe un plan este o transformare liniar¼a.

3.5 Produs scalar

Fie V3 spaţiul vectorilor liberi şi a; b 2 V3: Not¼am cu ' 2 [0; �] unghiul dintre a
şi b.

De�ni̧tia 3.5.1 Aplicaţia

< �; � >: V3 � V3 ! R

se numeşte produs scalar al vectorilor a şi b şi-l vom nota cu


a; b
�
:



a; b
�
=

(
k�ak �

�b � cos' dac¼a a; b 6= �0
0 dac¼a a = 0 sau b = �0

(3.2)

Observa̧tia 3.5.2 Vectorii a şi b sunt perpendiculari (ortogonali) dac¼a şi numai
dac¼a



a; b
�
= 0:

Teorema 3.5.3 Produsul scalar


a; b
�
are propriet¼aţile:

1: ha; ai � 0; ha; ai = 0, a = �0

2:


a+ b; �c

�
= ha; �ci+



b; �c
�

3: h� � a; �ci = � ha; �ci
4:



a; b
�
=


b; a
� (3.3)
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(8) a; b; �c 2 V3 şi (8)� 2 R

Observa̧tia 3.5.4 Din de�niţia spaţiului prehilbertian şi din teorema anterioar¼a
tragem concluzia c¼a V3 este un spaţiu vectorial euclidian.
Dac¼a se cunoaşte ha; ai putem determina lungimea lui a din relaţia:

k�ak =
p
ha; ai

Observa̧tia 3.5.5 Fie
�
�{; �j; �k

	
o baz¼a în V3 şi a = a1i + a2j + a3k , b = b1i +

b2j + b3k , a; b 2 V3: Atunci

a; b
�
=



a1�{+ a2�j + a3�k; b1�{+ b2�j + b3�k

�
= a1b1 h�{;�{i+ a1b2 h�{; �ji+ a1b3



�{; �k
�
+ a2b1 h�j;�{i

+a2b2 h�j; �ji+ a2b3


�j; �k
�
+ a3b1



�k;�{
�
+ a3b2



�k; �j
�
++a3b3



�k; �k

�
Deci produsul scalar



a; b
�
este complet determinat dac¼a se cunosc produsele

scalare din tabelul de mai jos:

h; i �{ �j �k

�{

�j

�k

h�{;�{i h�{; �ji


�{; �k
�

h�j;�{i h�j; �ji


�j; �k
�


�k;�{
� 


�k; �j
� 


�k; �k
�

Cel mai simplu pentru a calcula produsele din acest tabel ar � atunci când baza�
�{; �j; �k

	
este ortonormat¼a deoarece produsele scalare ar � toate 0 în afar¼a de

h�{;�{i ; h�j; �ji ;


�k; �k

�
care sunt 1. Deci dac¼a

�
�{; �j; �k

	
este ortonormat¼a avem:

h; i �{ �j �k

�{

�j

�k

1 0 0

0 1 0

0 0 1

Figura 18 [4]
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Baza ortonormat¼a
�
�{; �j; �k

	
o vom numi baz¼a canonic¼a iar coordonatele unui

vector liber a scris în baza canonic¼a le vom numi coordonate euclidiene.

a; b
�
= a1b1 + a2b2 + a3b3 (3.4)

Coordonatele euclidiene ale vectorului a sunt de fapt proieçtiile ortogonale
ale lui a pe cele trei axe de coordonate (Figura 18). Din produsul scalar obţinem
norma vectorului a :

k�ak =
p
ha; ai =

q
a21 + a

2
2 + a

2
3 (3.5)

Din ecuaţia (3.2) obţinem formula pentru determinarea unghiului dintre vectorii
a şi b ca �ind:

cos' =



a; b
�

k�ak �
�b = a1b1 + a2b2 + a3b3p

a21 + a
2
2 + a

2
3 �
p
b21 + b

2
2 + b

2
3

(3.6)

3.6 Produs vectorial

Fie V3 spaţiul vectorilor liberi şi a; b 2 V3; a; b 6= �0: Not¼am cu ' 2 [0; �] unghiul
dintre a şi b.

De�ni̧tia 3.6.1 Aplicaţia: � : V3 � V3 ! V3

a� b =
(
k�ak �

�b � sin' � e dac¼a a; b necoliniari

0 dac¼a a; b coliniari
(3.7)

unde e este un versor perpendicular pe a şi b se numeşte produs vectorial dintre
vectorii a şi b cu sensul dat de regula mâinii drepte (adic¼a rotim pe a peste b)
pentru tripletul

�
a; b; e

�
(�gura 19).

Figura 19 [4]
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Teorema 3.6.2 Produs vectorial dintre vectorii a şi b au urm¼atoarele propriet¼aţi:

1: a� �0 = �0; a� a = 0; (8) a 2 V3
2: a� b = �b� a ; (8) a; b 2 V3
3: �

�
a� b

�
= � (a)� b = a�

�
�b
�
; (8)� 2 R

4: a�
�
b+ �c

�
= a� b+ a� �c; (8) a; b; �c 2 V3

(3.8)

Dac¼a
�
�{; �j; �k

	
este baza canonic¼a iar a = a1�{+ a2�j + a3�k , b = b1�{+ b2�j + b3�k

, a; b 2 V3 atunci folosind de�ni̧tia produsului vectorial şi proprieta̧tile (3.8)

a� b = a1b1 + a2b2 + a3b3 (3.9)

� �{ �j �k

�{

�j

�k

�0 �k ��j
��k �0 �{

�j ��{ �0

(3.10)

care conduce la expresia canonic¼a a produsului vectorial:

a� b = (a2b3 � a3b2)�{+ (a3b1 � a1b3) �j + (a1b2 � a2b1) �k (3.11)

a� b =

��������
�{ �j �k

a1 a2 a3

b1 b2 b3

�������� (3.12)

Exerci̧tiul 3.6.3 Se consider¼a vectorul �v = �i+ �j + �k, unde �, � 2 R.
a) S¼a se determine � şi � astfel încât v s¼a �e perpendicular pe vectorii a =
�i+ 4j + 2k şi b = i� 3j + 2k.
b) Cu � şi � determinaţi la punctul a) s¼a se a�e unghiul dintre vectorii �v şi �a+�b.

Soluţie: a) Vectorul �v este perpendicular pe vectorii �a şi �b dac¼a şi numai
dac¼a �v este coliniar cu produsul vectorial a� �b. Conform relaţiei (3.10) avem:

a� b =

��������
�{ �j �k

�1 4 2

1 �3 2

�������� = 14�{+ 4�j � �k
19
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Pentru ca �v s¼a �e coliniar cu produsul vectorial a� �b trebuie ca

�v = �
�
a� b

�
�i+ �j + �k = �

�
14�{+ 4�j � �k

�

cu � 2 Rn f0g : Obţinem sistemul de ecuaţii liniare

8>><>>:
14� = �1
�� 4� = 0
� + � = 0

, cu soluţia:

� = �2
7 ; � =

1
14 ; � = �

1
14 .

b) Conform relaţiei (3.6) avem:

cos' =



�v; �a+�b

�
k�vk �

�a+�b
�a+�b = j + 4k

cos' =
1 �
�
�2
7

�
+ 4 � 114q

(�1)2 +
�
�2
7

�2
+
�
1
14

�2 � p02 + 12 + 42
cos' = 0

' 2
n�
2
+ �k j k 2 Z

o
deci �v ? �a+�b:

De�ni̧tia 3.6.4 Vectorul a�
�
b� �c

�
se numeşte dublu produs vectorial al vectorilor

a; b; c.

Exprimând pe a; b; c în baza ortonormat¼a
�
�{; �j; �k

	
şi folosind expresiile canonice

ale produsului scalar şi vectorial, se poate ar¼ata c¼a:

a�
�
b� �c

�
= ha; ci b�



a; b
�
c (3.13)

Observa̧tia 3.6.5 1) a�
�
b� �c

�
6=
�
a� b

�
� �c ;

2) Produsul vectorial dublu se poate scrie sub forma determinantului simbolic:

a�
�
b� �c

�
=

����� b c

a; b
�
ha; ci

����� (3.14)

Propozi̧tia 3.6.6 Dac¼a not¼am cu d = a �
�
b� �c

�
dublu produs vectorial al

vectorilor a; b; c atunci d este coplanar cu b şi c.
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(�gura 20).

Figura 20 [4], modi�cata

Exerci̧tiul 3.6.7 [15]Fie vectorii �a = �m + 2 � �n, �b = �m � 3 � �n, unde k �mk = 5,
k�nk = 3, ](m;n) = �

2
. S¼a se calculeze:

a) lungimile diagonalelor paralelogramului construit pe �a şi �b;
b) unghiul dintre diagonale;
c) aria paralelogramului determinat de �a şi �b.

Soluţie: a) Diagonalele paralelogramului construit pe �a şi �b sunt determinate
de vectorii �a+�b şi �a� �b. Prin urmare, din ecuaţia (3.5) obţinem:�a+�b =q
�a+�b; �a+�b�
Dar �a+�b = 2 �m� �n prin urmare

�a+�b =
p
h2 �m� �n; 2 �m� �ni =

q
(2 �m� �n)2

=

q
4 k �mk2 � 4 k �mk k�nk+ k�nk2 =

q
4 k �mk2 + k�nk2

=
p
109

deoarece ](m;n) = �

2
iar aceasta este echivalent cu hm;ni = 0:

Analog: �a� �b = 5�n prin urmare

�a� �b =
p
h5�n; 5�ni =

q
(5�n)2

=

q
25 k�nk2 = 15
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b) Deoarece avem
�
�a+�b

� �
�a� �b

�
= (2 �m��n)� (5�n) = 10 �m�n�5�n2 = �5�9 = �45,

rezult¼a c¼a unghiul dintre diagonale este, conform ecuaţiei (3.5):

cos' =



�a+�b; �a� �b

��a+�b � �a� �b = (2 �m� �n) (5�n)p
109 � 15

=
�3p
109

d) Aria paralelogramului este

k�ak �
�b � sin � = p61 � p106 � sin �

2

deoarece:

k�ak =
p
h�a; �ai =

q
( �m+ 2 � �n)2

=

q
k �mk2 + 4 k �mk k�nk+ 4 k�nk2 =

p
25 + 36

=
p
61:�b =

q

�b;�b
�
=

q
( �m� 3 � �n)2

=

q
k �mk2 � 6 k �mk k�nk+ 9 k�nk2 =

p
25 + 81

=
p
106:

sin
�

2
= 1

3.7 Produs mixt

Fie V3 spaţiul vectorilor liberi şi a; b; �c 2 V3:

De�ni̧tia 3.7.1 Se numeşte produs mixt al vectorilor a; b; �c num¼arul:

a; b; �c

�
=


a; b� �c

�
(3.15)

Modulul produsului mixt reprezint¼a volumul paralelipipedului care se poate
construi pe suporturile reprezentanţilor vectorilor a; b; �c ce au originea comun¼a
(am presupus c¼a a; b; �c sunt necoplanari) (�gura 21).
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Într-adev¼ar, �e � unghiul dintre vectorii b şi �c şi �e ' unghiul dintre vectorii
a şi u = b� �c , atunci conform ecuaţiilor (3.2) şi (3.7) avem:


a; b; �c
�
= ha; ui = k�ak � kuk � cos' = k�ak �

b� �c � cos' (3.16)

= k�ak �
��b � k�ck � sin �� � cos'

= k�ak � cos'| {z }
inaltimea

�
��b � k�ck � sin ��| {z }

aria

= volumul paralelipipedului

Figura 21 [4]

Observa̧tia 3.7.2 Dac¼a
�
�{; �j; �k

	
este baza canonic¼a iar a = a1�{ + a2�j + a3�k ,

b = b1�{+ b2�j + b3�k , �c = c1�{+ c2�j + c3�k , a; b; �c 2 V3 atunci:



a; b; �c

�
=


a; b� �c

�
=

��������
a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

�������� (3.17)

Teorema 3.7.3 Produsul mixt are urm¼atoarele propriet¼aţi:

1.


a; b; �c

�
=


�c; a; b

�
=


b; �c; a

�
;

2.


a; b; �c

�
= �



b; a; �c

�
;

3.


a1 + a2; b; �c

�
=


a1; b; �c

�
+


a2; b; �c

�
;

4.


k � a; b; �c

�
=


a; k � b; �c

�
=


a; b; k � �c

�
;

5.


a; b; �c

�
= 0 dac¼a şi numai dac¼a:
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a) cel puţin unul dintre vectorii a; b; �c este nul ;

b) doi dintre vectori sunt coliniari;

c) vectorii a; b; �c sunt coplanari.

6.


a� b; �c� �d

�
=

����� ha; ci


a; d
�


b; c
� 


b; d
� ����� identitatea Lagrange.

De�ni̧tia 3.7.4 Prin determinant Gram al vectorilor a; b; �c înţelegem num¼arul:

G =

��������
ha; ai



a; b
�
ha; ci


b; a
� 


b; b
� 


b; c
�

hc; ai


c; b
�

hc; ci

�������� (3.18)

Propozi̧tia 3.7.5 Vectorii a; b; c sunt coplanari dac¼a şi numai dac¼a determinantul
lor Gram este nul.

Exerci̧tiul 3.7.6 [15] S¼a se demonstreze relaţia:

a� �b; b� �c; �c� a

�
=


a; b; �c

�2
Dac¼a a� �b; b� �c; �c� a sunt coplanari, atunci ei sunt şi coliniari.

Soluţie: Utilizând formula dublului produs vectorial (3.13)

a�
�
b� �c

�
= ha; ci b�



a; b
�
c

obţinem rela̧tia:�
b� �c

�
� (�c� a) =


�
b� �c

�
; a
�
�c�


�
b� �c

�
; �c
�
a =



a; b; �c

�
�c

Folosind acum şi de�ni̧tia produsului mixt (3.15)

a; b; �c

�
=


a; b� �c

�
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deducem c¼a:

a� �b; b� �c; �c� a

�
=



a� �b;

�
b� �c

�
� (�c� a)

�
=


a� �b;



a; b; �c

�
�c
�

=


a; b; �c

� ��
a� �b

�
�c
�
=


a; b; �c

�2
Din rela̧tia anterioar¼a deducem c¼a dac¼a a � �b; b � �c; �c � a sunt coplanari, atunci
a; b; c sunt coplanari. Prin urmare, a� �b; b� �c; �c� a sunt şi coliniari.

Exerci̧tiul 3.7.7 [15] S¼a se determine � 2 R astfel încât vectorii �v1 = i+2j�3k;
�v2 = 2i � j + 2k; �v3 = �i � j + k; s¼a �e coplanari şi s¼a se g¼aseasc¼a relaţia de
dependenţ¼a liniar¼a.

Soluţie: Condi̧tia de coplanaritate este: h�v1; �v2; �v3i =

��������
1 2 �3
2 �1 2

� �1 1

�������� = 0:

Rezult¼a � = �3: Pentru a g¼asi relaţia de dependenţ¼a liniar¼a, se determin¼a � şi �
din egalitatea �v3 = ��v1 + ��v2 , �i � j + k = �

�
i+ 2j � 3k

�
+ �

�
2i� j + 2k

�
) � = � = �1: În concluzie, rela̧tia de dependenţ¼a liniar¼a este �v3 = ��v1� �v2:

Exerci̧tiul 3.7.8 [15] S¼a se calculeze aria şi în¼alţimea din A pentru triunghiul
4ABC determinat de punctele A(0; 1; 0); B(2; 0; 1); C(�1; 0;�4).

Soluţie: Punctele A, B şi C determin¼a vectorii

AB = OB �OA = 2i� j + k
AC = OC �OA = �i� j � 4k
BC = OC �OB = �3i� 5k

Produsul vectorial al vectorilor AB şi AC este conform relaţiei (3.10):

AB �AC =

��������
�{ �j �k

2 �1 1

�1 �1 �4

�������� = 5�{+ 7�j � 3�k
Prin urmare, aria triunghiului 4ABC este dat¼a de formula:

Aria4ABC =
1

2

AB �AC = 1

2

p
83
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În¼aļtimea din A se determin¼a din rela̧tia:

SABC =
1

2
hA
BC

hA =
2SABCBC =

r
83

34

Exerci̧tiul 3.7.9 [15]S¼a se calculeze volumul tetraedrului ABCD şi în¼alţimea
din A a acestuia, unde A(3, 2,-1) , B (4, 3,-1) , C (5, 3,-1) , D(4, 2, 1).

Soluţie: Punctele A;B;C şi D determin¼a vectorii

AB = OB �OA = i+ j
AC = OC �OA = 2i+ j
BC = OC �OB = i+ 2k

Produsul mixt al vectorilor AB;AC şi AD este



AB;AC;AD

�
=

��������
1 1 0

2 1 0

1 0 2

�������� = �2
Prin urmare, volumul tetraedrului ABCD este dat de formula

V olABCD =
1

6



AB;AC;AD

�
=
1

3
:

Produsul vectorial al vectorilor BC şi BD este conform relaţiei (3.10):

BC �BD =

��������
�{ �j �k

1 0 0

0 �1 2

�������� = �2�{� �k
şi deci, aria triunghiului 4BCD este:

Aria4BCD =
1

2

BC �BD = p
5

2

În¼aļtimea din A a tetraedrului ABCD se determin¼a din rela̧tia

V olABCD =
1

3
hAAria4BCD

hA =
3V olABCD
Aria4BCD

=
2p
5
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[6] Ungureanu,V.M., Algebra liniar¼a, geometrie analitic¼a şi diferenţial¼a, Editura
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