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Ecua̧tia planului în spa̧tiu

În E3 un plan poate � determinat astfel:

1) un punct şi un vector nenul normal la plan;

2) un punct şi doi vectori necoliniari;

3) trei puncte necoliniare;

4) o dreapt¼a şi un punct nesituat pe dreapt¼a;

5) dou¼a drepte concurente;

6) dou¼a drepte paralele.

Ne propunem s¼a stabilim ecua̧tia sub form¼a vectorial¼a, cartezian¼a sau normal¼a
a planului în condi̧tiile de mai sus.

3.1 Planul determinat de un punct şi un vector normal
la plan

Consider¼am vectorul nenul �n (l;m; n), dreaptaD ce trece prin punctulM1(x1; y1; z1)
şi care are direçtia vectorului �n: În aceste condi̧tii exist¼a un singur plan P
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perpendicular pe D în punctul M1. (�gura 6).

Figura 6

De�ni̧tia 3.1.1 D se numeşte normala la planul P, iar vectorul �n se numeşte
vectorul normal al planului P.

Ecuaţia cartezian¼a a planului ce trece prinM1 şi este perpendicular pe �n este:

l (x� x1) +m (y � y1) + n (z � z1) = 0 (3.1)

Într-adev¼ar, ecua̧tia lui D va �:

x� x1
l

=
y � y1
m

=
z � z1
n

(3.2)

cu l2 +m2 + n2 6= 0:
Punctul M2(x2; y2; z2) apaŗtine planului P dac¼a M1M2 este perpendicular pe

vectorul normal,


M1M2; �n

�
= 0 , l (x� x1) +m (y � y1) + n (z � z1) = 0:

Reciproc, se poate ar¼ata c¼a, orice ecuaţie de forma lx + my + nz + p = 0
reprezint¼a un plan.

Observa̧tia 3.1.2 a) Dac¼a ecuaţiile planelor difer¼a doar prin termenul liber,
atunci acele plane sunt paralele, iar ecuaţia

lx+my + nz + p = 0; p 2 R

reprezint¼a familia planelor paralele din spaţiu cu normala �n (l;m; n) :
b) Dac¼a ecuaţiile planelor au termenul liber egal cu zero, atunci ele conţin

originea O.
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Plane particulare

1. Planul de ecuaţie z = n este un plan paralel cu xOy: Pentru n = 0 obţinem
chiar ecua̧tia planului xOy:

2. Planul de ecua̧tie x = m este un plan paralel cu yOz: Pentrum = 0 obţinem
chiar ecua̧tia planului yOz:

3. Planul de ecuaţie y = l este un plan paralel cu xOz: Pentru l = 0 obţinem
chiar ecua̧tia planului xOz:

4. Planul de ecuaţie mx+ ny + p = 0 este un plan perpendicular pe xOy:

5. Planul de ecuaţie ny + lz + p = 0 este un plan perpendicular pe yOz:

6. Planul de ecuaţie mx+ lz + p = 0 este un plan perpendicular pe xOz:

7. Planul de ecuaţie by + lz = 0 este un plan care trece prin Ox:

8. Planul de ecuaţie mx+ lz = 0 este un plan perpendicular pe Oy:

9. Planul de ecuaţie mx+ ny = 0 este un plan perpendicular pe Oz:

10. Planul de ecuaţie mx+ny+ lz = 0 este un plan care trece prin originea O:

3.2 Planul determinat de un punct şi doi vectori necoliniari

Ne propunem s¼a determin¼am ecuaţia planului determinat de punctulM0(x0; y0; z0)
şi de doi vectori necoliniari �u = l1�{+m1

�j+n1�k şi �v = l2�{+m2
�j+n2�k , P : (M; �u; �v).

(vezi �gura 7).
�u şi �v necoliniari este echivalent cu condi̧tia: �u� �v 6= 0:

Figura 7
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Fie
����!
M0M1 un reprezentant al lui �u,

����!
M0M2 un reprezentant al lui �v :

PunctulM apaŗtine planului P dac¼a şi numai dac¼a vectorii
����!
M0M1;

���!
M0M;

����!
M0M2

sunt coplanari.
Faptul c¼a aceşti trei vectori sunt coplanari se poate exprima în dou¼a moduri:
a) folosind regula paralelogramului de adunare:

���!
M0M = k1 �

����!
M0M1 + k2 �

����!
M0M2

unde k1 2 R şi k2 2 R sunt unic determinaţi. Relaţia de mai înainte o scriem sub
forma:

�r � �r0 = k1 � �u+ k2 � �v

De aici deducem:
�r = �r0 + k1 � �u+ k2 � �v

numit¼a ecuaţia parametric¼a vectorial¼a a planului P şi:

x = x0 + k1 � l1 + k2 � l2
y = y0 + k1 �m1 + k2 �m2

z = z0 + k1 � n1 + k2 � n2

numite ecuaţiile parametrice ale planului P .
b)
���!
M0M este perpendicular pe �u� �v, adic¼a:

h�r � �r0; �u� �vi = 0

numit¼a ecuaţia vectorial¼a a planului P.Pe de alt¼a parte
���!
M0M = (x� x0)�{ +

(y � y0) �j + (z � z0) �k deci conform relaţiei (??) ecuaţia precedent¼a devine:��������
x� x0 y � y0 z � z0
l1 m1 n1

l2 m2 n2

�������� = 0
numit¼a ecuaţia cartezian¼a a planului P.

3.3 Planul determinat de trei puncte necoliniare

Ne propunem s¼a obţinem ecua̧tia planului determinat de trei puncte necoliniare
Mi(xi; yi; zi); i = 1; 3, din E3; �ri = xi�{+ yi�j + zi�k ; i = 1; 3, reprezentat în �gura
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8 şi pe care-l not¼am P : (M1;M2;M3):

Figura 8 Figura 9 [4]

S¼a consider¼am un punct M , �r = x�{+ y�j + z�k , care genereaz¼a planul. Condi̧tia
de coplanaritate a vectorilor

���!
M3M şi

����!
M3M1;

����!
M3M2 este chiar ecua̧tia vectorial¼a

a planului:


M3M;M3M1 �M3M2

�
= 0. Dac¼a scriem aceast¼a relaţie cu ajutorul

vectorilor de pozi̧tie, obţinem:

h�r � �r3; �r1 � �r3 � �r2 � �r3i = 0

numit¼a ecuaţia parametric¼a vectorial¼a a planului P. Pe de alt¼a parte

���!
M3M = (x� x3)�{+ (y � y3) �j + (z � z3) �k
����!
M3M1 = (x1 � x3)�{+ (y1 � y3) �j + (z1 � z3) �k
����!
M3M2 = (x2 � x3)�{+ (y2 � y3) �j + (z2 � z3) �k

deci conform relaţiei (??) ecuaţia precedent¼a devine��������
x� x3 y � y3 z � z3
x1 � x3 y1 � y3 z1 � z3
x2 � x3 y2 � y3 z2 � z3

�������� = 0
numit¼a ecuaţia cartezian¼a a planului P.

Pe de alt¼a parte, condi̧tia de coplanaritate a punctelor Mi(xi; yi; zi); i = 1; 3
şi M , se mai poate scrie folosindu-ne de ecuaţia general¼a a planului şi ecuaţiile
obinute prin înlocuirea coordonatelor punctelorMi în ecuaţia general¼a, ca ecua̧tii
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în necunoscutele a; b; c şi d. Rezult¼a sistemul liniar omogen:

P :

8>>>><>>>>:
ax+ by + cz + d = 0

ax1 + by1 + cz1 + d = 0

ax2 + by2 + cz2 + d = 0

ax3 + by3 + cz3 + d = 0

Acesta are soluţie nebanal¼a întrucât a, b şi c nu pot � toţi nuli. Adic¼a:����������
x y z 1

x1 y1 z1 1

x2 y2 z2 1

x3 y3 z3 1

����������
= 0

care este chiar ecuaţia cartezian¼a a planului P.
Ca un caz particular, g¼asim ecuaţia planului prin t¼aieturi (�gura 9 [4]). Dac¼a

t¼aieturile sunt A(a; 0; 0), B(0; b; 0) şi C(0; 0; c), atunci ecuaţia planului (ABC)
este:

x

a
+
y

b
+
z

c
� 1 = 0

3.4 Planul determinat de o dreapt¼a şi un punct nesituat
pe dreapt¼a

S¼a consider¼am dreapta d 2 E3 şi punctul M(x1; y1; z1) ce nu apaŗtine dreptei d.
(Figura 10).

Figura 10
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Scrierea ecuaţiei planului P (M;d) este echivalent¼a cu a scrie ecuaţia planului
P (M;MM0; �r) adic¼a, revine la a scrie ecuaţia numit¼a ecuaţia vectorial¼a a planului
P, plan determinat de un punct M(x1; y1; z1) şi doi vectori necoliniari m0� �m şi
�r :

h �m; (m0 � �m)� �ri = 0

unde cu m0 am notat vectorul de pozi̧tie al punctului M0(x0; y0; z0) iar cu �m
vectorul de pozi̧tie al punctului M; caz studiat mai înainte.

Ecuaţia precedent¼a devine:��������
x� x1 y � y1 z � z1
l m n

x0 � x1 y0 � y1 z0 � z1

�������� = 0
cu �r = l�{+m�j + n�k; numit¼a ecuaţia cartezian¼a a planului P.

3.5 Planul determinat de dou¼a drepte concurente

S¼a presupunem c¼a avem dou¼a drepte d1 şi d2 care se intersecteaz¼a în punctul M
(vezi �gura 11).

Figura 11

Vrem s¼a determin¼am ecuaţia planului determinat de d1 şi d2. Fie � acest plan.
El coincide cu planul determinat de punctul M şi vectorii directori ai lui d1 şi d2
şi anume �a1 = l1�{+m1

�j + n1�k şi �a2 = l2�{+m2
�j + n2�k . Fie P (xP ; yP ; zP ) 2 �:
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Ecuaţia cartezian¼a va �:��������
x� xP y � yP z � zP
l1 m1 n1

l2 m2 n2

�������� = 0 (3.3)

iar ecua̧tia vectorial¼a va �:

(�r � �rM ) (�a1 � �a2) = 0 (3.4)

Exemplul 3.5.1 S¼a se veri�ce c¼a urm¼atoarele drepte sunt concurente

d1 :
x� 2
1

=
y � 3
1

=
z � 4
2

(3.5)

d2 :
x� 1
2

=
y + 1

�1 =
z � 1
3

(3.6)

şi apoi s¼a se scrie ecuaţia planului determinat de acestea.

Soluţie: Observ¼am c¼a vectorii directori ai celor dou¼a drepte sunt �a1 = �{ +
�j + 2�k şi �a2 = 2�{� 2�j + �k . Deoarece

a1 � �a2 =

��������
�{ �j �k

1 1 2

2 �1 3

�������� = 5�{+ �j � 3�k 6= 0 (3.7)

Rezult¼a c¼a vectorii a1 şi �a2 nu sunt coliniari, adic¼a d1\d2 6= ?. Fie fM (xM ; yM ; zM )g =
d1 \ d2: Deoarece

M 2 d1 ) xM � 2 = yM � 3 (3.8)

M 2 d2 ) �xM + 1 = 2yM + 2 (3.9)

Obţinem xM = �1; yM = 0; zM = �2: Planul � determinat de dreptele d1 şi d2
va avea ecuaţia: 5 (x+ 1) + 1 (y � 0)� 3 (z + 2) = 0; adic¼a:

� : 5x+ y � 3z � 1 = 0 (3.10)
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Exerci̧tiul 3.5.2 [15] Se dau punctele A(3, 1, 0) , B (2, 1,-1) , C (3, 2, 1). S¼a
se scrie ecuaţia unui plan:
a) care trece prin A, B, C;
b) care trece prin B şi este paralel cu xOy;
c) care trece prin C şi conţine axa Oz;
d) care trece prin B, C şi este paralel cu Oy.

Soluţie: a) Ecuaţia planului care trece prin A, B, C este:��������
x� xA y � yA z � zA
xB � xA yB � yA zB � zA
xC � xA yC � yA zC � zA

�������� = 0
adic¼a: ��������

x� 3 y � 1 z

�1 0 �1
0 1 1

�������� = 0, x+ y � z � 4 = 0:

b) Planul c¼autat are drept normal¼a vectorul �k(0; 0; 1). Prin urmare, ecuaţia
planului c¼autat este z + 1 = 0.
c) Planul conţine orice dou¼a puncte de pe axa Oz. Alegem, pentru comoditate,
punctele O(0; 0; 0) şi M(0; 0; 1). Atunci ecuaţia planului cerut este:��������

x� xO y � yO z � zO
xM � xO yM � yO zM � zO
xC � xO yC � yO zC � zO

�������� = 0
adic¼a ��������

x y z

0 0 1

3 2 1

�������� = 0, 2x� 3y = 0:

d) Planul c¼autat este determinat de punctul B şi direçtiile BC(1; 1; 2) şi �j(0; 1; 0).
Prin urmare, ecuaţia planului c¼autat este:��������

x� 2 y � 1 z + 1

1 1 2

0 1 0

�������� = 0, 2x� z � 5 = 0:
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Exerci̧tiul 3.5.3 [15] S¼a se scrie ecuaţia planului care trece prin punctulM(2; 0; 1)
şi care este perpendicular pe planele �1 : x+ y + z = 0 şi �2 : x� 2y + 3z = 1.

Soluţie: Fie � planul c¼autat. Deoarece planul � este perpendicular pe �1
şi �2, rezult¼a c¼a el este paralel cu normalele la acestea, şi anume, �n1(1; 1; 1) şi
�n2(1;�2; 3). Astfel, planul � este planul determinat de punctul M şi direcţiile �n1
şi �n2, adic¼a � :��������

x� 2 y z � 1
1 1 1

1 �2 3

�������� = 0, 5x� 2y � 3z � 7 = 0:

Exerci̧tiul 3.5.4 [15] S¼a se scrie ecuaţia unui plan paralel cu planul (P ) : x+y+
z = 3 şi care trece prin mijlocul segmentului determinat de punctele M1(1; 3; 2)
şi M2(�1; 3; 4).

Soluţie: Mijlocul segmentului M1M2 este punctul M(0; 3; 3). Planul c¼autat
va avea aceeaşi normal¼a cu (P) , deci ecuaţia sa este 1�(x�0)+1�(y�3)+1�(z�3) =
0, x+ y + z � 6 = 0.

Exerci̧tiul 3.5.5 [15] S¼a se scrie ecuaţiile dreptei care trece prin M(1;�1; 1) şi
este paralel¼a cu dreapta de intersecţie a planelor (P1) : x+y = 3 şi (P2) : x�z = 1.

Soluţie: Dreapta de interseçtie a planelor (P1) şi (P2) are drept vector
director produsul vectorial �v = �n1� �n2 al normalelor la cele dou¼a plane (deoarece
este perpendicular¼a pe ambele). Avem:

�v = �n1 � �n2 =

��������
i j k

1 1 0

1 0 �1

�������� = �i+ j � k:
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3.6 Planul determinat de dou¼a drepte paralele

S¼a consider¼am d1 şi d2 dou¼a drepte paralele (vezi �gura 12), M1 (x1; y1; z1) 2
d1;M2 (x2; y2; z2) 2 d2 şi �a = l�{+m�j + n�k vectorul lor director.

Figura 12

Putem considera c¼a planul determinat de d1 şi d2 este planul care trece prin M1

şi are vectori directori pe �a şi M1M2 . Dac¼a punctul M(x; y; z) apaŗtine planului
� atunci ecuaţia cartezian¼a va �:��������

x� x1 y � y1 z � z1
l m n

x2 � x1 y2 � y1 z2 � z1

�������� = 0 (3.11)

iar ecuaţia vectorial¼a a planului � este:

(�r � �rM1)
�
�a�M1M2

�
= 0 (3.12)

3.7 Plan orientat

Prin alegerea unui sens de rotaţie în plan vom înţelege alegerea unui sens pe
normala la plan. Un astfel de plan se va numi plan orientat . În mod natural
alegem acel sens pe normal¼a care s¼a duc¼a la o orientare a planului în concordanţ¼a
cu orientarea spaţiului. În continuare vom subînţelege o asemenea orientare
(regula mâinii drepte). Planele de coordonate xOy, yOz şi zOx sunt orientate.
Faţa planului ce corespunde sensului ales pe normal¼a o vom nota cu (+) iar faţa

15



Seminarul 9

opus¼a cu (-).

Figura 13 [4]

3.8 Reuniunea şi interseçtia a dou¼a plane

În spaţiu, dou¼a plane se pot intersecta dup¼a o dreapt¼a (vezi �g. 14), pot �paralele
sau se confund¼a.

Reuniunea a dou¼a plane P1 : a1x+b1y+c1z+d1 = 0; P2 : a2x+b2y+c2z+d2 =
0 este muļtimea (cuadric¼a degenerat¼a):

M = fM (x; y; z) j (a1x+ b1y + c1z + d1) (a2x+ b2y + c2z + d2) = 0g (3.13)

Pentru a vedea cum se pozi̧tioneaz¼a un plan faţ¼a de altul se formeaz¼a sistemul
din ecuaţiile lor:

d :

(
a1x+ b1y + c1z + d1 = 0

a2x+ b2y + c2z + d2 = 0
(3.14)

Se discut¼a şi se rezolv¼a acest sistem: Matricea sa este A =

 
a1 b1 c1

a2 b2 c2

!
:

Cum rang (A) este maxim 2, sistemul este compatibil nedeterminat şi admite o
in�nitate de soluţii.

Se interpreteaz¼a geometric rezultatul: Dac¼a P1 şi P2 nu sunt paralele sau
confundate, interseçtia lor este o dreapt¼a P1 \P2 = d. Un punct M1 al dreptei d
se obţine �xând valoarea uneia dintre variabile şi calculându-le pe celelalte dou¼a.
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S¼a consider¼am vectorii normali la P1 şi P2: �n1 (l1;m1; n1) respectiv �n2 (l2;m2; n2)
.

Figura 14

Direçtia dreptei d este dat¼a de vectorul: �n1 � �n2 =

��������
�{ �j �k

l1 m1 n1

l2 m2 n2

�������� = 0:
l =

����� b1 c1

b2 c2

����� ;m = �
����� a1 c1

a2 c2

����� şi n =
����� a1 b1

a2 b2

����� sunt parametrii directori ai
dreptei d .

Ecuaţiile canonice ale dreptei d de interseçtie a planelor neparalele, ce trece
printr-un punct M1 (x1; y1; z1) vor �:

x� x1����� b1 c1

b2 c2

�����
=

y � y1

�
����� a1 c1

a2 c2

�����
=

z � z1����� a1 b1

a2 b2

�����
(3.15)

3.9 Fascicule de plane

De�ni̧tia 3.9.1 Se numeşte fascicul de plane mulţimea tuturor planelor care
conţin o dreapt¼a dat¼a. Aceast¼a dreapt¼a se numeşte axa fasciculului.

Consider¼am P1 şi P2 dou¼a plane de ecuaţii a1x+ b1y+ c1z+d1 = 0, respectiv
a2x+ b2y + c2z + d2 = 0. Interseçtia P1 \ P2 = d; este dreapta de ecuaţii:

d :

(
a1x+ b1y + c1z + d1 = 0

a2x+ b2y + c2z + d2 = 0
(3.16)
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Prin orice dreapt¼a trece o in�nitate de plane. Consider¼am vectorul nenul �n (n1; n2)
normal pe dreapta d. Deoarece orice vector nenul �n; perpendicular pe d; se scrie
de forma: �n = an1 + bn2, rezult¼a c¼a:

Teorema 3.9.2 Ecuaţia oric¼arui plan din fasciculul determinat de drepta (3.16)
este:

F : a (a1x+ b1y + c1z + d1) + b (a2x+ b2y + c2z + d2) = 0 (3.17)

unde a2 + b2 6= 0:

Deoarece a2 + b2 6= 0; a şi b nu sunt simultan nuli. Consider¼am a 6= 0 şi

împ¼aŗtim (3.17) prin a. Not¼am
b

a
= � 2 R: Ecuaţia (3.17) devine:

F : a1x+ b1y + c1z + d1 + � (a2x+ b2y + c2z + d2) = 0 (3.18)

Atunci când P1 şi P2 sunt plane paralele obţinem:

Fk : a1x+ b1y + c1z + � = 0 (3.19)

Exerci̧tiul 3.9.3 [15] S¼a se scrie planul care trece prin punctul A(3; 1;�2) şi
care conţine dreapta d:

d :
x� 4
5

=
y + 3

2
=
z

1

Soluţie: Dreapta d este interseçtia planelor

d :

(
x� 5z � 4 = 0
y � 2z + 3 = 0

Fascicolul de plane care trece prin dreapta d este

�� : x� 5z � 4 + �(y � 2z + 3) = 0; � 2 R:

Condi̧tia A 2 �� implic¼a � = �9
8 . Ecuaţia planului c¼autat este

�� : 8x� 9y � 22z � 59 = 0:
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aplicaţii, ed. Conspress, Bucureşti, 2009.
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