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Unghiuri în spa̧tiu

În ceea ce priveşte noţiunea de unghi în spaţiu putem vorbi despre unghiul dintre
dou¼a drepte orientate, unghiul dintre o dreapt¼a orientat¼a şi un plan orientat şi
unghiul dintre dou¼a plane orientate.

3.1 Unghiul dintre dou¼a drepte orientate

Prin unghiul dintre dou¼a drepte orientate d1 şi d2 care au vectorii directori
�r1 (l1;m1; n1) şi �r2 (l2;m2; n2) vom înţelege unghiul notat cu ' 2 [0; �] de�nit
prin:

cos' = h�r1;�r2i
k�r1k�k�r2k =

l1l2+m1m2+n1n2p
l21+m

2
1+n

2
1

p
l22+m

2
2+n

2
2

(3.1)

Este evident din relaţia anterioar¼a c¼a cele dou¼a drepte sunt perpendiculare dac¼a
vectorii directori sunt perpendiculari (produsul scalar dintre vectorii directori este
0) şi reciproc şi c¼a sunt paralele dac¼a vectorii directori sunt coliniari (produsul
mixt dintre vectorii directori este 0 ) şi reciproc.
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3.2 Unghiul dintre o dreapt¼a orientat¼a şi un plan orientat

S¼a consider¼am o dreapta orientat¼a d ce are vectorul director �r1 (l1;m1; n1) şi
planul orientat � ce are normala la plan �n (l2;m2; n2):

Figura 15 Figura 16 [4]

S¼a not¼am cu � unghiul dintre �n şi �r1 şi cu ' unghiul dintre vectorul director
al lui d

0
şi �r1 . Dup¼a cum se observ¼a şi în Figura 15, � + ' = 900:Unghiul dintre

dreapta orientat¼a (d; �r1) şi planul orientat (�; �n) este unghiul ' 2
h
��
2
;
�

2

i
, de�nit

prin formula:

sin' =
h�r1; �ni
k�r1k k�nk

=
l1l2 +m1m2 + n1n2p

l21 +m
2
1 + n

2
1

p
l22 +m

2
2 + n

2
2

(3.2)

Dreapta d este paralel¼a cu planul �, h�r1; �ni = 0 iar dreapta d este perpendicular¼a
pe planul � , �r1 � �n = 0:

3.3 Unghiul dintre dou¼a plane orientate

Fie planele �1 şi �2 de ecuaţii a1x + b1y + c1z + d1 = 0 respectiv a2x + b2y +
c2z + d2 = 0: S¼a presupunem c¼a vectorii lor normali sunt �n1 (a1; b1; c1) respectiv
�n2 (a2; b2; c2).

Dac¼a cele dou¼a plane sunt paralele sau confundate atunci �n1 � �n2 = 0:
Consider¼am c¼a unghiul diedru determinat de planele orientate �1 şi �2 este

m¼asurat prin unghiul ' 2 [0; �] determinat de �n1 şi �n2 (vezi �g. 16). Acest unghi
se determin¼a prin formula:

cos' =
h�n1; �n2i
k�n1k k�n2k

=
a1a2 + b1b2 + c1c2p

a21 + b
2
1 + c

2
1

p
a22 + b

2
2 + c

2
2

(3.3)
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Distaņte în spa̧tiu

În cele ce urmeaz¼a vom prezenta urm¼atoarele distanţe: de la un punct la o
dreapt¼a, de la un punct la un plan, dintre dou¼a drepte şi perpendiculara comun¼a
a dou¼a drepte oarecare din spaţiu.

4.1 Distaņta de la un punct la o dreapt¼a

Pentru aceasta vom considera urm¼atoarele: dreapta d 2 E3 , d(�a;A); �a (l;m; n)
şi punctul A(x1; y1; z1):Dreapta d are ecuaţia:

x� x1
l

=
y � y1
m

=
z � z1
n

(4.1)

Construim paralelogramul AMNA
0
(vezi �gura 17), undeM

0
reprezint¼a proieçtia

punctului M pe d.

Figura 17

Lungimea segmentului [MM
0
] este distanţa de la punctul M la dreapta d şi se

noteaz¼a d(M;d). Aria paralelogramului AMNA
0
este:

AAMNA0 =
AM �AA0

 (4.2)
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Pe de alt¼a parte

AAMNA0 =
AA0

MM 0
 (4.3)

de unde rezult¼a c¼a formula distanţei de la un punct la o dreapt¼a este:

MM 0
 =

AM �AA0


kAA0k (4.4)

Exerci̧tiul 4.1.1 [15] S¼a se calculeze distanţa de la punctul A(1; 2; 2) la dreapta:

d :
x� 1
�5 =

y + 1

3
=
z + 1

3

Soluţie: PunctulA1(1;�1;�1) apaŗtine dreptei (d) iar �v(�5; 3; 3) este vectorul
director al dreptei. Rezult¼a c¼a

AA1 � �v =

��������
�{ �j �k

0 �3 �3
�3 3 3

�������� = 15�j � 15�k:
Prin urmare, distanţa de la punctul A la dreapt¼a este:

d(A; (d)) =

p
225 + 225p
25 + 9 + 9

=

p
450p
43

= 5

r
18

43

4.2 Distaņta de la un punct la un plan

Pentru aceasta vom considera urm¼atoarele: planul P : ax+by+cz+d = 0; punctul
M1(x1; y1; z1) şi proieçtia acestuia pe planul P , M2(x2; y2; z2):(vezi �gura 18)

Figura 18
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Distanţa de la punctul M1 la planul P este kM1M2k : O vom nota cu d (M1; P ) :
Fie �n(a; b; c) vectorul normal la plan. DeoareceM1 apaŗtine planului P el veri�c¼a
ecuaţia acestuia şi avem: ax1+ by1+ cz1+ d = 0 de unde: d = �ax1� by1� cz1:
Produsul scalar dintre vectorul M1M2 şi vectorul normal la plan �n este:

M1M2 = (x2 � x1)�{+ (y2 � y1) �j + (z2 � z1) �k (4.5)

M1M2; �n

�
= (x2 � x1) a+ (y2 � y1) b+ (z2 � z1) c (4.6)

Pe de alt¼a parte


M1M2; �n

�
=
M1M2

 � k�nk � cos' =q
(x2 � x1)2 + (y2 � y1)2 + (z2 � z1)2

p
a2 + b2 + c2:M1M2

 � k�nk = �q(x2 � x1)2 + (y2 � y1)2 + (z2 � z1)2pa2 + b2 + c2
(x2 � x1) a+ (y2 � y1) b+ (z2 � z1) c � k�nk
= �

q
(x2 � x1)2 + (y2 � y1)2 + (z2 � z1)2

p
a2 + b2 + c2

(x2 � x1) a+ (y2 � y1) b+ (z2 � z1) c = �
p
a2 + b2 + c2 � d (M1; P )

d (M1; P ) =
jax1 + by1 + cz1 + djp

a2 + b2 + c2
(4.7)

d (M1; P ) = inf d (M1;M2)

4.3 Perpendiculara comun¼a a dou¼a drepte oarecare
din spa̧tiu

S¼a consider¼am d1 şi d2 dou¼a drepte oarecare din spaţiu ce au pe �a1, respectiv
�a2 vectori directori. Ele pot �: paralele, concurente, oarecare sau confundate.
Dac¼a d1 şi d2 sunt concurente sau oarecare, exist¼a o dreapt¼a şi numai una, care
se sprijin¼a simultan pe cele dou¼a drepte şi care are direçtia �n = �a1 � �a2 numit¼a

9



Seminarul 10

perpendiculara comun¼a a dreptelor d1 şi d2 (vezi �gura 19).

Figura 19

Consider¼am planul �1 determinat de dreapta d1 şi vectorul �n; şi planul �2
determinat de dreapta d2 şi vectorul �n. Interseçtia dintre �1 şi �2 reprezint¼a
tocmai perpendiculara comun¼a. Fie M1 2 d1, M2 2 d2; M 2 �1 şi N 2 �2:
Atunci ecuaţiile perpendicularei comune sunt:

d :

( 

M1M; �a1 � �n

�
= 0


M2N; �a2 � �n
�
= 0

(4.8)

Exemplul 4.3.1 Determinaţi perpendiculara comun¼a a dreptelor:

d1 :
x� 2
�1 =

y � 1
2

=
z � 3
3=2

(4.9)

d2 :
x� 1
1

=
y + 1

4
=
z � 2
1=2

(4.10)

Soluţie: Vectorii directori ai lui d1 şi d2 sunt �a1(�1; 2;
3

2
) respectiv �a2(1; 4;

1

2
).

Perpendiculara comun¼a a dreptelor d1 şi d2 pe care o vom nota cu d are direçtia

�n = �a1 � �a2 =

���������
�{ �j �k

�1 2
3

2

1 4
1

2

��������� = �5�{+ 2
�j � 6�k: Consider¼am planul �1 determinat

de dreapta d1 şi vectorul �n şi planul �2 determinat de dreapta d2 şi vectorul
�n. Interseçtia dintre �1 şi �2 reprezint¼a tocmai perpendiculara comun¼a. Fie
M1(2; 1; 3) 2 d1,M2(1;�1; 2) 2 d2; M 2 �1 şiN 2 �2:Atunci ecuaţiile perpendicularei
comune sunt:

x� 2
�1 =

y � 1
2

=
z � 3
3=2

:
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Exerci̧tiul 4.3.2 [15] S¼a se scrie ecuaţia perpendicularei comune a dreptelor

d1 :
x� 1
2

=
y � 3
1

=
z

0

d2 :
x

�11 =
y

2
=
z � 1
1

Exerci̧tiul 4.3.3 Perpendiculara comun¼a a lui (d1) şi (d2) se g¼aseşte la intersecţia
dintre planul determinat de A1; �v1; �v1� �v2 şi planul determinat de A2; �v2; �v1� �v2.
Deoarece avem:

�v1 � �v2 =

��������
�{ �j �k

2 1 0

�1 2 1

�������� = �{� 2�j + 5�k:
rezult¼a c¼a ecuaţiile perpendicularei comune sunt:8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

��������
x� 1 y � 3 z

2 1 0

1 �2 5

�������� = 0��������
x y z � 1
�1 2 1

1 �2 5

�������� = 0
,
(
x� 2y � z + 5 = 0

2x+ y = 0
:

4.4 Distaņta dintre dou¼a drepte

S¼a consider¼am d1 şi d2 dou¼a drepte necoplanare, A1 2 d1, A2 2 d2; � planul care
trece prin d1 şi este paralel cu d2 . Construim paralelipipedul

oblic pe vectorii �a1; �a2 şi A1A2 (vezi �gura 20).
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Figura 20

Distanţa dintre dreptele d1 şi d2 este:

d (d1; d2) = d (A1; A2) = d (A2; �) (4.11)

pe care o putem deduce din formula volumului paralelipipedului oblic:

Vparalelipiped = d (A2; �) �Ariabazei (4.12)

d (A2; �) =
Vparalelipiped
Ariabazei

=

��
a1; �a2; A1A2���
k�a1 � �a2k

(4.13)

Exerci̧tiul 4.4.1 [15] S¼a se calculeze distanţa dintre dreptele

d1 :

(
x+ y = 4

x� 2y + z = �5

d2 :
x� 2
1

=
y � 3
2

=
z

0

Soluţie: Direçtiile dreptelor (d1) şi (d2) sunt �v1(1;�1;�3):

�v1 =

��������
�{ �j �k

1 1 0

1 �2 1

�������� = �{� �j � 3�k
12
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şi respectiv, v2(1; 2; 0): Produsul lor vectorial este:

�v1 � �v2 =

��������
�{ �j �k

1 �1 �3
1 2 0

�������� = 6�{� 3�j + 3�k:
Punctul A1(1; 3; 0) apaŗtine dreptei (d1) şi punctul A2(2; 3; 0) apaŗtine dreptei
(d2). Produsul mixt al vectorilor A1A2, v̄1 şi v̄2 este:



A1A2; �v1; �v2

�
=

��������
1 0 0

1 �1 �3
1 2 0

�������� = 6
ceea ce implic¼a:

d (d1; d2) =
6

3
p
6
=

p
6

3
:

Exerci̧tiul 4.4.2 [15] Fie punctul M(2; 1; 0) şi planul (P ) : 2x + 2y + z = �3.
S¼a se determine:
a) proiecţia lui M pe plan;
b) simetricul lui M faţ¼a de plan;
c) distanţa de la M la planul (P ).

Soluţie: a) Perpendiculara din punctul M pe planul (P ) este

x� 2
2

=
y � 1
2

=
z

1

Proieçtia M 0 a punctului M pe planul (P ) se obţine din interseçtia acesteia cu
(P ). Rezolvând sistemul 8<:

x� 2
2

=
y � 1
2

=
z

1
2x+ 2y + z = �3

g¼asim M 0(0;�1;�1).
b) Coordonatele simetriculuiM 00 al punctuluiM faţ¼a de plan se obţin din relaţiile

xM 0 =
xM + xM 00

2
; yM 0 =

yM + yM 00

2
; zM 0 =

zM + zM 00

2
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Prin urmare avem simetricul M 00(�2;�3;�2).
c) Distanţa de la punctul M la planul (P ) este conform (4.7)

d (M;P ) =
j2 � 2 + 2 � 1 + 1 � 0 + 3jp

22 + 22 + 12
= 3:

Exerci̧tiul 4.4.3 [15] S¼a se a�e coordonatele proiecţiei ortogonale a punctului
M(1; 1; 1) pe dreapta (d) :

x� 1
2

=
y + 1

2
=
z + 12

�1

Soluţie: Fie M 0(�; �; ) proieçtia punctului M pe dreapta (d). Deoarece
M 0 2 (d), obţinem rela̧tiile:

�� 1
2

=
� + 1

2
=
 + 12

�1

VectorulMM 0(��1; ��1; �1) este perpendicular pe vectorul director al dreptei
(d). Prin urmare, avem MM 0 ? �v , hMM 0; �vi = 0, 2(�� 1)+ 2(�� 1)� (�
1) = 0. Rezolvând sistemul, g¼asim � = �1; � = �3;  = �11.

Exerci̧tiul 4.4.4 [15] S¼a se scrie ecuaţia unui plan care trece prin dreapta

(D) :
x� 1
0

=
y � 1
1

=
z � 2
2

şi care este perpendicular pe planul (P ) : x+ y + z = 0.

Soluţie: Planul c¼autat va conţine vectorul director al dreptei (D) şi normala
la (P ) şi va trece prin orice punct al dreptei (D), spre exemplu, prin punctul
A(1; 1; 2). Prin urmare, ecuaţia planului c¼autat este:��������

x� 1 y � 1 z � 2
0 1 2

1 1 1

�������� = 0

�x+ 2y � z + 1 = 0:

14



Algebr¼a liniar¼a, geometrie analitic¼a şi diferenţial¼a

Exerci̧tiul 4.4.5 [15] S¼a se determine simetrica dreptei

(d) :
x� 1
4

=
y

1
=
z � 2
�2

faţ¼a de planul xOy.

Soluţie: Pentru a determina simetrica dreptei (d) faţ¼a de planul xOy, construim
simetricele a dou¼a puncte de pe (d) fa̧t¼a de acest plan. Pentru comoditate, unul
dintre puncte îl alegem la interseçtia lui (d) cu xOy, adic¼a M(5; 1; 0) (deoarece
simetricul luiM faţ¼a de plan este totM). Fie, acum, N(1; 0; 2) 2 (d). Simetricul
lui N faţ¼a de xOy este N 0(1; 0;�2) iar dreapta c¼autat¼a este:

N 0M :
x� 1
4

=
y

1
=
z + 2

2
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Bucureşti, 1993.

[3] Udri̧ste, C., Tomuleanu V., Geometrie analitic¼a, Manual pentru clasa a XI
a, Editura Didactic¼a şi Pedagogic¼a, Bucureşti, 1985.
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