Metode de Optimizare — Notiuni recapitulative de Analizd Matematica si Algebra Liniara

Spatii topologice. Spatii metrice. Spatii normate.
Spatii Hilbert

Reamintim o serie de definitii si teoreme legate de spatiile topologice,

metrice, normate si spatiile Hilbert.

Topologie. Multimi deschise. Multimi inchise. Vecinatiati. Puncte
interiore, exterioare, aderente, de frontiera.

Fie X o multime. O familie t de submultimi ale lui X se numeste topologie
pe X daca si numai daca sunt indeplinite urmatoarele conditii:

1. Xsi < sunt elemente ale lui ©

2. Daca I este o familie oarecare de indici si daca Gj € T pentru orice i €

I, atunci UGi ET.

iel
3. Daca I este o familie finita de indici si dacd G; € t pentru orice i € I,

atunci ﬂ G, et.

iel

Multimea X Inzestrata cu o topologie t se numeste spatiu topologic si se
noteazd (X,t). Daca nu existd posibilitatea unei confuzii, nu se mai precizeaza
topologia t. Elementele unui spatiu topologic se numesc puncte, iar elementele
topologiei se numesc multimi deschise (cu alte cuvinte, GcX se numeste multime
deschisa daca si numai daca G e t). O submultime F a spatiului topologic X se
numeste inchisd daca este complementara (in raport cu X) unei multimi deschise.
Topologia in care familia multimilor deschise este {J, X} se numeste topologia
indiscreti sau triviald pe X. Topologia 14 = 2% se numeste topologia discreti pe
X. Familia reuniunilor de intervale deschise ale lui R Tmpreuna cu & da o
topologie pe R numita topologia uzuald (sau topologia naturali) pe R

O submultime V a spatiului topologic X se numeste vecindtate a punctului
xeX daca existd o multime deschisa G astfel incat xeG V. Mai general, V este

o vecinatate a multimii A < X dacd existd o multime deschisa G astfel incat A
1
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G < V. Se poate ardta usor ca o submultime A < X este deschisd daca si numai
daca este vecinatate pentru orice punct al sdu. O multime U(x) de vecinatati ale
unui punct x €X se numeste sistem fundamental de vecinatati pentru punctul x
dacd pentru orice V vecinatate a lui x existd UeU (x) astfel incat U — V. Daca
notdm cu V(x) multimea tuturor vecinatdtilor lui x atunci sunt adevarate
urmatoarele proprietati:

V1. Daca V € V(x) atunci xe V.

V2.Daca V € V(x) si Vc U, atunci U € V(x).

V3.Daca V, U € V(x), atunci VNU € V(x).

V4. Daca V € V(x), atunci existd U € V(x) astfel Incat V este vecinatate
pentru fiecare punct yeU.

Se poate arata cd proprietdtile V1-V4 definesc unic topologia lui X, in
sensul ca daca functia x — V(x) satisface conditiile V1-V4, atunci

1= {GcX: Ge V(x) pentru orice xeG } U {J}
este o topologie pe X si V(x) este multimea vecindtitilor lui x in aceastd
topologie. Se spune ca aceastd topologie a fost generata cu ajutorul vecinattilor.
Aceasta observatie ne permite sa definim o topologie pe X pornind de la o familie
{U(x) }xex de submultimi ale Iui X cu proprietatea ca
V(x) = {VcX: existd Ue U(x) astfel incat UV}

satisface conditii V1-V4 pentru orice x.

In cele ce urmeazi A este o submultime a spatiului topologic X.

Se numeste interiorul multimii A, si se noteaza cu int(4) (sau A ),
reuniunea tuturor multimilor deschise incluse in A. Int(A) poate fi definit Tn mod
echivalent ca fiind cea mai mare multime deschisa (relativ la relatia de incluziune)
continuti in A. Punctele multimii int(A) se numesc puncte interioare ale lui A. In
consecintd, xeint(A) dacd si numai daca existd o multime deschisa G astfel incat
xeGcA. Multimea A este deschisa daca si numai daca A=int(A).

Se numeste inchiderea multimii A, $1 se noteaza cu A, intersectia tuturor
multimilor inchise ce contin pe A. A poate fi definitd in mod echivalent ca fiind
cea mai mica multime Inchisd (relativ la relatia de incluziune) care contine pe A.

Punctele multimii A se numesc puncte aderente ale lui A. Se observi imediat ci
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xe A daca si numai daca pentru orice vecinatate V a lui X, VNA#J. Multimea A
este inchisa daci si numai daca A= A. Multimea A se numeste densa in X daca
A=X. Se poate ardta ca
X- A =int(X-A) si X-int(A)=X — A .

Se numeste exteriorul multimii A, $1 se noteazd cu exterior(4), multimea
int(X-A). Un punct xeexterior(A) se numeste punct exterior lui A. Rezultd
imediat ca xeexterior(A) dacd si numai daca existd o vecinatate V a lui x astfel
incat VNA=Q.

Se numeste frontiera multimii A, si se noteazd cu Fr(4) sau HA),
multimea ANX—A . Elementele multimii Fr(A) se numesc puncte frontierd ale
lui A (puncte care nu apartin nici interiorului nici exteriorului multimii A). Vom
nota cu fin(A)=Fr(A)-A= A-A (multimea punctelor frontierd ale lui A care nu
apartin lui A).

Se poate arata ca:

e int(A)=A-Fr(A)

e A=AUFr(A)

e Fr(X-A)=Fr(A)

e Fr(AUB)cFr(A)UFr(B)

e  Fr(AnB)cFr(A)UFr(B)

e X=int(A)uexterior(A)UFr(A)

o Fr( A)cFr(A)

e Fr(int(A))cFr(A)

o A este deschisa daca si numai daca Fr(A)= A-A

e A este inchisa daca si numai daca Fr(A)=A-int(A)

Multimea A se numeste multime de tipul G5 daca se poate scrie sub forma
unei intersectii numarabile de multimi deschise ale lui X. Multimea A se numeste
multime de tipul F, daca se poate scrie sub forma unei reuniuni numarabile de
multimi inchise ale lui X.

Daca (X, t) este un spatiu topologic si A o submultime a lui X, atunci

A= {ANG: G €1}
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este o topologie pe A numita topologia indusd pe A de topologia t, sau restrictia
(urma) topologiei t pe A. Se mai spune cad A este subspatiu topologic al lui X.
Orice element al lui To se numeste multime deschisa in A, iar orice submultime a
lui A inchisd in topologia ta (i.e. complementara unui element al lui t4) se
numeste multime Inchisa in A. Multimea B este ta-inchisa (inchisa in A) daca si
numai daca existd o multime inchisd F (relativ la t) astfel iIncait B = F NA.
inchiderea lui B in topologia T, este intersectia dintre inchiderea lui B in
topologia t si A.

Fie 1; si 12 doua topologii pe X. Se spune ca t; este mai slabd (sau mai
putin find) decat t, sau cd 1, este mai tare (sau mai fina) decat t; daca orice
multime deschisd in topologia 1, este deschisa si in topologia 1, (cu alte cuvinte,
Get = Geny).

Un spatiu topologic X se numeste spatiu T, sau spatiu (separat)
Hausdorff daca si numai daca oricare ar fi punctele distincte x, y € X, exista doua

multimi deschise disjuncte Gy si Gy astfel incat xe Gy si ye Gy.

Siruri in spatii topologice

Se numeste gir in spatiul topologic X (sau cu termeni din spatiu topologic
X) o functie x: N— X. Un sir x: N— X se noteaza cu (Xy)n, Xn = X(n) pentru orice
neN. Se numeste subgir al sirului x: N— X sirul xog unde g: N —»N este o

functie strict crescatoare (adica, g(n) < g(n+1) pentru orice n). Notand k, = g(n),

obtinem xo g(n) = x(k,) = X . Un subsir xo g se noteaza cu (xk ) .
n n/n

Un punct ae X se numeste limita sirului (x,), din X (sau se spune ca (Xp)n

converge la a In X) si se scrie lim x,=a dacd si numai dacd pentru orice
n—oo

vecindtate V a lui a existd nyeN astfel incat pentru orice n>ny avem x, € V.

Daca X este spatiu T, (Hausdorff), atunci limita unui sir (daca existd) este
unica.

Un sir din spatiu topologic X care are limita in X se numeste convergent

in X. Un sir care nu este convergent se numeste divergent.
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Un punct ae X se numeste punct limita al girului (x,), dacad si numai daca
pentru orice vecinatate V a lui a si orice neN existd k>n, astfel incat xx €V. Un
punct a este punct limitd al sirului (x,), dacd si numai daca existd un subsir al
sirului (x,), convergent la a.

Fie A o submultime nevida a multimii numerelor reale. Un element M €R
(respectiv meR) se numeste majorant respectiv, minorant) al multimii A daca
pentru orice XeA avem x< M (respectiv x>m). Cel mai mic majorant (respectiv,
cel mai mare minorant) al multimii A se numeste margine superioard (respectiv,

margine inferioard) a multimii A si se noteaza cu sup A sau sup x, respectiv inf
X€A

A sau inf x. Dacd A nu admite majoranti (respectiv, minoranti), sup A = o
XEA

(respectiv, inf A = -o0). Este usor de observat cd M (respectiv, m) este marginea
superioard (respectiv, marginea inferioara) a multimii A dacad si numai daca sunt
indeplinite urmatoarele doua conditii:
1. x <M (respectiv, x>m) pentru orice XeA.
2. pentru orice € > 0, existd x; € A astfel incat x, > M-¢ (respectiv, X; <
m+e)

Pentru un sir de numere reale (x,, ) se noteaza
nzn

0

sup X, = sSup{Xy, n=>np} si inf x, = inf {x,, n>np}.
n n

Este usor de aratat ca daca sirul de numere reale (x,), este crescator (adica x, <

Xp+1 pentru orice n) atunci lim x,=supx,. De asemenea, daca sirul (x,), este
n—»oo n

descrescator (adica x, = X+ pentru orice n) atunci lim x,=inf x,.
n—oo n

Pentru sirul de numere reale (x,), notam A, = {xx, k>n}. Se numeste limita

superioard (respectiv limita inferioard) a sirului (X,), $i se noteaza limsup x,
n—oo

(respectiv, liminf x,) limita sirului descrescator (respectiv, crescator) (by),, unde
n—oo

b, = inf A, (respectiv, b, = sup A,). Altfel spus,

limsup x, = inf supxg, liminf x, = sup inf x.
n—00 n k>n n—»o0 n k=n
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Evident, inf x, < liminf x, <limsup x, < sup X,. Pentru orice sir de numere reale
n n—>o0 n—0 n

(Xn)n S€ poate ardta ca

e Existd lim x, dacd si numai dacd liminf x, = limsup x,, §i in acest
n—00 n—oo n—o

caz cele trei limite coincid.
e Orice punct limitd a al lui (x,), are proprietatea ca :

liminf x, < a < limsup x,.
n—oo n—oo

Functii continue pe spatii topologice

Fie X si Y douad spatii topologice, A o submultime a lui X si fie f: A Y
o functie. Fie a un punct de acumulare al lui A (adica un punct cu proprietatea ca
pentru orice U vecindtate a lui a, A N (U \ {a})#). Se spune ca f are limita be Y

in punctul a si se scrie lim f (x) = b daca pentru orice vecindtate V a lui b exista o
X—a

vecinatate Uy a lui a astfel incat f(x) € V pentru orice x € (Uy\ {a}) NA.

Se spune ca f: A —>Y este continud intr-un punct a € A daca pentru orice
vecinatate V a lui f(a) existd o vecindtate Uy a lui a astfel incat f(x) € V pentru
orice X € Uy MA. Se observa ca f este continud in orice punct izolat (adica un
punct acA pentru care existd o vecinatate U a lui a astfel incat A N U = {a}).
Daca a€A este punct de acumulare pentru A, atunci f este continua in a daca si

numai daca lim f (x)= f(a). Daca f este continud in a §i (X,), este un sir din X
X—a

astfel incat lim x=a, atunci lim f(x,)=f(a).
n—oo n—oo

Se spune ca f : A Y este continud pe A daca f este continud 1n orice
puncta € A.
Daca X si Y sunt doud spatii topologice si f:X—Y este o functie, atunci
urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1. fcontinud pe X
2. Pentru orice multime deschisd G < Y, £'(G) este deschisi in X
3. Pentru orice multime inchisi F c Y, £'(F) este inchisa in X
4

Pentru orice A — X avem



Metode de Optimizare — Notiuni recapitulative de Analizd Matematica si Algebra Liniara

f( A) cf(A)
5. Pentru orice Bc Y avem
f'l—(B) f! (E) .
Daca X si1 Y sunt doud spatii topologice si f:X—Y este o functie bijectiva,

atunci f se numeste homeomorfism daci fsi ' sunt continue.

Spatii compacte
Un spatiu topologic X se numeste compact daca este Hausdorff si din

orice acoperire deschisa a sa se poate extrage o subacoperire finitd (mai precis,

oricare ar fi familia (G;); de multimi deschise cu proprietatea ca UGi = X, exista
i

n
o subfamilie finita G; , G , ..., G; astfel incat U G; = X). O submultime A a
=1

unui spatiu topologic X se numeste compactd daca inzestratd cu topologia indusa
de X este spatiu compact. Orice submultime compacta a unui spatiu Hausdorff
este Inchisd. O submultime A a unui spatiu topologic X se numeste relativ
compactd daca A compacta.

Daca X este un spatiu compact, Y este un spatiu topologic Hausdorff si
f:X—>Y este o functie continud, atunci f(X) este compacta in Y.

O submultime a lui R (cu topologia uzuald) este compactd dacd si numai
daca este inchisd si marginitd. Dacd X este un spatiu compact si f:X—R este o
functie continua, atunci f este marginita si isi atinge extremele, adicd exista Xmin,
Xmax € X astfel Incat:

f(Xmin) < f(X) < f(Xmax) pentru orice xe X.

Spatii local compacte
Un spatiu topologic X se numeste local compact daca este Hausdorff si
daca orice punct al sdu are o vecinatate compacta. Se poate ardta ca X este local

compact daca si numai daca este o submultime deschisa a unui spatiu compact.
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Pentru orice submultime compacta K a spatiului local compact X si pentru
orice vecindtate V a lui K, existd o functie continud f: K —[0, 1] astfel incat f (x)
= 1 pentru orice xeK si f (x) = 0 pentru orice xe X-V.

R (cu topologia uzuald) este spatiu local compact.

Spatii metrice
Fie X o multime. Se numeste distanta (sau metricd) pe X o functie
dXxX—>R
cu urmatoarele proprietati:

1. d(x, y) > 0 pentru orice X, y €X;

2. d(x, y) = 0 daca si numai daca x =y;

3. d(x,y) = d(y,x) pentru orice x, y €X;

4. d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) pentru orice X, y, y €X.

Perechea (X, d) se numeste spatiu metric. Petru orice acX si orice r >0 se
numeste bila (deschisd) din X centratd in a de raza r si se noteaza cu B(a, 1)
multimea:

B(a, r) = {x € X: d(a,x)<r}.

Familia bilelor din spatiul metric (X, d) definesc o topologie numita
topologia asociatd (canonic) distantei (metricii) d. Mai precis, o multime G este
deschisa in aceastd topologie dacd pentru orice x € G existd r,>0 astfel Tncat
B(x,rx)cG. Doua distante (metrice) se numesc echivalente daca topologiile
asociate coincid. Un spatiu topologic se numeste metrizabil daca exista o distanta
(metricd) d pe X cu proprietatea ca topologia asociatd lui d coincide cu topologia
de pe X.

Fie (X, d) un spatiu metric si fie (Xy), un sir din X. Punctul aeX este
limita sirului (x,), din X (relativ la topologia indusa de metrica d) daca si numai
daca pentru orice >0 existd n.eN astfel incat pentru orice n>n, avem d(a,x,) <e.

Fie (X, d) un spatiu metric si fie (x,), un sir din X. Sirul (x,), se numeste
sir Cauchy (sau fundamental) daca si numai daca pentru orice €>0 existd n.eN
astfel incat pentru orice m,n>n, avem d(xm,X,) <€ (sau echivalent, pentru orice >0

existd ngeN astfel incat pentru orice nn; si orice peN avem d(Xp+p,Xn) <€).
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Orice sir convergent este sir Cauchy. Reciproca nu este adevérata. Un
spatiu metric (X, d) in care orice sir Cauchy este convergent se numeste spatiu
metric complet.

Fie (X, dx) si (Y, dy) doud spatii metrice si fie f :X—Y o functie. Pentru
orice ae X urmatoarele afirmatii sunt echivalente

1. fcontinudina

2. Dacd (Xn)n este un sir din X astfel incat lim x,=a, atunci
n—oo

lim f(x,)=f(a).

n—oo

3. pentru orice &>0 exista 0.>0 astfel incat pentru orice xeX cu

dx(x,a)<9d, rezultd dy(f(x), f(a))<e.

O functie f : X — Y intre spatiile metrice (X, dx) si (Y, dy) se numeste
uniform continud daca pentru orice € > 0 exista o, > 0 astfel Incat pentru orice X,
y €X cu proprietatea ca dx(X, y) < O, s avem dy(f(x), f(y)) < €. Evident, orice
functie uniform continud este continua. Daca X este spatiu compact, atunci orice

functie continua f :X—Y este uniform continua.

Spatii normate si spatii Hilbert
Un spatiu liniar (vectorial) V peste corpul K (K=R sau K=C) este o
multime nevida inzestrata cu doud operatii: o operatie interna
+:VxV-oV, (x,y) > x+y,
numita adunarea vectorilor, Tmpreuna cu care V are o structurd de grup abelian,
adica satisface axiomele:
l.(x+y)+z=x+(y+2z),oricare ar fix, y, z €V ( legea este asociativa);
2.x+y=y+xoricare ar fi X, y €V ( legea este comutativa);
3. exista in V un element 0, numit vectorul nul, astfel incat x + 0 =0 + x
oricare ar fi x €V ( exista element neutru);
4. oricare ar fi x € V existd - xeV astfel incat x + (- x) = (-x) + x =0
(orice element admite simetric)
si 0 operatie externa :
KxV-o>V, (a,x)>ax

(de Tnmultire a vectorilor cu scalari) care satisface axiomele:
9
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a. daca 1€K este elementul neutru la inmultire din K, atunci 1x = x,
oricare ar fi xeK.

b. (ap)x = a(Bx) oricare ar fi a, BeK si xeV;

c.(a+B)x=ax+Pxoricare ar fia, p €K si xeV;

da(x+y)=ax+ayoricare ar fiaeK six, yeV.

Pentru spatiul liniar V peste K, elementele Iui V se numesc vectori, corpul
K se numeste corpul scalarilor, iar elementele lui se numesc scalari.

Doua spatii liniare V si W peste corpul K se numesc spatii liniare
izomorfe daca exista o aplicatie bijectiva h: V. — W cu proprietatile: h(x+y) =
h(x) + h(y) pentru orice x, y €V si h(ax) = ah(x) pentru orice a.€K si orice xe V.
Aplicatia h (cu proprietatile de mai sus) se numeste izomorfism de spatii liniare.

Fie V un spatiu liniar peste corpul K. Vectorul xeV este combinatie

liniara a familiei de vectori {x;, i€l}, dacd x se poate scriec sub forma x =

Zocixi , unde numai un numdr finit dintre coeficientii o; sunt nenuli. Familia
iel

{x;,iel} de vectori din V se numeste familie liniar independenta (sistem liniar
independent) daca si numai daca vectorul nul 0 se poate scrie ca o combinatie

liniara de vectori ai familiei numai cu scalari nuli: mai precis, pentru orice

multime finitd [p I pentru care existd scalarii o, i€ Iy astfel Incat Z o;x; =0
ieI0

rezultd o; = 0 pentru orice i€lp. Familia {x;, i€l} de vectori din V se numeste

sistem de generatori pentru V dacd pentru orice xeV existd multimea finita Ip < I

si scalarii oy € Iy astfel incat x = z o;X; . Se numeste bazd a spatiului liniar V o
ieI0

familie de vectori care este liniar independenta si sistem de generatori. Un spatiu

liniar se numeste finit dimensional daca existd o baza a sa cu un numar finit de

vectori. Orice doud baze ale lui V au acelasi cardinal. Se numeste dimensiunea

spatiului liniar V peste corpul K si se noteaza cu dimgV numarul cardinal al unei

baze.

Daci pe K" = {(a1, 0a,..., 0y ) 1 oy € K, oricare ar fii €{1, 2,...n}} (K=R

sau K=C) definim adunarea si inmultirea cu scalari din K in maniera de mai jos

10
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(a1, 02,..es 0 ) + (B, B2y-- s P ) = (ot B1, 02+ Po,..., On+ Bn)
oLy, 0L,..., Oy ) = (QLOL1, OO, . .., OLOLY, ),
atunci este usor de observat cd sunt indeplinite conditiile cerute de definitia
spatiului vectorial si deci K" este spatiu vectorial peste K. Dacad pentru orice i
e{l,2,...,n} notdm '
e'=(0,0,.., 1,0,..0)

pozitia i

atunci B = {e', &%, ..., ¢"} este o bazi in K" numitd baza canonicd. Deci dimgK" =
n. Se poate arata ca orice spatiu liniar V peste K a carui dimensiune dimgV = n
este izomorf cu K".

Fie V un spatiu liniar peste corpul K. O submultime G a lui V se numeste
subspatiu liniar (sau subspatiu vectorial) daca din x, y €G rezultd x+yeG si ax
€G pentru orice a.€eK (sau echivalent, oricare ar fi x, y €V si a, fe K, avem
oxt+Py €Q). Orice subspatiu liniar G al lui V este spatiu liniar peste K in raport
cu operatiile induse de pe V. Daca A este o submultime a lui V, atunci cel mai
mic (in raport cu relatia de incluziune) subspatiu liniar al lui V care contine A se
numeste subspatiul liniar generat de A si se noteaza cu Sp(A4). Se poate arata ca
multimea Sp(A) coincide cu multimea tuturor combinatiilor liniare formate cu

vectori din A.

Fie V un spatiu vectorial peste corpul K (K=R sau K=C). O norma pe V
este o functie p: V — [0, o) care satisface urmatoarele conditii:

1. p(x) =0 daca si numai daca x = 0.

2. p(x+y) <p(x)+p(y)pentruorice xsiy € V.

3. p(Ax) = |A| p(x) pentru orice AeK si orice x €V.
Perechea (V, p) se numeste spatiu normat. In cele ce urmeaza vom nota p(x) =
|[x|| pentru orice xeV si vom spune ca V este un spatiu normat in loc de (V, ||||),
atunci cand norma ||-|| se subintelege. Pe orice spatiu normat se poate defini o
metrica (distantd) canonica d prin d(Xx, y) = ||x - y|| pentru orice X, y €V. Prin
urmare oricarui spatiu normat i se pot asocia in mod canonic o structurd metrica si
o structura topologica. Petru orice xoe 'V si orice r >0 vom nota cu B(xy, r) bila din

V centratd in xo de razar:

11
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B(xo, 1) ={x € Vi | x-Xo| <r}.
Pentru orice spatiu normat V (inzestrat cu structura metrica si structura topologica
asociate in mod canonic) sunt adevarate urmatoarele afirmatii:

1. Sirul (xp), din V converge la xeV daca si numai daca lim|| x,-x | =0

2. Sirul (Xp)n din V este sir Cauchy (fundamental) daca si numai dacd pentru
orice £>0 existd n, € N astfel Incét || x, - Xm || < € pentru orice m,n > n..
3. ||-]l: V> [0, ) este o aplicatie continua
4. Functiille (X, y) > x+y[: VxV > V]si(A, x) > Ax[: KxV —> V] sunt
continue (V x V si K x V sunt inzestrate cu topologia produs).
O norma se numeste completid daca metrica asociatd ei este completa (i.e. daca
orice sir Cauchy este convergent). Un spatiu normat se numeste spatiu Banach
dacd norma cu care este inzestrat este completd. Normele p; si p» definite pe
spatiul vectorial V se numesc echivalente dacd topologiile asociate (in mod
canonic) lor coincid. Pentru a desemna faptul ca p; si p, sunt echivalente vom
folosi notatia p; ~ p2. Se poate ardta ca normele p; §i p2 sunt echivalente daca si
numai daca exista M, m >0 astfel incat
m pi(x) < p2(x) £ M pi(x) pentru orice X € V.

V se numeste K algebra normata daca V este K algebrad si in plus este
inzestrat cu o norma |||| ce satisface urmatoarele doua proprietati:

1. (V, ||| este spatiu normat

2. [lxyll < [Ix|H Iyl pentru orice x, y €V,
O algebra normata Inzestrata cu o norma completd se numeste algebra Banach.

Fie V si W doua spatii liniare peste corpul K (K=R sau K=C). O aplicatie
f:V—>W se numeste liniard daca si numai daca f(Ax + py) = Af(x) + uf(y) pentru
orice A, pe K six,ye V. Dacd f: V—> W este o aplicatie liniara, iar V si W sunt
spatii normate, atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1. feste continua

2. feste continud in origine

3. Exista M > 0 cu proprietatea ca || f(x) || < M|[x || pentru orice xeE.

4

sup |[f(x)]|< oo.

Ix]<t

12
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5. sup|[f(x)||< .

Ix[=1
Vom nota cu L(V, W) spatiul aplicatiilor liniare si continue f : V. — W. Pentru
orice fe L(V, W), avem
sup |[f(x)|| =sup |[f(x)||= inf {M > 0 : || f(x) || < M|[x || pentru orice xeV }.

<[t <=1

Daca pentru orice fe L(V, W), definim || f || = sup|[[f(x)|, atunci (L(V, W), [|-]|)

Ixl<t
devine un spatiu normat. Spatiul L(V, W) este denumit spatiul operatorilor
liniari i marginiti definiti pe V cu valori in W, iar elementele din L(V, W) se mai
numesc operatori liniari marginiti. Spatiul operatorilor liniari si marginiti L(V,
W) este spatiu Banach daca si numai daca W este spatiu Banach.

Daca V este un spatiu normat iar pe spatiul L(V, V) introducem drept lege
de "inmultire" compunerea operatorilor, atunci L(V, V) devine o algebra normata.
Daca V este un spatiu normat peste corpul K, atunci spatiul normat L(V, K) se
numeste dualul lui V si se noteaza V'

Fie H un spatiu vectorial peste corpul K (K=R sau K=C). Se numeste
produs scalar pe H o aplicatie ¢ : H x H — K care are urmatoarele proprietati:

1. o(xty, z) =X, z) + ¢(y, z) pentru orice X, y, z € H.

2. ¢o(Ax,y)= Ap(x,y) pentru orice AeK si x € H

3. o(x,y)= (pi y,x} pentru orice x, y € H.
4. @(x,x) > 0 pentru orice x # 0.

Vom nota @(x,y) = <x, y> pentru orice X, y € H. Se spune cd norma spatiului
normat (H, || - ||) provine dint-un produs scalar <-, -> daca ||x|| = <x,x> pentru

orice x din H. Un spatiu pre-Hilbert este un spatiu normat in care norma provine
dintr-un produs scalar, iar un spatiu Hilbert este un spatiu pre-Hilbert complet (cu
norma completd).

Daca H un spatiu pre-Hilbert, atunci:
1. Doua elemente x si y din H se numesc ortogonale daca <x, y> =0.
2. Pentru A c H si xeH, x se spune ortogonal pe A si se noteaza x LA, daca

<x,y>=0 pentru orice yeA.

13
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3. O familie (x;); de elemente ale lui H se numeste sistem ortogonal sau familie

ortogonald daca <x;, X;> =0 pentru orice 1 # .

4. Un sistem ortogonal (x;); se numeste orfonormal daca ||x;|| = 1 pentru orice i.
5. Se numeste bazd ortonormatd a spatiului Hilbert H un sistem ortonormal
maximal (in raport cu relatia de incluziune).

Este usor de aratat ca orice sistem ortogonal de vectori nenuli este liniar
independent. Daca H este un spatiu Hilbert si (x;); este un sistem ortonormal,
atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1. (xj); baza ortonormala

2. Daca xeH si x Lx; pentru orice i, atunci x = 0.

3. Dacid xeH, atunci x = Y (x,X, )X, .

1

4. Daca x, yeH, atunci <x, y> = Z<x,xi><xi,y>.

1

5. Daca xeH, atunci ||x|| = Z‘<X,Xi>‘2

Orice doud baze ortonormale ale unui spatiu Hilbert au acelasi cardinal.
Dimensiunea (hilbertiand) a unui spatiu Hilbert este cardinalul unei baze
ortonormate.

Daca F este un subspatiu al spatiului Hilbert H, atunci se noteaza cu

F' = {x, xLF}

complementul ortogonal al lui F. Dacd F este un subspatiu inchis, atunci H=F &
F* (orice element din H poate fi reprezentat in mod unic ca suma dintre un
element din F si unul din F*).

Se numeste adjunctul operatorului liniar si marginit A € L(H;, Hy) (unde
H,, H, sunt spatii Hilbert) operatorul liniar si marginit A*e L(H,, H;) care
satisface conditia:

<A(x), y > =<x, A*(y) > pentru orice xeH;, yeH,.

Orice operator liniar $i marginit admite un unic adjunct.

Daca H este un spatiu Hilbert si AeL(H, H), atunci

1. A se numeste autoadjunct (sau hermitian) daca A = A*.

2. A se numeste unitar daca AA* = A*A =L

14
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3. A se numeste pozitiv daca A este autodjunct si <A(x), x> > 0 pentru
orice X €H.
Consideram spatiul vectorial V = K" (K=R sau K=C), neN*. Pe acest
spatiu orice doud norme complete sunt echivalente. Vom nota cu ||*||w, |||, ||‘|]2
urmatoarele norme uzuale pe K":

%[ = max |xj

1<j<n

n

Ixlh =2

J=1

1/2
L 2
||x||z=[z\xj\ ]
j=1

pentru orice X = (X1, X2, ..., Xn) € K".

x|

Norma ||-||; se numeste norma euclidiand si provine din produsul scalar

<X, y>= Zij_j pentru X = (Xi, X2, ..., Xn) $1Y = (Y1, Y2, --+» ¥n)
j=1

(dacd K = R, atunci <x, y> = » X i¥; ). Acest produs scalar este numit produsul
j=I1

scalar canonic pe K".

Pentru K= R sau K= C avem:

K" este spatiu Hilbert (in raport cu produsul scalar de mai sus) = K" este spatiu
Banach (in raport cu norma |-||, indusd de produsul scalar)= K" este spatiu
metric complet (in raport cu distanta euclidiand indusa de norma ||-||)= K" este
spatiu topologic (in raport cu topologia indusd de distanta euclidiand).

In raport cu aceasti topologie K" este spatiu local compact. O submultime A lui
K" este compacta dacd si numai dacd este inchisa (echivalent, contine limita
fiecarui sir convergent cu termeni din A) si marginitd (echivalent, exista M>0

astfel Incét ||x||.<M pentru orice xe A).

Elemente de analiza matriceala

Vom nota cu Mp,,(K) multimea matricelor cu m linii si n coloane (K =R

sau K = C). M n(K) are o structura de spatiu vectorial relativ la operatiile:

15
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adunare: A = (ajj)ij,B=(j))ij,C=(cij)ij € Mmn(K),
C = A+B daca si numai daca c;; = a;; + b;j pentru orice 1<i<m si 1<j<n.
inmultire cu scalari: A = (a;)ij, C=(cij)ij € Mmn(K), LeK.
C = LA dacd si numai daca c;; = Aaj; pentru orice 1<i<m si 1<j<n.
Produsul AB a doua matrice A = (ajj)ij€ Mmn(K) si B=(bjj)ije Mnp(K) este o

matrice C=(cjj)ij € Mmp(K) pentru care

n
cij= Y. a,b,, pentru orice 1<i<m si 1<j<p.
k=1

. . : = t
Transpusa unei matrice A=(ajj);j, este o matrice notatd A" = (a;,);;, ale
carei elemente sunt: a; ;= aj; pentru orice 1<i<n, 1<j<m.
. . . . - * *
Conjugata unei matrice A=(a;);;, este o matrice notata A = (a, )i, ale

carei elemente sunt: a:jZ a;; pentru orice I<i<n, 1<j<m. Conjugata este

caracterizata prin :
<Ax, y>=<x, A'y> pentru orice xeC" si orice ye C™.
(unde <-, -> este produsul scalar canonic pe C")
O matrice pentru care m=n se numeste pdtraticd. Elementul neutru la inmultire in

Mnn(K) este matricea unitate 1,:

O matrice Ae M,(K) este inversabild dacd exista Be M,,(K) astfel incat

AB=BA=I,. Inversa unei matrice A se noteazd A™'. Matricea A este inversabild
daca si numai daca det(A) # 0 - in acest caz se zice nesingulara.

: t . o . .

Matricele pentru care A=A’ se numesc matrice simetrice, iar cele pentru

* . ., . . . .

care A=A se numesc matrice hermitiene (evident, pentru matrice cu coeficienti

reali cele doud notiuni coincid). O matrice A se zice orfogonala daca A =A'si

unitard daci A" =A". Matricea A este diagonala dacd a;=0 pentru orice 1#j:

16
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(a, 0 0
A= 0 a 0 = diag(ay, ay,..., ay)
0 0 an

O matrice A € M,,,(K) poate fi tratata ca un vector din K™:
(ar1, @12,..., a1n, @21, @22, ++5 A2ny-+ vy Amls> Am2s - -» Amn)-
Datorita acestui fapt norma unei matrice poate fi introdusa Tn mod similar cu
norma unui vector din K™. Pe de alta parte, se stie cd existd un izomorfism de
spatii liniare intre My, »(K) si L(K", K™).

Fiecdrei matrice A = (a;j);; 1 se asociaza operatorul liniar S(A) definit prin

S(A)(X) = Ax = (D a;X )i<i<m PENtru orice X = (X, Xa, ..., X,) K",
i1

In cele ce urmeaza vom identifica A cu S(A). Cele mai des utilizate norme de
matrice sunt normele operatoriale: astfel pentru o matrice Ae My, n(K), daca pe
K™ se considera norma ||-|, iar pe K" se considera norma ||-||s, atunci se noteaza
cu ||Allqp norma de aplicatie liniard:

|Allop : = sup [[AX[lo = sup [|Ax]|q.
Ielp=1 Ielg=1

In cazul in care o=P se utilizeazi notatia ||Al|, = [|Allx si S€ spune ca ||A||, este
norma operatoriald a lui A subordonata normei vectoriale ||-||.

Fie Ae M,,(C). Scalarul A din C se numeste valoare proprie pentru A
daci exista vectorul nenul x € C" astfel incat:

Ax=AX
Vectorul x se numeste vector propriu asociat valorii proprii A. Se numeste
subspatiu propriu asociat valorii proprii A, subspatiul liniar
Vi = {xeC": Ax = Ax}

Multimea valorilor proprii ale lui A formeaza spectrul lui A si se noteaza cu o(A).
Raza spectrald a lui A se defineste prin:

p(A) = max|X|

kEG(A)
Normele operatoriale pentru o matrice A € My, (C) subordonate normelor

vectoriale [|[|u, [|[[1, [|]l> sunt respectiv:
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n

[Alle="max 3 laj
1<i<mij=l
m
[Ali=max 3 |aj
1< j<ni=l

1AL = y/p(a"A).

Pentru orice matrice A€ M, ,(C) si orice norma operatoriala ||-|| avem p(A) < [|A||.

Daca |||| este 0 norma operatoriala pe My ,(C), atunci

lim AkHZO daci si

numai daca p(A) < 1.
Fie <, -> produsul scalar canonic pe K" (K = R sau C) O matrice
AeM;n(K), K= R (respectiv, K = C) se numeste
e pozitiv definita daca este simetrica (respectiv, hermitiand) si daca
<AXx, x> > 0 pentru orice x#0 din K".
e negativ definitd daca este simetrica (respectiv, hermitiand) si daca
<AX, x> < 0 pentru orice x#0 din K".
e pozitiv semidefinitd daca este simetrica (respectiv, hermitiand) si
daca
<AX, x> > 0 pentru orice x € K".
e negativ semidefinitd daca este simetrica (respectiv, hermitiand) si
daca
<AXx, x> < 0 pentru orice x € K".
O matrice pozitiv definita introduce un produs scalar pe K" prin formula:
<X, y>a = <AX, y> pentru orice X, ye K".
In cele ce urmeazi ne vom concentra asupra matricelor A € M, »(R) simetrice.

Pentru o astfel de matrice notam determinantii situati pe diagonala principala cu

a| a2 a1k
AVEES an ay ax
Ak Aok aAkk

(k=1,2,...n)si i numim minori principali.
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e Dacd Ae M,,y(R) este o matrice simetricd si minorii principali Ay
(ke{1,2,...n}) sunt toti pozitivi, atunci A este pozitiv definita.
e Dacd Ae M,y(R) este o matrice simetricd i minorii principali A
(ke{1,2,...n}) respectd urmatoarea alternanta a semnelor:
A1 <0, Ay>0, A3 <0, A4>0, ..., (-1)"A, >0,
atunci A este negativ definita.
Daca A € M,n(R) este o matrice simetricd, atunci toate valorile ei proprii
sunt reale si existd o baza ortonormata a Iui R" formata din vectori proprii ai lui A.
In consecinti, existd o matrice ortogonald Q (avand pe coloane vectori proprii al

lui A) astfel Incat:

e N
A 0 0 0
Q'AQ* = 0 A2 0 0
0 0 0 An

~ /

unde Aj, Ay, ..., A, sunt valorile proprii ale lui A.

Matricea simetricd A € M, ,(R) este 0 matrice pozitiv semidefinita daca si
numai dacd toate valorile ei proprii sunt nenegative. De asemenea, A € M;n(R)
este pozitiv definitd dacd si numai daca toate valorile ei proprii sunt (strict)
pozitive.

Factorul de conditionare al unei matrice patrate AeM; ,(R) se defineste
prin

cond(A) = [|A] - A"
unde ||-|| este 0 norma operatoriald a matricei A. Prin conventie cond(A) = o daca
A este singulara. Daca A este pozitiv definitd, atunci ||All, = p(A) = Amax, Unde
Amax €Ste cea mai mare valoare proprie a lui A, iar ||A'1||2 = p(A'l) = L, unde
min

Amin €Ste cea mai micd valoare proprie a lui A. in consecintd, pentru o matrice

max

pozitiv definitda A, factorul de conditionare cond(A) = , unde Amax

min
(respectiv, Amin) €Ste cea mai mare, respectiv cea mai micd valoare proprie a lui A.

Se numeste cdtul Rayleigh asociat matricei A€M, (R), functia
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<X,Ax >

Ry : R0} > R, Ry(x) = .
<X,X >

Se observa usor ca Ra(ax) = Ra(x) pentru orice x € R"\{0} si orice a.eR. Daca
A este 0 matrice simetrica, atunci xe R" \{0} este punct stationar pentru R (adica
VR (x) = 0) daca si numai daca x este vector propriu al matricei A.

Principiul de minmax Courant-Fischer: Daca AeM,,(R) este o0 matrice
simetrica cu valorile proprii A;>A; > ...2A,, atunci

<X,Ax >

M= sup inf ,1 <k<n.

dimR(S):k xeS,x#0 <X,X >
(S este subspatiu liniar al lui R").
Ca o consecintd a principiului de minmax Courant-Fischer, rezulta ca
pentru o matrice simetrica A

<X,Ax > . <X,Ax >
Amax = MaX ———————, Apin = Min ——,
x20 <X,X> x20 <X,X >

unde Amax (respectiv, Amin) €ste cea mai mare, respectiv cea mai micd valoare

proprie a lui A. Ca urmare

<X,Ax > .
Amin € —————— < Amax pentru orice x#0.
<X, X >

max [Ra(x)| = max {[Ama|, [Aminl} = [|A]l2-
x#0
Lema Gershgorin: Valorile proprii ale matricei AeM, ,(R) sunt continute

n
in reuniunea discurilor |J K i unde
=l

Ki=<AeC: ‘k—ajj‘ék%‘ajk ,1<j<n.

k+#j
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