Se poate de demonstra destul de usor urmatorul rezultat:
daca functia f: A cR™ - R" este continua intr-un punct
a= (211,.€12,...,'c1m)T € A(in raport cu ansamblul variabilelor),

atunci f este continua in punctul a in raport cu fiecare
variabila in parte.

De asemenea, se poate arata ca, functia f:A cR"™ - RP
. - . A T A
este continua partial in punctul a= (al,az,...,am) €A, in
raport cu variabila x, , ke Np , daca si numai daca, exista

lim f(a,,....a,_,X,,a,,..a, ) S

Xk —)ak

lim f(a,,....a,_,X,,a,,..a, )=f(a,.a,,....a,)

X —ay
In schimb, o functie f : A c R™ — R” poate si fie continui

intr-un punct a€ A, in raport cu fiecare variabila 1n parte, fara
ca f sa fie continud in raport cu ansamblul variabilelor.

De exemplu, pentru functia f : R> — R, definita prin
Xty

f(x,y): 2X+3y
0. (x.y)' =0.0)"

., (x.y) #0,0)"

avem
limf(x.0)=lim > =1, limf(0,y)=limY =1
x—0 x>0 2x 2 y—0 y—0 3y 3

Deci, f nu este continud partial in punctul a = (0, 0)" in
raport cu nici o variabila. Prin urmare, f nu poate fi continua in
punctul a = (0, O)T.

Pentru functia f : R*> — R, definiti prin

2 k) =00

f(x,y)={x"+y ,

0, (x,y)" =0,0)"
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avem lirr%f(x,O) =0=£(0,0), lin(}f(O, y0)=0=£(0,0). Deci
X— y—

f este continud in punctul a = (0, 0)T in raport cu fiecare
variabila in parte. In schimb, f nu este continua in punctul
a=(0, 0)T (vezi exemplul 2 de 1a 2.7.3.)

2.7.8. Continuitatea dupa o directie

Vom spune ca functia f: A cR™ — R" este continua in
punctul ae A dupd directia vectorului ve R™\{0} daca
existd lim, f(x) si lim, f(x)=f(a).

x—a x—a

Se poate demonstra cu usurintd urmatorul rezultat: daca
functia f:AcCR™ >R este continua in punctul ae A,
atunci f este continua in punctul a dupa directia oricarui vector
ve R\{6} .

Sa consideram functia f : R? > R, definitd prin

XY (xy) #0.0)

2x+3
fx.y)= 2
= (xy) =00"
8
Pentru vectorul v=(1,2)" € R* avem
lim, f(x,y)= 3 =£(0,0), ceea ce inseamni cid f este
(x.)-(0.0) 8
continui in punctul (0, 0)" dupa directia vectorului ve R”.
Pentru vectorul w =(-1,2)" € R? avem
. 1
lim f(x,y)=—#£(0,0), ceea ce inseamni ca f nu este
(x,¥)->(0,0) 4

continui in punctul (0, 0)" dupa directia vectorului we R”.
In consecinta, f nu poate fi continud in punctul (0, O)T.
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2.7.9. Exercitii.

1. Fie f:AcR"™ - R"” o functie continud in punctul
ac A. Daca f(a)#0, atunci si se arate ca existd o vecinatate
V a lui a astfel incat f(x)# 0, pentru orice xe VNA.

2. Consideram functiile f,g:A cR™ — R continue in
punctul ae A. Daci f(a)<g(a), atunci si se arate ca existd o
vecinitate V a punctului a astfel incat f(x)< g(x) pentru orice
xe VNA.

3. Daca f,g:1c R — R” sunt functii continue pe I, atunci
sa se arate ca functia h:IcR —R, definitd prin
h(t)=<f(t),g(t)>, este continui pe multimea I.

2.7.10. Test de autoevaluare

1. Sa se studieze continuitate urmdatoarelor functii in punctul
a indicat in fiecare caz n parte.

s ’ )" % (0,0)
D flry) (x y)SlnX+y (x,y)" #(0,0) a0, O™

0, (x,y)" =0,0)"
2 2 2
ln(ltx Ty ) oy o) 2000
b) f(x,y,z)= X“+y +z ,
I, (x,y.2)" =(0,0,0)"

a=(0, 0, 0)";

sin(x+y) (X y)T " (0 O)T
o) f(x,y,z)=4 X+y ,a=(0, 0)";

0, (x,y)" =(00)"
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(X+1,X)T, x>2

¥ _1 3/1 -1
(GZX 1’ —|_xx+-i_y } (X’Y)Ti(O,O)T
O flay)={0 e ,
11 T T
E’g » (X’Y) :(an)
a=(0,0)";
. 3x_ T
(51;12)(,62 1,2x] X %0
e) f(x): X X , a=0;
23 )
(5959()) ) XZO
(Bx-4,x-3)", x<2
) f(x)= , a=2.

R. a) continud; b) continua; c) nu este continud; d) continua; e) continua;
f) nu este continua.
2. Sa se calculeze continuitatea laterala a urmatoarelor

functii In punctul a indicat in fiecare caz in parte.

X 1 T
(i,e_—J, x<0
|X X

T
H’Mj , X>0,a:0;

X X

a) f(x)= (

14D, x=0
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b) f(x) = (—1,%) , x=0,a=0

1 T
(2x—1,—+xj , x>0
2

R. a) nu este continui; b) este continua.
3. Sa se studieze continuitate partiala a urmatoarelor functii
in punctul a indicat in fiecare caz in parte.

X+3y T T
, x,y) #(0,0
a) f(x,y)=14x+y ( ) ( ) , a:(O,O)T;

3, (x.y) =(0.0)

32X +2y , (X,y)T - (O’O)T
b) f(x,y)=1 Y . a=(0,0)";
2 () =00y
(X + y)sin , (x, y)T # (0,0)T

o) f(x,y)= X+y ,a=(0,0)"
L (x,y)" =(0,0)"

sin(x +y) 1n(1+ x° +y2)
— = (xy) =00)
d) f(X,Y): X+y X"ty

L)' (xy) =(.0)"

R. a) continud in raport cu y; b) continud in raport cu x; c) nu este
continud nici Tn raport cu x si nici Tn raport cu y; d) continud in raport cu
ambele variabile.

4. Sa se studieze continuitatea urmadtoarelor functii n
punctul a dupa directia vectorului v.
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a)

3Xy 3 (X’Y) ¢(0,0)T
fx,y)=4% 7Y , a=(00), v=(1";
A~ (X’y)T:(O’O)T
b)
SlIle’ (X,y)T?':(O,O)T
fxy)=4" "7 , a=(00)",v=(21)";
=, (xy) =00)
c)
ln(21+x2)’ (x,y)" % (0,0)"
fx,y)=4 * 7Y , a=(00)",v=(1)";
3+ () =(00)
d)
X2+y2—2 T T
—_— , 1,1
ty = ooy S s
3, (x.y) =)’

f(x,y)=

X2+y2_5 y2—4 ! T T
((X—l)(y—Z)’ x—1j  (xy) 2 (12)

(_2,_2T, (x.y) =(1.2)

2
a=(12)", v=(2-1)";

9

R. a) continua; b) nu este continud; ¢) continua; d) continud; e) continua.
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2.8. Functii continue pe multimi compacte.
Functii uniform continue

In cele ce urmeaza, vom pune in evidentd citeva proprietiti
ale functiilor continue pe multimi compacte.

2.8.1. Teorema. Daca functia f:KcR"™ —>RP este
continua pe multimea compacta K, atunci functia f este
marginita pe multimea K.

Demonstratie. Sa presupunem, prin absurd, ca f nu este marginita pe

multimea K. Atunci, pentru orice M>0, existdi X,, € K astfel incét

”f(Xm)” > M . Daci luim M=n, n€ N, atunci, pentru fiecare n€ N,

gasim un punct X, € K astfel inct ”f(XM m >n.
Pe de altd parte, K fiind multime compacta, este marginita, deci sirul

(Xn)n este marginit. Conform lemei lui Cesaro (vezi Teorema 2.2.11 si

Exercitiul 2.3.8), sirul (Xn)n contine un subsir convergent (X ny )K. Fie

lim X, = a . Deoarece K este multime compacta, ea este si Inchisa, deci
K—oo

a€ k (vezi corolarul 2 al Teoremei 2.4.19), Deoarece f este continui pe
multimea K, atunci f este continud 1n punctul a.

Deoarece limx, =a,rezultaca lim f(XnK )= f(a) (vezi punctul 2
k K>

—o0

al observatiei 2.7.2.) si deci Ilim”f (XnK 1‘ = ”f (am (vezi exercitiul 3 de la
—>o0l
2.7.5). Dar din inegalititile Hf(xnK 1‘ >ny, ke N, deducem ci

lime(X . M =+o0, ceea ce constituie o contradictie deoarece ||f(a)||
K—w

este finit. m
2.8.2. Teorema. Daca functia f:KcR"™ —R" este
continud pe multimea compactd K, atunci £(x) este compactd.
Demonstratie. Din Teorema 2.8.1 rezultd ca f este marginitd pe K,
deci multimea K este marginitd. Mai trebuie sa aratdam ca f (K) este o
multime Tnchisa. Pentru aceasta este suficient sa aratam ca, oricare ar fi
sirul convergent de puncte din f (K) , limita sa apartine lui f (K) .
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Fie (yr1 )n un sir de puncte din f(K) astfel incat lim y, =b.
n—oo

Deoarece y, € f (k), (V)n € N, atunci, pentru fiecare n€ N, existd
X, €k astfel incat f(x, )=y, . Analog ca si in Teorema 2.8.1, se
aratd ca sirul (Xn )n contine un subsir convergent (XHK )k. Fie

lianK =a. Deoarece f este continud In punctul a, rezultd ca
n—>oo

lim f(x, )=f(a)e f(K).
Pe de alta parte, deoarece f(XrlK )= Yo, s (V)ke N, rezultd ci

limy, =f (a)e f(x). Prin urmare, deoarece lim y,=b si
K—o ” K K—oo

deoarece (ynK )K este un subgir al sirului (yn) rezultd ca

n’

lim Yo, =b. In consecinti, cum limita unui sir este unicd, din
K—oo

limy, =bsilimy, = f(a), deducemca b=f(a)e K. m

K—oo K K—oo K

2.8.3. Definitie. Fief : Ac R™ — R o functie marginita pe
A. Numerele reale m,M e R, definite prin

m = ianf(x): inf f(A),

M =supf(x)=sup f(A),

XeA
se numesc marginile functiei f pe mulfimea A. Numarul m se
numeste marginea inferioard, iar numarul M se numeste
marginea superioard a functiei f pe multimea A.

Vom spune ca functia marginita f: A c R™ — R 1si atinge
marginea inferioard (respectiv, marginea superioard) pe
multimea A, daca existd un punct x,_ € A (respectiv, x,, € A)
astfel incat m =inf f(x) (respectiv, M =sup f(x).

XeA xeA

2.8.4. Teorema.Daca functia f : K < R™ — R este continua
pe multimea compacta K, atunci f isi atinge marginile pe
multimea K.
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Demonstratie. Multimea K fiind compacta iar f continua pe K, atunci, in
baza teoremei 2.8.2, multimea f(K) este compactd, adicd marginitd i
inchisa. Deoarece f(K) C R este mirginitd atunci, conform axiomei lui
Cantor, existai M =supf(K) si m =inf f(K). Pe de alta parte, f(K)
fiind inchisa, in baza corolarului 3 al Teoremei 2.4.19, rezultad ca
m,Me f(K). Prin urmare, existi x, € K si x,,€ K astfel ncat
f(xm)zm si f(xM)zM. "

2.8.5. Observatie. A spune ca functia f:AcR"™ >R’
este continud pe multimea A inseamna cd pentru orice x€ A, f
este continud in punctul x, adica

Oricare ar fi xe A §i oricare ar fi €>0, existd

8 = 8(e,x) > 0 astfel incdt, pentru orice x's A cu ||x - x'|| <9,
sa avem ||f(x')— f(x)” <€.

In cazul in care numirul §=358(e,x)>0 nu depinde de
alegerea punctului xe A, adica, dacad pentru orice x€ A

putem alege acelasi 8=358(e)>0, cu proprietatea din enuntul

precedent, atunci spunem ca functia f este uniform continud pe
multimea A. Prin urmare, avem urmatoarea definitie.

2.8.6. Definitie. Vom spune ca functia f:AcR"™ - R"
este uniform continuda pe multimea A dacd, pentru orice
€>0, existd 8=58(g)>0 astfel incat, pentru orice x*,x € A
cu ||x'—x”|| <9, sd avem ||f(x')— f(x")” <E€.

Este evident cd, dacdi f:AcR™ — R? este uniform
continud pe A, atunci f este continud pe A.

2.8.7. Exemple. 1. Functia f:R™ - R, f(x)=||x
uniform continua pe R™. Intr-adevir, fie € > 0. Atunci, alegand
5=23(¢)=¢, pentru orice x*,x e R™ cu ”X\—X“” <9, avem

, este
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()= £ (x") =[] - |x"[| <[x'—x'| <& si deci uniform
continua pe R™.
2. Functiaf : R™ - R, f ||x|| nu este uniform continua

pe R™. intr-adevir, si presupunem, prin absurd, ci f ar fi
uniform continud pe R™. Atunci, pentru orice €>0, exista

5=38(e)>0 astfel 1incit, pentru orice x',x'€R™ cu

||x'—x"|| <90, sa avem |f (x)-f (x)| <e¢. Putem alege punctele

A S .
x',x"e R™ astfel incét sd avem ||x'—x"|| =§. Mai mult, putem
Vot Tpm NPV T A
alege punctele x',x'"e R™ astfel incat sa avem ||x||>§ si

||x”|| > % (de exemplu, putem lua

 4e+28° | 4e+28

a, x''=
20 20

In aceste cond1t11 avem:

Pl e =l st + )=
el e)s SR

deci |f (x')-f(x' )|>2e, ceea ce contrazice inegalitatea

a, unde ae R™ cu ||a||:1).

|f (x')-f (x”)|<£ obtinutid mai sus. In consecinti, f(x ||x||

x€ R™, nu este uniform continua pe R™.

2.8.9. Teorema. Daca functia f:kcR™ —RP este
continua pe multimea compacta K, atunci ea este uniform
continud pe K.
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Demonstratie . Sa presupunem, prin absurd, ca functia f nu este uniform
continud pe multumea K. Atunci, existd €,=0 astfel Incat, oricare ar fi

8>0,existd X'5,X''5€ K cu
HX'S—X"SH<8 si Hf(x's)—f(x"al‘>£0.

. 1 . . .
Ludnd 8d=—, ne N,n>1, atunci, pentru fiecare ne N,n2>1, existd
n

A A ~ L} " 1 M ' "
x' ,x'" €K astfel incat si avem ‘xn—x < s “f(xn)—f(x n] >€.

Deoarece sirurile (x'n )n , (x"n )n sunt marginite (K fiind compactd, deci

marginitd), atunci in baza lemei lui Cesaro (vezi Teorema 2.2.11 si
Exercitiul 2.3.8), fiecare sir contine cate un subsir convergent,

(x' ) ,(x' ) . Mai mult, dacd lim x' =a, atunci din inegalitatea
g 'K g 'K Ko DK

1 . .1
<— i din faptul cd lim —=0, deducem ca
Ny K—oo Ny

lim(x' —x"' ):9, deci: lim x" zlim[x' —(x' —x" ) =a. Prin
K- Mk M Koo Mk Koo Mk i R

urmare, deoarece lim x' =a, lim x'"_=a si deoarece f este continua
K- K Ko K

in punctul a (fiind continua pe K), rezultd ca Igim f (x'nK)=f(a),
—>oc0
lim f(x"nK )= f(a) si deci Jim [f(x'nK )—f(x"nK )]: 0. Dar din inegalitatile

K—
Hf(x'nK )—f(x"K]‘>eo,KeN, deducem ca sirul (f(x'nK)—f(x"nK))K nu

poate avea limita © . Am ajuns astfel la o contradictie. m
O alta clasd de functii uniform continue o reprezintd clasa functiilor
lipschitziene.

2.8.10 Definitie. Vom spune ca o functie f : Ac R™ - R”
este functie lipschitziand daca existd un numdr >0 astfel
incat, pentru orice x',x''e A sd avem

b)) < L'

Inegalitatea precedentd se numeste condifia lui Lippschitz,

iar numarul L>0 se numeste constanta Lipschitz a functiei f.
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2.8.11. Teoremia. Daca f:AcR™ —RP este functie

lipschitziana, atunci f este uniform continua pe A.
. C e s €

Demonstratie. Fiee>0 si sa luam SZE , unde L este constanta

€

Lipschitz a functiei f. Dacd x',x''€ A sunt astfel Incat ||x x"||<5—f

. , " v € . . . .
atunci ||f (x )— f (x ]| < L"x —X || < Lf =¢ si deci f este uniform continua pe

multimea A. m
2.8.12. Exercitii.

1. Sa se arate ca o functie f:A c R™ — R” este uniform
continud pe A dacd si numai daca toate componentele sale

f,:AcR"™ -5 R ke N, , sunt uniform continue pe A.

2. Sa se arate ca, daca o functie f: A cR™ - R" este
uniform continud pe multimea A, atunci f este uniform in
raport cu fiecare variabila (pentru valori fixate ale celorlalte).

2.8.13. Test de autoevaluare.

. 2 1
1. Sa se arate ca functia f : (0,—} — R, f(x)=sin—, nu este
T X

uniform continu pe (0, g} .
T

2. Sa se arate ca functia f : [— ! 0} — R, definita prin

Lo
o,

f(x)=

2n
Xsm— X € [
=0

) .. 1
este uniform continua pe | — 2—,0 .
oo

3. Sa se arate ca functia f : [O,%} — R, definita prin
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1 1
— 0,—
f(x)= In x xel 2]

0, x=0
. o 1 . T
este unioform continua pe O’E , dar nu este lipschitziana pe

acest interval.
4. Fie AcR"™ o multime neviald si fie functia
d,:R" - R, definita prin d,,(x)=limf|x —a].
Sa se arate ca functia da este lipschitziana pe R™.
5. Sé se arate ca functia f: A R? - R, definita prin
(X2 + yz)sin . (x,y)" #(0,0)"
f(x,y)= X+y ,
0. (x.y)" =(0.0)"
unde A{z (x,y) e R*10<x<1,0<y< 1}, este  uniform
continud pe multimea A.

6. Daca f:KcR™ —>Reste continuda pe multimea
compactd K, atunci sa se arate ca graficul lui f,

Graf (f)={(x,f(x))| xe K}c R™",

este o multime compacti in R™"'.

2.9. Derivarea functiilor vectoriale de variabila reala

Fie I=(o,B)c R un interval deschis si f:Ic R —=RP o
functie vectoriald avand componentele
f,:IcR—>R, ke Np.

Ca si In cazul functiilor reale de variabild reala, putem
introduce notiunea de derivata si pentru functiile vectioriale de
variabila reala.
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2.9.1. Definitie. Vom spune ci functia f:IC R — R este
derivabild in punctul t € I daca exista limita

M £(t,) = tim )=l

EnCT £l

Elementul f'(t,)e R® se numeste derivata functiei f in
punctul to.

Vom spune ca functia f:Ic R — RP" este derivabili pe 1
daca este derivabild in fiecare punct din I.

Daca f :1 < R — R este derivabila pe I, atunci pentru orice
te I, exista

) f'(t)zlimw, t+hel

h—0

Functia f":1c R — RP", definita prin relatia (2), se numeste
Junctia derivata a functiei f.

In mod aseminitor cu cazul functiilor reale de variabila
reala, se pot defini derivatele de ordin superior ale functiilor

f:IcR—R":
£0(t)=(f* ()}, k=12...n, neN.

2.9.2. Propozitie. Functia f :1c R — RP este derivabila in
punctul tyel daca si numai daca toate componentele sale,

f,:IcR—->R, ke Np . sunt derivabile in to. In acest caz
avem

(3) f'(to) = (f'1 (to)’ f', (to )""’f'p (to ))T .

Demonstratie. Intr-adevir, avem

£(t)-1(t,) _ (f1(t)_f1(to) £, (1)1, (t) fp(t)_fp(tO)]T ‘

—t,

t—t,  t—ty,  t—t,
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Trecand la limitad cand t —t; si tindnd cont de Exercitiul 2.6.7, din
relatia precedentd obtinem cd f '(to) existd dacd si numai dacd
fy (to), ke N, exista. Relatia (3) este evidentd. m

Corolar. Functia f:1C R — R" este derivabilid pe 1 dacd si
numai daca componentele sale, f, :1c R —>R, ke Np, sunt
derivabile pe 1. In acest caz avem

£(t)= (", (t), £, ()£ O, (Wrel.

2.9.3. Exercitii.

1. Daca f:Ic R — RP” este derivabild in punctul t,el,
atunci f este continud in punctul to.

2. Daca f,g:1c R — R" sunt functii derivabile pe I, atunci
sda se arate ca functile f+gof:IcR—>R,ae R, sunt
derivabile pe I si au loc relatiile:

(f+g)=f+g
(af) =af’, 0 R.

3. Daca f,g:1c R — RP” sunt derivabile pe I, atunci sa se
arate ca functia h: I < R — R, definita prin

h(t)=<f(t),g(t)>, te I, este derivabila pe I si are loc relatia

h'(t)=<f'(t),g(t)>+<f(t),g'(t)> (V)tel.

2.9.4. Teorema. Fie f :1c R — R? o functie si a0 <P doud
puncte din 1. Daca:

1) f este continua pe intervalul inchis [(X,B];

2) f este derivabild pe intervalul deschis (o.,B), atunci

J8)-r(e] < s I (]5-c).

Demonstratie. Daca ' este nemarginitd pe [O(,B], atunci

supB"f '(tm =+oo si inegalitatea este satisfacutd. Sa presupunem ca f' este
osts
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marginita si sa alegem un numar oarecare M > sup ||f '(tm. Fie & un punct
o<t<p
astfel incat o< & <P . Deoarece f este derivabild in &, avem

e@)-fE)
}g‘gw—”f E) <™.

Existd deci o vecinatate V ¢ ((X,B) alui &, astfel incit (vezi exercitiul 2
de la 2.6.10)

W<M pentru orice te Veut#E,

deci

||f (t)- f(E_,m < M|t - E_,| , pentru orice te V.

Notam cu A multimea punctelor te [OC,B] care verifica inegalitatea

precedentd. Multimea A nu este vidi deoarece V C A. Mai mult,
multimea A este marginitd. Fie a'=inf A si p'=supA. Evident,
o' ,B'e [0, B]. Deoarece f este continua pe [o,B], atunci f este continua in

o'. Daca luam un sir (ocn )n de puncte din A cu lim o, =o', atunci avem

IF (et )~ £E)] < Mlex,, -8
de unde, trecand la limitd cand n — o, obtinem
[If (o) £ (E)] < Mar—¢|
Analog se arata ca
IF@®)-fE) < Mg

Prin urmare,

[£(B) (o) = (£ (B) - £ (&)~ (F (o)~ £ ) <

<[j£ (") £ €)] + [ (o)~ (&) < MIB—| + MJor—g| =
=M(p-E)+M(E-a)
si deci
@ [f@)-flo) < Mp—or).

Arataimca a'=o si B'=P.

n—oo

Daca, prin absurd, am presupune o < o', rationdnd ca mai sus cu o' in
loc de é,putem gdsi o vecinatate V'c ((x,B) alui o' astfel Incat sa avem
||f (t)—f((x'm < M|t - 0c'| , pentru orice te V'.

225



Atunci, pentru orice te V' cu t< o', avem

I (6)= £ )] = (1) £ o))+ (£ (o) - £(E)) <

< e (@)= (o) +f (o) - £ E) < Mt — ot + M|ow—E| =

=M(a'—t)+M(E - o) =M(E-t),

deci orice te V' cu t<o' apartine multimii A. Prin urmare, o'=a.
Analog se aratdi ci PB'=pf. Atunci inegalitatea (4) se scrie

I£(B)(ct) < M(B—at).

Deoarece M > sup ||f '(tm a fost ales abitrar, rezulta ca
o<t<p

||f (B)- f((xm < as;gﬁ"f'(tM(B —o) m

2.9.5. Observatie.

Consideram o functie f:IcR —RP", unde I este un
interval din R. Daca functia f nu este derivabila intr-un punct

t, € I ( I este interiorul multimii I) atunci limita raportului
£(0)-f(t,)
t—t,
cazuri, pot sa existe limitele laterale in punctul ty ale raportului
precedent. Obtinem atunci notiunile de derivate laterale ale
unei functii Intr-un punct.
Astfel, vom spune ca functia f : I < R — RP” este derivabila
la stanga in punctul t,c 1 daca existd
f;uoyzlnnfﬁlifﬁﬂl

t—t, t— tO
t<t,

nu existd atunci cand t — t,. Totusi, Tn anumite

Elementul f' (t,)e R” se numeste derivata la stinga in
punctul t a functiei f.

Analog, vom spune cd functia f:IcR—>RP este
derivabild la dreapta in punctul t,e 1 daca exista
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f',(t,):= limM :

t—=t, t— tO
t>t,

Elementul f' (t,)e R” se numeste derivata la dreapta in
punctul t,e 1 a functiei f.

Elementele f' (t,).f',(t,)e R® se numesc derivatele
laterale ale functiei f in punctul 1.

In cazul cind T este intervalul [OL,B], atunci in punctul
t, =0 au sens numai derivata la dreapta, iar in punctul t, =f

are sens numai derivata la stanga.
2.9.6. Exercitii.

1. Sa se arate ca o functie f:Ic R — R” este derivabila
intr-un punct interior tp al intervalului I, daca si numai daca,
este derivabila la stinga si la dreapta in punctul ty i derivatele
laterale in punctul ty sunt egale.

2. Sa se arate ca, daca o functie f:IcR—>R”" este
derivabila la stdnga (respectiv, la dreapta) Intr-un punct t eI,

atunci f este continud la stanga (respectiv, la dreapta) in
punctul to.
2.9.7. Exemple.

1. Consideram functia f:R— R?, definita prin
f(t) = (]t,t2 )T e R?. Atunci

2
tim f(o)—lim[M,tj — (=10,
t—0 t—0 =0l t ¢
t<0 t<0

) T
tim Q=0 _ o (1 ¢ —(1,0)"
(0 t—0 oot ot
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Prin  urmare, f' (0)=(-10)", f',(0)=(1,0)'. Cum
f' (0)#f' (0), deducem ca functia f nu este derivabila in
punctul t, =0.

Cu toate acestea, functia f este continua in punctul t, =0.

2. Consideram functia f : R — R*, definiti prin

1 T
(tsin—, j, t#0
f(x)= t
(0,0, t=0

Functia f este continua in punctul t, =0, dar nu are derivate

t

laterale in acest punct, deoarece componenta

1
tsin—, t#0
fl(X)_ s1nt x

0, t=0,

a functiei f, nu are limite laterale Tn acest punct.

2.9.8. Test de autoevaluare.

1. Sa se calculeze derivatele urmatoarelor functii in punctele
indicate n fiecare caz 1n parte

a) f:R>R, £(t)=(-1,3¢) t,=1;
b) f:R->R’, f(t)=(C+t20+t-1) t,=-1;
R.a) f'(1)=(2,6)" ;b) f'(-1)=(4,-3)".
2. Sa se calculeze derivatele urmatoarelor functii
T
t 2
flt)=| 5——,3t"+2 | ,te R;
3 (1) (tz +1 j <
b) f(t)= (sint, arctgt)T, teR;
¢) f(t):( 1+t2,ln(1+t2))T,te R.
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T T
, 1-t2 ' 1 .
R.a) f (t): m,& ; b) f(t)= COSt’W ;

o f(t)=| ——— 21|
Vi+t? I+t
3. Sa se calculeze derivatele laterale, in puntele indicate, ale
urmatoarelor functii:

e -1e), t<1

a) f:R>R, f(t)= . to=1;
(€ +13¢2), t>1
(1-t3t), t<l1

b) f:R—>R, f(t)= (+12041) (21 t,=0

R.a) £{(1)=(4.2)", £;(1)=(2.6)":
b) £(0)=(=13)". £5(0)=(1.2)".

2.10. Integrarea functiilor vectoriale de variabila
reala
Consideram o functie f :[o,B]c R — R” si
f, {o.B] >R, ke N, . componentele sale. Daca fiecare

din componentele functiei f este integrabild pe intervalul [OC,B],
atunci putem defini integrala functiei f pe [o, ] prin

M [f(0de= ( [0t (0. 5, (t)t.... ijp(t)dt)T cR’.

Folosind aceasta definitie, rezultd ca o serie intreagd de
proprietdti ale integralei functiilor reale de variabild reala
raman valabile pentru functiile vectoriale de variabila reala.

In cele ce urmeazi, punem in evidentd unele din aceste
proprietati.
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1. Daca f:[o,B] > R” este integrabild pe [o,p], atunci f
este marginita pe [o,B].

2. Daca f:[o,p]— RP este integrabila pe [o,B], atunci
pentru orice e (o,B) avem:

jjf (t)dt = Ef (t)dt + J';f (t)dt
3. Daca f,g:[o,]— RP sunt integrabile pe [o,B] si E€ R,
atunci  functiile f+g, &f :[o,p]—> RP, definite prin
(fF+g)t)=f(t)+g(t), (Ef)Nt)=Ef(t), te [o,B], sunt integrabile
pe [o,B] si, in plus,

e+ )k = [r(0)a+ ['gloat.

(L&) =g f(t)at .

4. Dacif :[o,B] > R® este integrabild pe [o,B], atunci
functia F:[o,B] — R?, definita prin

@ F(t)=[f(s)ds, te[opl,
este continui pe [o,B].

5. Daci f:[o,p]—> RP este continud fintr-un punct
t, € [o.,B]. atunci functia F:[o,]— RP, definita in relatia (2),
este derivabild in punctul t, si F(to) =f (to).

2.10.1. Propozitie.

Daci f:[o,p]— RP este integrabild pe [o,B], atunci si
functia ||f||:[OL,B]%R, ||f||(t)=||f(t)|
pe [o.B] si

OR(FOT

,te [o,B), este integrabild

< [ (t)ar
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Demonstratie. Fie fk:[oc,B]—>R,ke N,. componentele functiei f.

Tinand cont de relatia (1) si de definitia normei in R”, avem

ij(t)dtzz(.[jfl(t)dt] ‘. +U (t)dt]

Fie
B I,
I, :=I fo(tde, & =——=—, keN,.
o p

2
k=1

P
Ca s 2 s
Mai Intdi, observam ca E &k =1sica

Zéklk—@k | [

P de alta parte, 1n baza inegalitatii lui Schwarz, avem

zcgklk_zikj'fk dt-j[Z&kfk ]d

it )
j (e

p B
‘ el < (e

Corolar. Daci f:[a,p]— RP este integrabild pe [o,B] si
(t)” <M, (V)te [, B], atunci

dt

daca exista M>0 astfel incat

Jff (t)dt

2.10.2. Observatie. Proprietatea 5 sugereaza introducerea
notiunii de primitiva pentru functii f : [oc,B] — R?. Astfel, vom

<MB-o) =

spune ca, functia F:[OC,ﬁ]—)RP este o primitiva a functiei
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f:[o.B] >R® dacd F este derivabili pe [o,B] i
F(t)=1(t). (V)te [ap].

De asemenea, este evident faptul cd studiul primitivelor
functiilor f :[(X,B]—)Rp se reduce la studiul primitivelor

componentelor sale, f, : [(X,B] — R, ke Np.

De aici deducem ci, orice functie continud f :[o,p]— RP
admite primitive.

Mai mult, are loc si formula lui Leibniz — Newton: Daca
f:[o,B]— RP este integrabild si admite primitive pe [o,B],
antunci

[ £(t)it = F()- Fla),

pentru orice primitiva F: [OL,B] — R? a functiei f.
2.10.3. Test de autoevaluare.
1. Sa se calculeze primitivele urmatoarelor functii:

T 1 T
j ,te R;b) f(t)=(z,e‘j ,t>0;

, ot
f(t)=|t",
o r0-{e i

c) f(t):(lnt,—tizj ,t>0;
d)f(t):( ! ! j,t>1.

t2—1"t>+3

R. a) jf(t)dtz(g,\/mf;b) jf(t)dt:(lnt’et)T;
©) If(t)dt:(tlnt—t,%jT;

T

1, t-1 1 t
d) |f(t)dt=| =In—,—F=arctg— | .
 friu={ 323 e 5
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2. Sa se calculeze urmatoarele integrale:

a)j( jdtb)j( +1jdt
c)j( jdt d)j(te Jljr—t“j dt.

R. a) (1,«/_ j . b) (g llnzj . ¢) (E,Ej ;
2 2 )

d) (e,%ln(1+\/5)j .

2.11. Derivata dupa o directie. Derivate partiale.
Matrici Jacobiene

Peste tot in cele ce urmeaza A c R™ va fi o multime
deschisa.

Consideram o functie f: A c R™ — R. De asemenea, fie
T . T m
a=(a,.a,,..a, ) €A si v=(v,v,,..,v,) € R™ un versor
din R™, adica ||V|| =1.
Deoarece A este multime deschisa, atunci existd r >0 astfel
Incat Br(a)c A . Pe de alta parte, pentru orice te (— r,r) avem
d(a,a+tv)= ||a +tv— a|| = ||tv|| = |

=|t|<r,
deci a+tve B(a,r)c A.

Prin urmare, pentru orice a€ R™ si pentru orice versor
ve R™, exista r>0 astfel incit a+tve A pentru orice
te (—r,r), adica astfel incét functia f sa fie definita in punctele
at+tv,te (—r,r).
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2.11.1. Definitie. Vom spune ca functia f:AcR™ - R
este derivabild in punctul a dupa directia versorului v daca
exista

g(a ::hmf(a+tv)—f(a)'
dv =0 t

dt . . y R
d—(a) se numeste derivata lui f dupad versorul v in punctul a.
v

2.11.2. Exemplu. Considerim functia f:R* — R, definitd
prin

2
XX,

, (x,x e 0,0T
f(Xl,Xz): Xf+X§ ( 1 2) ( )

0, (x;,x;)" =(00)
Fie v=(v,v,)'eR™ un versor. Atunci, daci luim
0=(0,0)", avem
2
limf(a+tv)—f(a) :limf(tvl,tvz) lim zVin :
t=0 t t—=0 t t—0 t V1 +V2

de unde rezulta ca

\
df —, v, #0
E(@)z v,

0, v,=0

. df . .
Prin urmare, d—((%)) existd pentru orice versor ve R™.
A%

Cu toate acestea, functia f nu este continud in punctul
a=0=(0,0)". In schimb, se poate arita ci f este continui in 0

dupa directia oricarui versor ve R™.
2.11.2.Exercitiu. 1. Se aratd cd, daca functia

f:AcR™ >R este derivabilda in punctul a dupa directia
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versorului ve R™, atunci f este continua in punctul a dupa
directia versorului v.

2. Fie f:AcR”™ >R o functie definitd pe multimea
deschisa A si fie ve R™ cu ||V||=1. Sa se arate ca, daca
df ()

df . ) . ) )
—(a),a € A, existd, atunci exista si ——la S1
d d(-v)

df N < <
———(a)=——"(a). In cele ce urmeazi, notim cu e,.e,.....e
d(-v) dv

elementele bazei canonice din R™, adica
e, =(1,0,...,0)",e, =(0,1,0,....,0)",....e, =(0,0....,0,1)".

2.11.4. Definitie. Fie f : Ac R™ — R o functie definita pe
multimea deschisd A si fie a= (al,az,...,am)T € A. Vom spune
ca functia f este derivabila partial in raport cu variabila xy in
punctul a daca exista i(al),ke N . Numarul real i(a) se

de, P de,
numeste derivata partiala a functiei f in raport cu variabila Xy

. , y of : .
in punctul a si se noteazi cu —(a). Uneori se flosesc si
X
k

notatiile f; (a) sau D,f(a).
Prin urmare,
a_f( )_:d_f(a): hmf(a +tek)—f(a)

a): =
ox, de, =0 t
_ limf(a"""ak“’ak +ta,,,..a,)—f(a,a,,..a_)
t—=0 t

Vom spune cd functia f este derivabila partial in raport cu
.o . . of . .
variabila x pe multimea A daca —(a) existd pentru oricare

Xk

ac A.
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2.11.5. Observatie. Pentru functia f:A cR> - R, vom
nota variabilele cu x si y in loc de x; §i X, iar pentru functia
f:Ac R’ >R vom nota variabilele cu x, y si z in loc de xi,
X7 Sl X3.

In acest caz, functia f: A © R*> — R este derivabila in
raport cu x si respectiv y in punctul a = (a;,a)’ € A daci
exista:
f(a,+t,a,—f(a,a,)

—(a) =lim
t—0 t
§1 respectlv
—(a)—l f(aa, +t)—f(a,,a,)
y t—=0 t ’

Analog se procedeaza pentru functiile de trei variabile f:
AC R3 — R:
f(a1 +t,a,,a;)—f(a,,a,,a;)

—(a)

t—>0 t
(a)—l f(a,,a, +t,a;)—1f(a,,a,,a,)

t—0 t

—(a) f(al,az,a3+t,)—f(a1,a2,a3)
t—>0 t

unde a= (al,az,a3)T e ACR.

2.11.6. Exemplu.

Si consideram functia f: R> — R definitd prin f(x,y) =

. . f .
X’y 4Xxy* + X + y. Dorim si vedem daci existd g—(a) si
X

g—f(a) ,unde a = (—1,2)I € R% Avem:
y

a_(a) —lim f(a,+t,a,)—f(a,,a,) _

t—0 t
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f(—-1+t2)—f(-1,2) _ m2t2 +t

= lim li 1;
t—0 t t—0 t
a—f(a):limf(al’az +0)—f(a,a,) _
ay t—0 t
— — p— 2 —
_ limf( L,2+t)—-f(-12) =limt 2t N
t—0 t t—0 t

Deci a—f(—1,2), ﬁ(—1,2)&:}(ist51 si a—f(—1,2): 1,
ox ady dy

of
—(-1,2)=-2.
ay( )

2.11.7. Definitie. Vom spune ca o functie f: A < R™ —
R, definitad pe multimea deschisa A, este derivabila partial in

. of . .
punctul a € A dacd ——(a) existd pentru orice k € N,. Vom
Xk
spune cd functia f este derivabila partial pe multimea A daca
este derivabild partial in fiecare punct de multime A.
Daca f: ACR™ — R este derivabila partial pe multimea
deschisa A, atunci putem defini functiile derivate partial a lui

f pe A, a—f: ACR"™ = R, k €N, prin
ox,
a_f(x):hmf(x+tlk)—f(x): keNp, € A
an t—0 t
adica: i(x)z
Xk
:limf(xl,...,xk_l,xk+t,xk+1,...,Xm)—f(xl,xz,...xm)
t—0 t

k€N, €A, X=(X1,X2, ....Xm) € A.
Vom spune ca functia f: ACR™ — R este de clasa C' pe
multimea A si notim f € C'(A) daci f este derivabila partial pe
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of of
TOx

2.11.8. Exemplu. S3 consideram din nou functia din
exemplul 1.11.6. f: ACR™ — R, f(x,y) = X’y + Xy> + X + ¥, s

A iar functiile

, yee sunt continue pe multimea A.
X, OX,

sa calculam functiile derivate partiale g—f , g—f ale lui f. Avem:
X dy
f(x+t,y)—f(x,y) _

g—i(x, y) =lim

t—0
2 2
_ lir%lt(2xy+ty +y +1)
t—! t

f(X,Y"‘ t) _f(X’ Y) —
t

=2xy+y’ +1;

g—}fl(x, y) =lim

t—0

2
.mt(x +2xy+tx +1) _

li x> +2xy+1

t—0 t

Observam ca ﬁ(—1,2) =1si ﬁ(—1,2) =-2, obtinand
ox ox

astfel rezultatele de la exemplul 2.11.6.
2.11.9. Definitie. Daca f: ACR™ — R este o functie de

clasi C' pe multimea deschisd A, atunci functia Vf: ACR™
— R, definita prin:

of of o )
(VhH(x) = (G_(X)’_(X)""’_(X)j e R, se
Xl Xm

ox, )
numeste gradientul functiei f. Uneori vom folosi §i notatia
V .f pentru gradientul functie f.

2.11.10. Observatie.

Fie : ACR™ — R o functie definita pe multimea
deschisd A. Regula de calcul a functiilor directe partiale a—f,

X
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of of

of : .
—\,..., ~—— este urmdtoarea: —— se obtine derivdnd
ox, ox ., Xy

SJunctia £ in raport cu variabilile xy §i considerdand constante
variabilile X1y ooey Xk-15 Xk+1s o++s Xm-
Astfel, pentru o functie de doua variabile, f: ACR*—

of . N PN : A
R, ~ se obtine derivand functia f in raport cu x si considerand
X

. of . . e .
y constant , iar — se obtine derivand functia f in raport cu y si
y

considerand x constant.
Bazandu-ne pe aceasta regula, putem deduce cu usurinta

faptul ci, pentru functiile de clasa C' pe A, f,g: : ACR"—
R, sunt adevarate urmatoarele formule:

d of og
—(f+g)=—-t+—
axk( & ox, Oox,
i(ocf):oca—f,oc € R,
ox, ox,

d of og

fg) = g+f-—;
ox, (fe) X, ¢ ox,
of og
P, 9%

d (E]_axkg ox,

ox, \ g &> ’

pentru orice k € Nj,.
Consideram doud exemple. Pentru functia f: R? —R,

f(x,y) = %+ln(l+x2 +y?), avem
X +y +1

o 2x N 2x
ox (x*+y*+1)?*  1+x*+y?’
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of 2y 2y

N o2 2 >t 2 2"

ady X +y +D° 1+x"+y

Pentru functiile f: R* SR, f(X1,X2,X3,X4) =

2 U3 2
X1 Xy X3 X4 + X1X2 + X1X3 + X2X4 + X3X4 avem:

of 3 2

X
of 2.2, 2
ox,
of
— = XIXOX; + X, X,
0X,
of 2.3
ox,

2.11.11. Matrici Jacobiene.

Consideram functia f: R™ — R, definitd pe multimea
deschisd A, si fie fi: ACR"— R, k € N,, componentele
functiei f.

Cu ajutorul componentelor functiei f, putem introduce
notiunea de derivatd partiald intr-un punct si pentru functiile
rectoriale.

Astfel vom spune ca functia f: R™ —>R,definitd pe
multimea deschisa A, este derivabile partial intr-un punct a
€ A daca fiecare din functiile componentele fi,f,..., f, sunt
derivabile partial in punctul a.

Prin urmare , f este derivabild partial in punctul

_ of, s . o
ae Adaca a—l(a) existd pentru orice 1 € N, si orice ] € Ny,
X .
J
In acest caz putem pune in evidenti matricea
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L@ M@ . D
X X, Xm
CE N
Wr@=]2® o, @ 7 o @ leMu®),
A
aXl(al) aXZ(al) axm(al)

care se numeste matrice Jacobiand a functiei f in punctul a.
Daca p = m, atunci J{(a)e M, (R) este o matrice

patraticd de ordinul m iar determinantul ei se numeste

Jacobianul functiei f in punctul a sau determinantul functiilor

al functiei f1,f>,....fm in punctul a.

Notam
) | D, fy.. . F) |
‘D(xl,xz,~--,xm)‘
Sa consideram un exemplu. Pentru functia f: R4—>R3,
defineste prin f(x;, X2,X3,X4) = (X1X2 + X3 - X4, 4X3X4, + X|Xp,
x2x3 + x2x2)" € R®, intr-un punct oarecare (x;, X2,X3,X4) € R,

(a) =det (Je(a).

avem:
of, of, of of
a_xl ox, Ox; OX,
of, of, o, of,
a_xl ox, O0x, OX,
af, of, of, of
a_xl ox, Oox, OX,
x, x, 1 -1
= X, X, 4x, 4x;|eMzxu R).
2X,X; Xo X; X,
De exemplul, pentru x = (—1,1,2,3)T e R* avem:

Ji(X1,X2,X3,X4)=
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I -1 1 -1
Jr(-1,1,23)=| 1 -1 8 12].
-4 9 1 1

2.11.12. Test de autoevaluare
1. Pentru functia f: R*> SR f(x,y) =xy+x+y+2,sa

df T . 1 T
se calculeze — (a),a=(1,-1) si v=—4(2,1) .
dv( ) (I-1)"s ﬁ( )

R n=uis.
dv

2. Si considerdm functia f: R> — R, definitd prin

Xy T T
, (x,y) #(0,0)
f(x,y) = 1 X2+ V2 Y

0, (x,y)"=00,0".
a) Sa se arate ca f nu este continua in punctul (O,O)T.

b) Sa se arate ca j—f (0,0) exista pentru v = (l,O)T.
v

< . df . 1 T
¢) Sa se arate ca — (0,0) nu exista pentru v= —(1,1)".
) & (0,0 p 7 (1,1)

d) Sa se arate ca a—f (0,0) si a—f (0,0) exista.
ox dy

3. S considerdm functia f: R — R, definiti
X+ y

f(x,y) = x+y—3’

Xy, x+y-3=0

1

V2

a) Sa se studieze continuitatea functiei f in punctul a.

x+y-3#0

Fiea=(1,2)" siv= —(1,1)", w=(1,0)"

b) Sa se studieze existenta derivatelor £ (a), E(a).
dv dw
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. . . ) f
¢) Sa se studieze existenta derivatelor partiale g— (1,2),
X

of
—(1,2).
ay( )

4. Sa se calculeze derivatele partiale ale urmatoarelor
functii:

a) f(x,y) = )(2y2 + x3y + xy3 +Xy+Xx+y+3, (x,y)T € Rz;

b) f(x,y) = e, (x.y)" e R%;

o fxy)=In(x+ x> +y?), xy)' e R\{(0,0)'};

d) fxy) =x", (xy)" € A= {(x,y) Ix>0,y>0};

e)f(x,y,z):x2y222+xyz+xy+xz+yz+x+y +z+1

R. a) g—f=2xy2+3x2y+y3+y+l,
X

£:2x2y+x3+3xy2+ 1;

dy

b) i=2xe"z_y2 , ﬁ:-Zye"z_yz c) 8_f= ! ,
dy dy ox X% +y>

o _ ! .

dy (x+\/x2+y2)\/x2+y2

d) of =yx'', of =x'Inx; e) o = 2xy’Z’ +yz+y+z +1;
dy dy ox

i =2x7yZ’ + Xz + x+ 7+ |; a—f = 2xX%y’Z +Xy+Xx+y +1.

dy oz

5. Sa consideram functia f: R* — R definita prin
f(x,y,z) = (x2 —Xy + 2, Xyz, y2 =YyZ + X).

a) Sa se calculeze J; (1,-1,2).
D(f,.f,.f;)

D(x.y.2) (1,-1,2)

b) sa se calculeze
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3 -1 1
R:a)J;(1-12)=[-2 2 —1|; b)-1
1 -4 1
6. Sa consideram functia f: A R? — R, definita prin
f(x,y,z) = ln(x3 + y3 +7° - 3xyz).
a) Sa se determine domeniul de definitie al functiei f.
b) Sa se arate ca f satisface egalitatea
o o o 3
Ox dy 0z X+y+z

2.12. Derivate partiale de ordin superior

Fie f: A cR™ —R, o functie avind derivate partiale
continue pe multimea deschisa, A adica f este de clasa C' pe
multimea A.

2.12.1. Definitie. Vom spune ca functia f: A cR™ >R,
de clasa C' pe multimea A, are derivate partiale de ordinul al
doilea in raport cu variantele x;, x;, (in aceastd ordine) in

punctul a, daca functia derivata partial aa—f; A cR™ R are

J
derivata partiald 1in raport cu variabila x; In punctul a, adicd
daca exista

a—f(a—i-tei)—i(O)
(1) ot (a):=1lim %, 9%,
axiaxj t—0 t
2
Numarul (a) se numeste derivata partialid de

X.0X.
i
ordinul al doilea a functiei fin punctul a.

Vom spune ca functia f derivabila partiald de ordinul al
2

doilea pe multimea A daca (a) existd pentru orice a € A

X, Xj
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si pentru orice 1,j€ Ny,.
In acest caz, putem defini functiile derivatiei partiale de
ordinul al doilea ale lui f prin:

o’f o [ of .
2 =—|— ,XxeA, 1, eNp.
( ) aXian (x) ax; [axj (X)] J m
2 2f
Daca j =1, atunci se noteazd cu —
X;0X; X

Vom spune ci functiile f este de clasa C* pe multimea A
2

si notam f € C*(A), daca exista si sunt continue pe

X; Xj

multimea A, pentru orice i,j € Ny,.
2

Daca I (x) existd pentru orice Xx€ A §i pentru orice
1,) € Np, atuncil pujtem pune in evidentd matricea
2 2 2
ngZ(X) a)i—aiz(m ax‘?aim )
2 2 2
(3) Hix)= aiafxl (x) gx_g(") axzaim )1,
axajgxl (x) ax?:;xz ®) - (_?:szn )

care se numeste matrice hessiand a functiei f in punctul x.
2.12.2. Exemple.1.Consideram functia f: R’ —R,
definita prin:
f(x,y) =Xy + X’y  + Xy + X +y + 1
si ne propunem sd calculam derivatele partiale de ordinul al
doilea al functiei f.
Mai intai:
of

—=3x2y3 +2xy2+y+ 1, a—f=3x3y2+2x2y+x+ 1.
ox ady

245



Avem:

y = g(&j = g (3X2y3 + 2Xy2 + y + 1): 6Xy3 + 2}72,
0xdy :£(a_yj = & (3X3y2 + 2X2y +x+1)=

= 9X2y2+4xy+1

aan :g(a_xj :a_y(3X2y3 + 2Xy2 + y + 1) —
= O’y  +4 xy + 1

2
of _ 9 (afj—i(3X3Y2+2x2y+x+ b= 6y 22

ay* dy\dy) ay

Matricea hessiana a functiei f este

H (x.y) = ( 62)()2/3 +2y° 9X2y23+4xy2+ lj

9x7y” +4xy+1 6xy” +2y

2. Sa consideram functia f: R* — R, definita prin
xy(x* - y*

fx,y)=4 x*+y°

0, (x,y)' =(0,0)"

Pentru (x,y)" #(0,0)" avem

of  y(x'-yH+4x’y’ of x(x'-yhH-4x’y’

X WHy) Ty K4y

far g—i(0,0) ~ 1im (A =TO0

t—0 t

I 0.0) = lim {OV=FCO _
dy

. (xy)'#0

0.

t—=0 t

In schimb, avem:
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of of
2 -~ (0’ t) - s (070)
9F 0.0) = lim 9 ox

=1,
aan t—0
0,0)=1 =1.,
oxdy 0.0 50 t
2 2
Prin urmare, aax—(,;fy(0,0) # aay an (0,0), care arata ca
o*f o f

depind de ordinea in care sunt luate

oxdy ~ dyox
variabilele x si y.
2.12.3. Teoremad(Criteriul lui Schwarz) Daca f: A cR’
— R este o functie de clasi C* pe mulfimea deschisd A atunci
o°f o’f
———(ab)=
oxdy dyox
Demonstratie. Fie (x,y)" € A un punct oarecare astfel incat x # a si y
f(x,y)—f(x,b)—f(a,y)+f(a,b)
(x—a)(y—b)

(a,b), (Y)(ab) €A.

# b. Consideram raportul g(x,y) =

f(t,y)—f(t,b)

si functia Q(t) = —b, unde t € [a,x] sau t € [x,a], dupd cum

a<xsaux<a.
Functia @ este derivabila pe acest interval si

of of
af(ty)’)—a*(t,b)
9'(t)="2% X .
y—b
Deoarece Q(x) = f&x,y)-fx,0) , oa)= M’
y—b y—b

deducem ca g(x,y) =

P(x)—¢(a)
x—a

. Aplicind teorema lui Lagrange functiei

@, rezultd ca existd &, cuprins Intre a §i x astfel Incét sd avem: g(x,y) =
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O(x) — @(a)

X—a

=¢'(§), adica :

g(& )_7@ b)
—b

glxy) = ¢'(§) =

Functia @, (s): = g—f(i‘,,s) , definitd pe [b,y] sau [y,b], dupd cum
X

2

R . f .
b<y sau y<b, este derivabild pe acest interval (deoarece existd pe A)
X

st @'y (s)= (ﬁ s) .

Aphcand teorema lui Lagrange functia @, rezultd ca exista 1),
cuprins intre b si y, astfel incat
9, (y) —9,(b)

_ b = (P'1 (n) ’
of of
adica X > (& m,
y—b
8
de unde g(x,g) = (§ n.

f(x,t)—f(a,t)
X—a

Urmand un rationament analog pentru functia W(t) =

deducem ca exista T]', cuprins Intre b si y, astfel incat

of . of .
a*(Xﬂ”I ) ay (a’n )

g(xy) =
X—a

Folosind acum functia v ((s): = ﬁ(s,n') , deducem ci existd &' ,

ox

cuprins intre a i x, astfel incat
2

ot .,
axay(é’n)’

g(x,g) =
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2 2
Prin urmare, aayafx Emn= a(—;afx €.m).

Fie acum (x,,y, )I un sir cu si de elemente din A cu x,#a, y,#b si

astfel incat lim (xn,yn)T = (a,b)T. Din cele mai aratate mai sus, rezultda ca
n—eo

pentru fiecare ne N, existd punctele & ,E' cuprinse Intre a si X, , si
punctelen,,n', cuprinse intre b si Y » astfel incat:

4 a <an,nn>— (&m)

Avem hmf‘, —11m§ =a si hmnn—hmnn—b

o’f i 0’f
dyox ; dyox

deci lim (€, n,)" =1lim(E, ., )" =(a,b)". Cum functia
n—oo n—oo

sunt continud, deducem ca.

.o o’f
lim —(&n,nn)=—(a,b),
n—e0 ayax
82f
ELM o a a M) =55 @)
Prin urmare trecand la 11m1ta in egalitate (4), obtinem
2 2
i(a,b): of (a,b) .m
dyox oxdy

2.13.4. Observatie. Este evident ca pentru o functie f:
A < R"™ —R putem defini, dacd este posibil, derivatele
partiale de ordinul trei, patru etc.

Astfel, derivata de ordinul trei a functiei f, in raport cu
variabilele x;, Xj,Xi (In aceasta ordine) se defineste prin:

df 9 of

ox;0x 09X, 09X, { 9x 0X,

In general derivata partiala de ordinul pe N a functiei f,
in raport cu variabilele x; ,x; ..., x; are forma

&)
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aocl +oc2+...+ocpf )
(6) , 0,eN, je N,

ox%ox%2 . ox "
i, O%q,) 0%y

iar o, +0,+...+0, =p.
De exemplu pentru functia f: R> >R, f(x,y) = x*y®,
o>0, >0, avem

ﬁ _ oa-1_B ﬁ _ oa-1_p-1
o ox*y", 5 Bx*y
o°f 2 o’f
_ 1 o— B’ _ o-1 B 1,
g - e axay 0P
azf -1, B-1 aZf p-2
= o , —5 = — 1 o .
ayox oapx*y o BB-Dx"y
Derivatele partiale de ordinul al treilea sunt:
3
of — =o(o =D (o —2)x* "y,
ox’
o’f J(of q
1 o— [3 2
axay 8x(ax j op=bx
f 9 ( o B
—— = = — x> 'yE?
dy’ ox ay(ayax) AB=Dx""y

ayax “oylo
Facem observatia cd, dacd toate derivatele partiale de
ordinul p, ale unei functii f: A < R™ —R, sunt continue pe
multimea deschisd A, atunci expresia (6) nu depinde de de
ordinea indicilor i,iy, ..., iy

f a(af] B = DxyP etc,

2.13.5. Test de evaluare.
1. Sa se calculeze derivatele partiale de ordinul al doilea
ale functiilor:
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a) f(x,y) = x>+ xyz, (X,y)T e R%
b) f(x,y,z) = X’z + xy3 + Xyz3, (x,y,z)T eR’.

2 2
R.a)a—f=3x2+y2, E=2xy, £=6X, i=2y,
ox dy ox> oxdy
0% o%f s 3,
—=2 b) —=3x"z+y +vyz’,
dyox 3 ) y +y
2
—f = ?axy3 + yzS, a—f: x>+ 3xyzz, a—f = 6xz,
0z 2
2 2 2
of =3y* + 27, =3 2+3yzz, =3y2+23,
oxdy X dyd
2 2 2
a—g = 6xy’ E =3X22 s J = 3X2 + 3y22,
dy dyd 0zdx
2 2 2 2
of = z,a—£:6xy, of :3x22, Jof :3x2+3yz2
0zdy dy dyoz 0zdy
o%f
— = 6xyz
02> Y
2. Sa consideram functia f: R*\{(0,0,0)"} >R,
1

f(x,y,z) = ——.
VXP+y +2z°

Sa se arate ca
f 9 f of

2 + 2 + 2 =
ox~ dy 0z
3. S considerdm functia f: R® - R,
f(x,y,z) = X’y + yz + 32x —z°.
Sa se calculeze Hy (2,-8,-4)

0.

16 4 0
R.H2,8-4)=| 4 0 1
0 1 -2
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_(y-b)®

4. Fie a,b > 0 constatati si f(x,y) = ————e ™ ,x>0.
Y 2a+/ TTX

Sasearateca ——a"—=0.

2.14. Functii diferentiabile.

Fie o functie f: ACR™ —R" definiti pe multimea
deschisa A.

2.14.1 Definitie. Vom spune ci functia f: AcR™ —R"
este diferentiabild in punctul a daca exista o aplicatie liniard
T: R™ —R" | astfel incat:

1) limf(x)—f(a)—T(x—a) _ 9

x—a IIx—all

Aplicatia liniara T: R™ —RP , satisfacand relatia (1), se
noteaza cu df(a) si se numeste diferentiala functiei f in
punctul ac A.

Vom spune ca functia f: AcR™ —R" este diferentiabila
pe multimea A dacd df(a) exista pentru orice a€ A.

2.14.2. Observatie. Considerand functia y: A/{a} >R,
definita prin

2) vx)

poate scrie sub forma echivalenta:
3) fx) =f(a) + T(x —a) + lIx —all y(x), (V)x €A,

unde lim y (x) =0.

_f(x)—-f(a)-T(x—a)
B Ix—all

, atunci relatia (1) se

2.14.3. Exercitiu. Si se arate ci dacd, f: AcR™ —»R"
este diferentiabila in punctul a € A, atunci aplicatia liniara T
= df(a) este unic determinata de relatia (3).

2.14.4. Exemplu. Orice aplicatie liniard T: R™ —R" este
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diferentiabila pe R™ si dT(a) = T, pentru orice ac R™.

Intr-adevar, deoarece Tx)-T(a) - T(a-x) = T(x) — T(a) —
T(x) + T(a) = 0, (V) x € R"™, rezulta ca relatia (1) este in mod
evident satisfacuta.

2.14.5. Observatie. Fie : AcR™ —R" a functiei definita
pe multimea deschisa A si fie ac A. Se poate ardta cd functia f
este diferentiabila Tn punctul a, dacd si numai daca
componentele sale,fi: AcR™ -R, ke N,. sunt diferentiabile
in punctul a. In acest caz, diferentiala df(a): R™ —R" are drept
componente aplicatiile liniare dfi(a): R™ —R, ke N, adica

df(a) = (dfy(a), (dfx(a),.... df,(a)".

2.14.6. Teoremd.Fie f ACR" —R" o functie definitd pe
multimea deschisa A. Sunt adevarate urmdtoarele a functiei:

(a) Daca f este deferentiabila in punctul a € A, atunci f
este continua in punctul a.

(b) Daca f este deferentiabila in punctul a € A, atunci

df Do .
d_ (a) exista orice versor v € A §i
v

df

4 — (a) = df(@)(v).

dv

In particular, f este derivabila partial in punctul a € A §i
df

) v (@) =df(a) (ex), (V)keN,.

(¢c) Dacd f este de clasa C' pe A, atunci f este
diferentiabila pe A si

(6) df(a)(h) = Z:a—f(a)hk , (V)heR"™
10X,
Demonstratie. (a) Fie(x,), un sir de elemente din A astfel Incat

lim x, = a. Atunci din relatia (2) rezulti
n—oo

f(x,) = f(a) + df(a)(xp-a) + lIx, - a | +y (x,), (V) n €N, de unde,
tinand cont de faptul ca df(a): R™ — R" este aplicatie liniara si de exercitiul
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6 dela2.7.5, rezultd ca lim f(x,) = f(a) si deci f este continud in punctul a.
n—oo

(b) Deoarece A este multimea deschisa, exista r > 0 astfel incéat B,(a)
c A. Atunci pentru orice t € (-r,r) avem a + tve A, unde v e R"sillvll=1.
Prin urmare tinind cont de relatia (2), avem
fla+tv)—f(a) df(a)(tv)+lltvilyla+ty)
t t

= df(a)(v) + l—tlw(a+tv),

de unde rezulti ci exista lim
n—oo

f(a+tv)—f(a) — df(a)()
t

adicég—f(a) = df(a)(v). in particular, pentru v = e, (ex vectorul baze
v

canonice) se obtine i(a) = i(a) = df(a)(ey), k € Ny,
OX dey

(c) Fiea= (al,az,...,am)Te Asix= (xl,xz,...,xm)T. € A.

Pentru fiecare k € N, consideram functia

O t) = f(ag,....a1,LXk41,----Xm), definitd pe intervalul [ax,] sau
[Xk,a], dupd cum ay <Xy sau X< ay.

Aplicand teorema lui Lagrange pentru functia ¢, deducem ca exista
&k situat intre a; si x; astfel Tncat

Pr(x)- i) = @ (&) (x—av,
adica f(al""’ak»bxk’ Xk+19-"9Xm) - f(ak’-“’ak»b ak9xk+l""’xm) =

of

= _(alv"'vak—h &k > Xk+1,...,Xm) (Xk_ak)'
0X
Prin urmare, f(x) - f(a) = [f(X;,X2,....Xm) — f(a,Xo,....xm)] +
[f(abXZ’XS’-“’Xm) - f(al’a%XS’“"Xm)] +...+ [f(al seees  Amls Xm) -

of of
f(anas. .. ampam)] = — (& Xar oo Xm) (Xi-a1) + —— (a2, & Xapeors X)) (Xa—
ox, X,

a2)+"'+ X (alaaz""’am-l’ gm )(Xm'am)-
m

Consideram aplicatia liniard T: R™ — R definit prin
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T(X1,X25. -, Xm) = Z:aa—f(a)hk Atunci T(x-a)= Z:aa—f(a)(xk —ay) si deci
k

-1 9%k =1 PRk
lim f(x)—f(a)—T(x—a)
X—a x—all
of of
a(&l’XZ""’Xm)_(a):|(xl_al)
X, ox,
L +
Ix—all
[ of
a (31’§27X3a ) (a):|( )
X2
ot
[x—all
[ of
o @t 6) - (a)}( a,)
X m . .
= si fiecare din
Ix—all

aceste limite este zero, deoarece rapoartele

X178 X7 Xm~8m
) ERRRX}
Ix—all’ Ix—al” " lx-all
o ([xema] Ixe—a g —ag .
sunt mirginite X T8 TX Tk k k- —1,(V)keN,, |, iar f
x—al]  Nx—all  lix—all

fiind de clasi C' pe A, expresiile din parantezele drepte au limitele zero
cand x — a. Prin urmare,
. f(x)-f(a)-T(x—a)
lim =
x—a Ix—all
si deci f este diferentiabila in orice punct pe a€ A.

Mai mult, deoarece df(a) = T si din modul cum am definit aplicatia
T, rezulta ca

k
1.14.7. Observatie. Daci f: AcR™ — R este o functie
de clasa C! pe multimea deschisa A, Atunci conform teoremei
precedente si observatiei 1.14.5. componentele functiei f, fx:
AcR™ -RkeN,, sunt diferentiabile pe A. Mai mult, pentru
orice h = (hy,hy,...hy)" € R™ avem

- of
df@) (b =T(h = > = —(@h,.
k=1
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df(a)(h) = (dfi(a)(h), dfz(a)(h),..., df,(a)(h)" =

T
of of o o
= Z l()hkz e @l giwhk =
of
_1 _l 1
(a) a (a) ... aXm(a) h
of
2 2 Yl h
_ ax1() axz<) @ || b
afp o, o, h,,
(a) ox, (a) ... ox.

Prin urmare, in raport cu bazele canonice din R™ si RP,
aplicatia liniara df(a): R™ — R" admite reprezentarea
matriceala

axl() axz() ax @)
(7) df(a) = aT(a) aT(a) aT(a) & Mym (R).

afp LI of f, @ af
a a) ...
ox, ox, ox,,

Matricea df(a) este chiar matricea Jacobiana a functiei f
in punctul a (vezi 2.11.11).

2.14.8. Observatie. Fie f: AcR™ —R o functie
definitd pe multimea deschisa A. Pentru orice ke Ny, definim
aplicatiile pri: R™ — R, pri (X1,X2,...,Xm) = X, (Xl,Xz,...,Xm)T
e R", ke Ny, Aplicatiile pry, ke Ny, sunt evident liniare si se
numesc aplicatiile de proiectie.

Deoarece pri: R™ —R, ke Ny, sunt liniare, atunci
pentru orice a € R™. (vezi exemplul 2.14.4) d(pry)(a) = pry,
(V)ke N, adica dxyx = pry, ke Ny, si deci dxg(a)(h) = hy,
(V)keNp, (V) h = (hl,hz,...,hm)Te R"™. Prin urmare, formula
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(6) devine

m

(8) df(a) = Zaa—f(a)dxk(a).

k=1 OXy
Daca f este diferentiabila in orice punct a € A atunci
putem scrie

©) df= > dx,.

De asemenea, sa mai observam ca formula (6) se poate
scrie si sub forma

(10) df(a) (h)y=< Vf(a),h>
sau (11) df(a) (h)=(Vf@) h,
unde V f(a) este gradientul In punctul a € A al functiei f (vezi
Definitia 2.11.9). Tinand cont de relatia (10), relatia (4) se
poate scrie sub forma

(12)3—f (a)=< Vf(a),v>, veR" lvl=1.
\Y

2.14.9. Exemple. 1. Consideram functia f: RzeR,
definita prin f(x,y) =4 — 2x* —y%. Fiea= (1,D)". siv = %

T
(-1,2)" Atunci Vf(xy) = (g—i(x,y),g—i(x,y)j = (-4x, -2y)", iar

h h
df(1,1)(h;,hy) = (V f(1,1))T(h1j =(-4, -2) (hl j =4h, —2h, deci
2 2

df(1,1)(h) = -4 h; —2h,, (V)h=(h;h)" €R™

De asemenea

E(1 1)=<V§l1,1),v>=<(-4-2)" =

dV 2 b b b Jg
2. Consideram functia f: R> — R?, definita prin
f(x,y,z) = (xyz, 3x — 2yz)T,
Atunci

-1,2)">=0.
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of of of

lox 3y oz
df(x’y’z) = % % % ,
ox dy oz

unde f: R3—>R, fi(x,y,z) = xyz si fy: R3—>R, f(x,yz) = 3x —
2yz, sunt componentele functiei f . Deci:

yZ XZ XY
df(x,y,z) = .
(x.y.2) ( 3 -2z - 2yj
De exemplu,
-2 -1 2
df(1,2,-1) = .
3 2 -4

2.14.10.Teorema. Fie f: B,(a) cR" —R o functie de
clasa C' pe bila deschisa B,(a), a € R". Dacav € R" cullvll =

1, atunci j—f (a) au valoarea maxima ||V fla)ll cand v si V fla)
v

au aceeagi directie si valoare minima - 11V fla)ll cand v i -
V fla) au aceiasi directie.

Demonstratie. Aplicand inegalitatea lui Canchy-Schwarz si tinand
cont de relatia (12) avem

‘j—f (a)| = Vi(a),v>I<IIVE@) I vIl=II V@),
v
. df
adica - lIVf(a)ll< d—(a) <IVf@)l.
v
Dacd presupunem V f(a) # 0, atunci pentru v = ”%EE;“ avem
df Vi(a)
= = V =
d(oy) Y =S T@ V=< VI@ G,
2
= Mﬂl Vi(a)llsi df (a)=—IVE(a)ll. m

S ve(a)n d(-v)

2.14.11. Observatie. Cu alte cuvinte, teorema
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Vf(a)
Il vf(a)ll
cresterii cele mai rapide a lui f (iar —v reprezintd directia
descresterii cele mai rapide a lui f) relativ la punctul a.

De exemplu, sa consideram functia f: R2—>R, definita
prin f(x,y) =4 — 2x* - y.

Atunci Vf(x,y) = (-4x, -2y)".

Prin urmare, V£(1,1) = (-4 -2)" si directia cresterii celei
mai rapide a lui f relativ la punctul a = (1,1)T este

VE(L1) _L(z,l)T, iar directia descresterii
J5

precedentd, exprima faptul cd v =

reprezintd directia

TNV
celet mai rapide a lui f relativ la punctul a = (1,1)T este

v= L(2,1)T .
5

NG
Mmmmﬁ?@DﬂvﬂuM:Jm,
\%

Ay =L 1) == 20,
d(-v)

2.14.12. Test de evaluare
1. Se considera functia f: R*—R definita prin f(x,y) = 4 —

df 1
2x> — y*. Si se determine — LD, pentru v= — (1,1 T
y dV()p ﬁ()

R Lan=342.
dv

2. Sa se calculeze df(1,2) pentru urmdatoarele functii
f: R >R.
a) f(x,y) = Xzy— 3xy2 +x+y+1;
b) f(x,y) = x’y* + Xy — 2X -y + 3.
R. a) df(1,2)(h;,hy) = -7h, — 10hy;
b) df(1,2)(h;,h,) = 8h; +4h,.
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3. Sa se calculeze df(1,2,-1) si j—f(l,Z,—l) pentru functia f:
v

R’ SR, f(x,y,2) =xyzsiv=(-1,1,1)".
R. df(1,2,-1)(h,hy,hs) = -2h; — hy + 2h;;

£(1,2,—1) =df(1,2,-1)(-1,1,1) = 2.
dv

4. Sd@ se determine matricea Jacobiand in punctul a si
df(a)(h) pentru

a) f(x.y) = (xy’x’y)", a=(-1,D%

b) f(x,y,z) = (x2 + y2 +75 X+ y+2z, xyz)T, a=( —1,1,—1)T.

R.a)Ji(-1,1) = ( 12 _IZJ , df(-1,1)(h;,hy) = (hy — 2hy, - 2h; + hy)".

2 2 -2
b) I (-LL=D=| 1 1 1|, df¢-1,1,-1)(h;,hyh5)=(-2h,+2hy-2hs,
-1 1 -1

hy+hy+hs,-hy+hy-hs)"

5. S& se determine directia cresterii (respectiv, descres-
terii) cele mai rapide a functiei

1 2 2

f:R? SR, f(x,y)=80-20xe ® | relativ la punctul
a=(0,0)".

R.v=(-1,0)"

6. Se considera functia f : R? - R,, definita prin

2
X
Xzi Sy #0.0)]

f(x,y)=

0, (x,y)T = (O,O)T.
a) Sa se arate ca f este continua in (O,O)T;

b) Sa se arate ca a—f(O,O), a—f(O,O) exista;
ox 0x

¢) f nu este diferentiabild in (O,O)T.
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7. Sa se arate ca functia f : R? - R,, definita prin
2

= iyz . YT £ 00

f(x,y)=

0, (x,y)" =(0,0)".

este derivabila 1n (0,0)T dupa orice directie, dar nu este
diferentiabila in (0,0)".

2.15. Diferentiala functiilor compuse. Derivatele partiale
ale functiilor compuse

2.15.1 Teorema. Fie A — R™,B < R?multimi deschise,
f:AcR™ — BcR? diferentiabila in punctul ae A si
g:B c R? — R diferentiabila in punctul b="f(a)e B.
Atunci gof : A c R™ — RY este diferentiala in punctul a si
(1) d(gef)(a)=dg(b)odf(a).

Demonstratie. Deoarece f este diferentiabild 1n a, iar g este
diferentiabild 1n b=f(a), atunci, tindnd seama de relatia (3) de la 2.14, avem

2) f(x)=b+df(a)(x—a)+llx—ally,;(x), (V)xe A cu limy,; =0 si

X—a
(3) g(y)=g(d)+dg(b)(y —b)+lly-blly,(y), (V)yeB

cu limy,(y)=0. Inlocuind pe y cu f(x), xe A, din (3) obtinem

y—b
g(f(x)) =g(b)+dgb)(f(x)—b)+ I f(x)—bll @, (f(x)), de unde, tindnd seama
de (2), rezultd ca g(f(x)) =g(f(a)+dg)df (a)(x—a)+llx —ally,;(x))+
+ldf (a)(x—a)+ I x —ally, (x) Iy, (f(x))

Tinand seama de faptul cd dg(b):RP — RY este o aplicatie liniara,
ultima egalitate devine:
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g(f(x)) =g(f(a)) +dg(b)(df (a)(x —a))+ Il x —all dg(b)(y, (x) +
Tdf (@)(x —a)+ I x —ally, (x) ly, (f(x)).
Daca notam
y(x)=llx-alldg(b)(y;(x)+ldf (a)(x—a)+ Il x—ally, (x) Iy, (x))
atunci liin Y(x) =0 si egalitate (4) se poate pune sub forma

“

(gof)(x)=(gof)(a)+(dg(b)odf(a)(x—a)+lIx—ally(x), xeA,
ceea ce arati ci gof este diferentiabili in punctul a€ Asi ci
a(gef)(a)=dg(b)odf(a). m

2.15.2 Derivatele partiale ale functiilor compuse

Daca tinem cont de faptul cd, in raport cu bazele canonice,
matricea asociata diferentialei unei functii Tntr-un punct,
coincide cu matricea jacobiand a functiei 1n acel punct (vezi
2.14.7), atunci, 1n conditiile teoremei precedente, avem

) Jor(@)=17,(b)J;(a).
Daca notam cu fj, fy,...., f, corespunde functiei f, cu

g1,22,.....gq componentele functiei g, iar cu hy, hy,... hy
componentele functiei h = gof , atunci tindnd cont de relatia 2

de la 2.11.11, relatia (5) se poate scrie sub forma:

ohy O ohy
o, (a) o, (a) .. o (a)
Ohy gy M2 Shy

© |, @ 3™ -
N L
' o q
ox, (a) ox, (a) .. o (a)
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g, g, g, of of of

—® —®m . —O|=Lwb =—L@® .. —L

dy; dy, dy, 0x, ® 0X, ® O0X 1y @

g, g, Jg, of, 9, 9,
_|==®) ==(Mb) .. —==0b)||—=(b) =£@0b) .. —==
=2, (b) ayz( ) 3yp( ) aXl( ) 3q2( ) . (@) ],

ag;. ag;, ag(_]__ afl;“ af[;“ ag;.

—®) —@®») .. —b)||=—0b) —®b) . —

3y, (b) 3, (b) ayp( ) axl( ) 8x2( ) o, (a)

Din relatia (6) obtinem formulele de calcul a derivatelor
partiale ale functiei h=gof:
oh, = &og, . of, . .
(7 K(a)‘éﬁ(b)xj(a)’ ieN,,jeN,.
In cazul in care q=1, adici in cazul 1in care
f:AcR™ 5 BcR"si g:CcRP - R,atunci
h=gof:AcR"™ — R sirelatia (7) devine

d(gof)
ox, @)
d(goft)
ox, @
d(gof)
ox
of of of
i(b) i(b) axl (a)
1 2 m
of d d
9 9, 9 =) Erp) .. <Ly
= —£ (b),—% (b)..—2 (b
[ayl 05, O3 )} x, X,
awt T a
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de unde obtinem formulele:

(8) a(g f)( )_zaag (b)aYk(a) ie N, unde
k=1 0¥

Yk = fk(X1,X2,. ...Xn), ke Np .

1

De exemplu, sd consideram cazul particular cand m=p=2
adici f:AcR* ->BcR?, g:BcR>—>Rssi

gof :AcR’> =R

Daca notam cu f; si f; componentele lui f, atunci

u=fi(x,y) si v=£(x.,y), (x,y)T € A, sunt variabilele lui g si

a(g°f)(a):a_g(b)a—u(a)+a—g(b)ﬁ(a)

. X al]_ aX aV aX

formulele (8) devin: d(gof) dg du dg . OV
Ty @73, O @+3 O @

In cazul particular cand m=2, p=1, adica

f:AcR*>BcR, g:BcR-—>Rsi

gof :AcR?> >R, atunci notind u=f(x,y) variabila
functiei g, din formulele precedente obtinem:

d(gof) du
= —(a),
ox — ()= ( )ax( )
d(gof) 8g du
—=~(a)=—=2(b)—(a
o (a) au( )ay( )
Cum g este este functie de o variabila, atunci notam % in
u
adg . ..
loc de —= si obtinem
ou
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d(gof) ,_dg . du
x (@)= du(b)ax(a),

a<g f)( y=de (b)S—”(a)
y

In cazul cand f si g sunt diferentiabile pe A, respectiv B,
atunci in formulele precedente se poate renunta la a mai scrie
punctele a si b, obtindnd astfel formulele de calcul pentru
functiile derivate partiale ale functiilor compuse.

2.15.3. Exemple. 1. De exemplu, sa calculam derivatele

partiale ale functiei z=In(u*+v), unde u = e’ si v=x'+y.
Avem
9z _ollu(u’+v] du  dflu(u’+v] ov _
ox du ox ov ox

— e 4 ! 22X =
u+v u’+v u+v

9z _dllu(u®+v] du  dflu(u’+v] dv _

ady du ady ov ay

= uzzj-v 2ye + u21+V = u21+V (4uyeXerz +1)

2. Si ardtim ci functia z = xy@(x> —y~) verifici egalitatea

2
(ue*™ +x);

Xy2 g—i+ xzyg—i = z(x2 + yz).
Notand u=x*-y?, avem
0z do de du _
—= +Xy—= +
™ =y@p(a)+xy . =yQ(u) +xy— du ox
do do

= yo(u) +xy—--2x = yp(u) + 2x 'y —;
du du
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92 _ xp(a) +xy 20 = xpu) +xy 28 X

ady dy du 8

d d
=xQ(u)+ xyd—f(—2y) = xQ(u) — 2xy2 d_ﬁ

Deci

Xy2 %+ xzy% = xyz[y(p(u) + 2X2yd—(p} +
ox dy du

+X y[X(p(u) 2xy2 (P}
du

33(P

=Xy (p(u)+2x +x y(p(u) 2x7y

33 (P
du
=Xy(xz+y2)<P(u)=XY<P(x —yH(x*+y?h) =

=z(x* +y?).

2.15.4 Teorema (teorema de medie)

Fief :R™ - R o0 functie diferentiabila pe multimea
deschisa A si a,be A astfel incat

[a,b]={xe R"Ix=(1—-t)a+tb,te[0,1]}C A.

Atunci exista X, € [a,b] astfel incat

(9) £(b)—f(a)=df(x,)(b—a).

Demonstratie. Consideram functia g:[0,1] — R,g(t) =f((1—-t)a+tb).

Atunci g(0)=a si g(1)=b. Cum g este derivabila pe [0,1], conform
teoremei lui Lagrange, existd t, € (0,1) astfel incat g(1)-g(0)=g' (to).
Deoarece g' (t)=df((1-t)a+tb)(b-a), deducem ca

g(1)-g(0)df(xp)(b-a), unde x¢:=(1-ty)a+tob. Deci, f(b)-f(a)=df(x,)(b-a). m

2.15.5 Observatie
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In anumite ipoteze suplimentare se pot obtine diferite
consecinte ale teoremei de medie.

Mai intdi, o multime A < R™ se numeste multine convexa
daca, pentru orice a,be A,a#b, segmentul
[a,b]:={xe R"Ix=(—-t)a+tb,te[0,1]} este continutin A.

Prin urmare, daca A este o multime deschisa si convexa, iar

f:AcR"™ - R este o functie diferentiabila pe A, atunci
pentru orice a,be A,a#b, existd x, e [a,b] astfel incat sa
aiba loc relatia (9).

Mai mult, daca exista ~M>0 astfel 1ncat
Il df (u) I M, (V)ue A, atunci din (9) obtinem ca pentru orice
a,be A,a #b are loc inegalitatea | f(b)—f(a)I<KMIlIb-all.

2.15.6 Test de autoevaluare

1. Sa se calculeze derivatele partiale ale functiei z=f(u,v),
unde u=x+y, v = x’+y’.

oz of ) of o9z of of

e T—=—+2Xx—, —=—+2y—
ox du v  dx du ov

2. Sa se calculeze derivatele partiale de ordinul intdi si de
ordinul al doilea ale functiilor:

a) z=1(x,y); b) z= f(lj; ¢) z = f(x*+y?).
X

9z df 9z df 9%z, 9 9%z of 9°f
R.a)—zy—, _—= , —:y s =—+4X
ox du 9y du’ 9x2 ou? oxy du du

X — —_— —_

E}

0%z, d°f 0z y df 0z 1 df
—=x"—F,u=xy; b)—=-—"F—, —=——,
dy”? ou’ Y )ax x>du dy x du
Pz _(y V& 2ydt %z y &F 1df
ox > x? u? x?du oJxdy x? du?> x?du
92z :Ldzf 7

ox?  x2du?’ X’
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2 2
2x£, ﬂzzyﬁ’ £:4x2£+2£,
du 9y du’ 9x2 du? du
azz_4X£ a_2z=42d2f df’ s s

oxdy Yo dy”? du? du

0z
c)g =

3. Sa se arate ca functia z = f(bx - ay) verifica relatia

a% + b% =0.
ox  dy
4. Sa se arate ca functia z = i{f (y)+ g[lﬂ verifica relatia
y X

,0°z 0’z oz
X ==+ Xy —y—=0
0xoy =~ oOx

ox’

5. Si se arate cid functia w=f(xy,x’+y’—z°) verifici
relatia

ow 0w )

ng - yza—y +(x

5. O
—y) = =0.
Y)az

2’z 9’z

6. Sa se calculeze A=—>+—,
ox*  dy’

pentru functia z =

f(x2+y2).
2
R. A=4uj—f2+4j—f, u=x>+y’.
u u

2.16. Diferentiale de ordin superior.
Formula lui Taylor

2.16.1 Definitie. Fie f:A cR™ — R o functie de clasi C*
pe multimea deschisd A. Forma pitratici d*f(a):R™ - R,
definita prin
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W& @m =33 -2F

o 1 OX0X,

(a)h,h,h =(h,,h,,...h, )" € R"

se numeste diferentiala de ordinul al doilea a functiei f in
punctul ae A.

Matricea asociatd acestei forme pdtratice, He(a), este chiar
hessiana functiei f in punctul a, definitd in relatia (3) de la
2.12. Prin urmare, relatia (1) se poate scrie sub forma
echivalenta:

2) d*f(a)thy=h"H,(a)h, heR".
2.16.2 Teoremd. Fie @:R — R o functie de C* pe R.
Atunci exista s € (0,1) astfel incat

(3) <p<1>=<p<0>+<p'<0>+%<p"<s>.

Demonstratie. Determinim A€ R astfel incat sia avem

@ o) =9(0)+¢'(0)+A.

Pentru aceasta, consideram functia g:[0,]]—> R, definitd prin
g()=0(t)+(1-0)¢'(H)+A(1-1)%, te R. Observim ci

g0)=00)+¢' () +A=0(), iar g(l)=¢(1), deci g0)=g(l). Prin
urmare, aplicand teorema lui Rolle functiei g pe intervalul [0,1], deducem
ca exista se (0,1) astfel incat g'(s)=0.

Deoarece g'(t) = ¢'(t) — @'(t) + 1 — t)@"(t) — 2A(1—t), atunci din g'(s)

=0 rezultd ca A =%(p” 3).

Cu?&—1

= E(p"(s), din relatia (4) rezulta relatia (1). m

2.16.3 Teorema (Formula lui Taylor )

Fie f:R™ >R o functie de clasi C’ pe bila deschisd
B, (a)cR"™ i fie he R™ cu llhll<r. Atunci exista se (0,1)
astfel incat
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(5) fa+h)=f(a)+(Vf@) h JF%Hf (a + sh)h.

Demonstratie. Considerim functia f:R™ — R, @(a) =f(a+ th),
he R™. Evident @(0)=f(a) si ¢1)=f(a+h). Pe de altd parte, din
teorema 2.16.2 rezultd ca existd se (0,1) astfel incat are loc relatia (3).

Cum (vezi relatia (11) de la 2.14), ¢'(t) = (Vf(a + th))Th si
9"(t) = hTHf (a+th)h, atunci din relatia (3) obtinem formula (5). =

2.16.4. Observatie. Este evident ca relatia (5) se poate scrie
sub forma:

(6) f(a+h) = f(a) + df(a)(h) + d*f(a+sh)(h), s (0,1),he R™.

Dacd f:R™ — R este de clasa C? pe bila deschisa B(a),
atunci polinomul

T,(x)=1f(a)+ (Vf(a) ' (x—a)+

+%(X —a)'H,(a)(x—a),xe B, (a) ,

se numeste polinomul Taylor de ordinul al doilea al functiei
fin punctul a.

De exemplu, pentru functia f(x,y)=e ™", si calculim
T,(0,0).

Avem

Vf(X, y) — (_2e—Zx+y ,e—2x+y )T ,

4e—2x+y _26—2x+yJ
9

_ 2e—2x+y e—2x+y

Hf (X’Y) :(

_ . 4 -2
deci VF(0,0) = (-2,1) ,Hf(0,0)z(_z | j

Prin urmare,
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T,(x,y)=£(0,0)+ (Vf(O,O))T(Xj +%(X, y)H; (O,O)(Xj =
y y

ST SN M
- ( ) y 2(X’Y) _2 1 y -

=1-2x+y+2x’ —2xy+%y2.

2.16.5 Test de autoevaluare
1. Sa se determine diferentiala de ordinul al doilea a

functiilor:
a) f(x,y) = 3X2y—4xy3;
b) f(x,y) = 4xy3z3.
6x 6x—12y> |'h
R. 2) df (x,y)(h;,hy) =<h1,h2>( e ]( ‘j;
6x —12y? —24x \h,
b) df(X,y,Z)(hl,hz,h3) =
0 12y%z°  12y°z? |(h,
=(h;,h,,hy) 12y%2°  24xyz’  36xy’z* | h,
12y3z2 36xy222 24xy3z h,
2. Sa se calculeze polinomul Taylor de ordinul al doilea in
punctul (0,0)" al functiei f(x,y)=xe™, (x,y)e R
R. T, (X,y)=x-2xy.
3. Sa se calculeze polinomul Taylor de ordinul al doilea in

punctul (0,0,0)" al functiei f(x,y,z) = e**¥**".
R. To(X,y,2) = 14x-2y+32-4xy+6x2-12yz+X +4y*+97".

2.17. Extremele functiilor de mai multe variabile

Fie Ac R"sio functie f:Ac R"™ - R.
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2.17.1. Definitie. Vom spune cd un punct xe A se
numeste punct de extrem local al functiei f, daca exista >0
astfel incat diferenta f(x)-f(a) pastreaza semn constant pentru
orice x€ A[1B,(a).

Daca f(a)—f(a)=0(adica f(x)=f(a)) pentru orice
x€ A B,(a),atunci vom spune cd a este punct de minim
local al functiei £.

Daca f(a)—f(a)<O(adicd f(x)<f(a)) pentru  orice
x€ A B,(a),atunci vom spune ca a este punct de maxim
local al functiei £.

2.17.2 Definitie. Un punct ae A se numeste punct critic al
functiei f:A cR"™ — R,daca f este diferentiabild in punctul

a si daca Vf(a) =6, adica (p—f(a) =0, pentru orice ke N__.
X
2.17.3. Teorema (teorema lui Fermat).
Fie f:AcR"™ — R,0 functie diferentiabila pe multime
deschisa A. Daca ae A este punct extrem local al functiei f,

atunci a este punct critic al functiei f.

Demonstratie. Pentru a face o alegere, s presupunem cd a€ A este
punct de maxim local al functiei f. Atunci existd r>0 astfel 1incat
f(x)<f(a) pentru orice x€ A(1B,(a). Deoarece A[1B,(a) este multime

deschisd, existd r;<r astfel incat B, (a)c AB,(a).

Fie heR™ cu Ihll=1. Atunci a+the B.(a) pentru orice
te (—1,1,). Prin urmare, putem defini functia

g:(-1,5) = R, g(t)=1(a + th).

Deoarece, pentru orice t € (—1,,I;) avem

g(t)—g(0)=f(a+th)—f(a) <0, rezultd ca t=o este punct de maxim al
functiei g si deci, conform teoremei lui Fermat pentru functii reale de
variabild reald, avem g'(0)=0. Pe de alti parte,
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\ . g(t)—g0) .. f(a+th)—f(a) df
0=g@=lig === = lin T = @,

adica %(a) =0 pentru orice he R™ cu lhll=1.
in particular, daca e, ke N, sunt vectorii bazei canonice din R™,
. of
atunci —(a) =0, (V)Re N,
dey

of

adica (a)=0, keN, .=
Xk

2.17.4 Teoremi. Fie c R™ - R o functie de clasd C* pe
multimea deschisa A si fie a€ A un punct critic al functiei f.

1) Daca dzf(a) este pozitiv definita, atunci a este punct de
minim local al functiei f.

2) Daca dzf(a ) este negativ definita, atunci a este punct de
maxim local al functiei f.

Demonstratie. Fie a€ A un punct critic al functiei f, deci Vf(a)=0.
Deoarece A este multimea deschisa, atunci existd r>0 astfel Incat
B,(a) c A.Fie he R™ cu llhli<r.

Atunci, conform Teoremei 2.16.3, exista s € (0,1) astfel incat
fa+h)=f(@)+(Vf(a)'h +%hTHf (a)h.

Cum Vf(a)=0, obtinem

(1) f(a+h)=f(a) Jr%hTHf (a)h.

1) Dacd df(a) este pozitiv definita, atunci dzf(a)(h)=hTHf(a)h>O, pentru
orice he R™. Prin urmare, din relatia (1) obtinem

f(a+b)—f(a) :%hTHf (a)h>0, (V)heR" lhl<r,
ceea ce inseamna ca a este punct de minim local al functiei f.

2) Daca df(a) este negativ definitd, atunci dzf(a)(h)=hTHf(a)h<0 pentru

orice xe R™. Prin urmare, din relatia (1) obtinem

f(a+b)—f(a) :%hTHf(a)h <0,(¥)he R",Ilhl<T,
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ceea ce ce arata ca a este punct de maxim local al functiei f. m

2.17.5 Observatie. in cazul in care d*f(a) nu este pozitiv
definitad sau negativ definitd, atunci a nu este punct de extrem
al functiel f. Mai mult, din teoremele precedente deducem
regula practicd de a determina punctele de extrem ale functiei
f:AcR™ >R care sunt de clasi C* pe multimea deschisa
A: 1) Se determind punctele critice a€ A ale functiei f.
Acestea sunt solutiile sistemului:

of
2 —0
ox,

of
)
ox,

of
2~
ox,,

Conform teoremei 2.17.3 punctele de extrem real ale
functiei f se gasesc printre punctele critice ale functiei f.

2) Pentru fiecare punct critic a€ A se stabileste dacd
functionala patratica d*f(a) este pozitiv definitd sau negativ
definita.

Pentru a stabili dacd df’(a) este pozitiv definitd sau negativ
definita calculdm

o°*f d*f o°f
ox, @ 0x,0X @ - 0x,0x | @
o°f o’*f o°f
H,(a)=| 9x,0x, (@) ox,’ @ - 0x,0X , @
i e SO
ox  0X, @ ox  0x, @ - ox,’ @

adica matricea (hesiana functiei f in punctul a) asociata
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functionale patratice d*f(a) in raport cu baza canonica din R™.

Deoarece d’f(a)(h)=h"Hia)h, (V)he R™, deducem ca
dzf(a) este pozitiv definitd, daca si numai daca

h"H,(a)h >0, (V)he R"
si este negativ definitd, daca si numai daca

h"H,(a)h <0, (V)he R™.

2.17.6 Exemplu. Sa determindm extremele locale ale
functiei f:R>—R, definitai prin  F(xy)=xye ),
(x,y)e R*’

Mai intdi determindm puctele critice ale functiei f. Acestea
sunt solutiile sistemului

oF o
ox
I g
dy
Deoarece of _ (y—2x2y)e 9, of _ (x —2xy?)e )
ox dy
si e Y >0, (V)(x,y)" € R?, atunci of =0, of =0 daca
ox dy
. o Jy=2x’y=0
si numai daca
x—2xy> =0
Rezolvand acest sistem obtinem solutiile:
a1=(0,0)",

ot o)
U N2 N2) T U V22T (V2 V2
o=( 55
V22
Acestea sunt punctele critice ale functiei f.
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Calculam hessiana functiei f. Avem
HF (x,y) = e &) 4x’y —6xy 4x2y% —2x2 —2y% +1
4x°y? —2x* -2y* +1 4xy* —6xy

Mai departe, pentru fiecare punct critica, ke {1,2,3,4,5},
vom studia daca df(ay) este pozitiv definita sau negativ definita
Pentru 211:(0,0)T avem

He(a;)=H¢0,0)= ((1) (1)] Atunci pentru orice h =(h;,h,)" € R?,

0 1Yh
avem df(a;)(h)=(h l,hz)( O)(hl j = 2h,h, si nu putem decide
2

daca d*f(a;)(h) este pozmva sau negativi pentru oriceh e R”.

In consecinta a;=(0, 0) nu este punct de extrem al functiei f.
T

T
Pentrua,=|-—,—| sia,=|—=,——F— obtinem
’ («5 Jﬂ i LE Ji

H,(a,)=H, @a,)=c"| > °
fla,)=H¢(as)=¢€ 0 —of

Atunci, pentru orice h = (h,,h,)" € R?, avem
f(ay)(h) = df@g)h) =(hyhy) € ( 1}

0 -Z[hs
€

2
=—Z(h,*+h,%) <0,
(]

deci dzf(az), dzf(a5) sunt negativ definite si deci a, si as sunt
puncte de maxim local ale functiei f.
1 jT
avem

1) 1
Pentru a, = —E,E sia,= E’_ﬁ
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2 0
Hi(as)=H(a)=¢" | ¢ 2

Atunci, pentru orice h = (h,,h,)" € R* avem

2
d*f(a,)(h) = d*f(a,) = (h,,h,)| © 5 (1J:
0o 2\
c

:gmf+m%>a
c

deci dzf(ag), dzf(a4) sunt pozitiv definite si deci punctele as si
a4 sunt puncte de maxim loc ale functiei f.
2.17.7. Test de autoevaluare
1. Sa se determine punctele de extrem local precum si
valorile extreme corespunzdtoare ale functiiloe urmatoare:
a) f(x,y)=xy(a-x-y), a>0;

b) f(X,y)zxy+E+§,x>O,y>0;
X Yy

c) f(x,y)=x3+y3—3xy;

d) f(x,y):x4+y4—xz—y2;
&) f(x,y)=(x,y) e );
f) f(x,y)=xy’e*”.

T 3
R. a) (%,%) este punct de maxim local; max f(x,y) = %; b) (5,2)T
este punct de maxim local, minf(x,y)=30; c) (1,1)T este punct de minim

T
local; minf(x,y)=-1; d) (0,0)T este punct de maxim local; (L LJ si
2

oY . 1 1)
——=,———=| sunt puncte de minim local; e) | —,— | este punct de
NERNE 22
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T
maxim local; (— %,—%j este punct de minim local; f) (-1,2)T este punct

de minim local.

2. Sa se determine punctele de extrem local ale functiilor
urmatoare:

a) f(x,y,z)=x3+y2+zz+12xy+2z;

b)f(x,y,z) = Xy2Z3(7—x—2y—3z), xyz # 0.

R. a) (24, -144, -1)" punct de minim local; b) (1,1,1)" este punct de
maxim local.

2.18. Extreme conditionate
Fie f:AcR"™ - R si ECA.

2.18.1 Definitie. Vom spune cad punctul a€ E este punct
de extrem local relativ la multime E al functiei f daca a este
punct de extrem local al restrictiei functiei f la multimea E.

Punctele extreme locale relativ la multime Ec A ale
functiei f se numesc puncte de extrem local conditionate de
mulfimea E.

2.18.2. Definitie. Vom spune ca un punct a€ E este punct
de maxim local conditionat (respectiv, de minim local
conditionat) de multimea E daca exista r>0 astfel incat
f(x)<f(a) (respectiv, f(x)>f(a)) pentru orice x€ E(1B,(a).

In cele ce urmeazi, considerim functiile
g, AcR” 5 R, 1<k <p<m-1,, iar multimea E definitd
prin

E= {(Xl,xz,...,xm)T eR" g, (x,,X,,...,X,,)=0,1<k <p},
adica multimea E este multimea solutiilor sistemului
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ey

In acest caz, extremele locale relativ la multimea A ale
functiei f se mai numesc extreme locale conditionate de
sistemul (1).

In continuare, vom descrie procedeul de determinare a
punctelor de extrem local conditionate fara a insista asupra
argumentelor teoretice care conduc la acest procedeu. De altfel,
aceste argumente teoretice pot fi gasite in orice carte de
analiza matematica.

Prin urmare, pentru a determina punctele de extrem local
conditionate de sistemul (1), vom parcurge urmadtoarele etape:

1) Consideram functia

F(Xl,Xz,...,xm,kl,kz,...,kp) =1 (X, X550, X,,) +

p
+z Mg (X Xy X ),

k=1

unde 7»1,7»2,...,?»13 e R.

Functia F se numeste functia lui Lagrange, iar numerele
reale A, A,,....., kp se numesc multiplicatorii lui Lagrange.

2) Se formeaza sistemul
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9F _,
ox,
IF _,
ox,
2) oF ~0
ox
g,(x,,X,,0.,X,,) =0
2,(X,,Xy500X,) =0
gp(xl,xz,...,xm) =0.

Dacd (X,,..., Xy, A5 A )" € R™ este o solutie a acestui

sistem, atunci (x l,xz,...,xm)T € E este punct critic conditionat
de sistemul (1) al functiei f.

Printre punctele critice conditionate se afld si punctele de
extrem local conditionate ale lui f.

3) Pentru fiecare solutie, a=(a,,..,a,,A,.,A_ ) a
sistemului  (2), determinim functionala pitratici d’d(a),
definita prin d’¢(a)(h) = hTH¢(a)h, he R™, unde

X5 Xg0ees X ) = F(X (5 X g X A A s ),

(xl,xz,...,xm)T € E.

4) Studiem semnul functionalei patratice

d*¢(a)(h) =h"H,(a)h
in conditiile in care he R™ satisface relatiile
3) (Vg, (a)'h=0,(V)ke N,.

Daci d*¢(a)(h) >0, pentru orice he R™ care satisface
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relatiile (3), atunci a este punct de minim local conditional al
functiei f.

Dacid d’¢(a)(h) >0, pentru orice he R™ care satisface
relatiile (3), atunci a este punct de maxim local conditionat al
functiei f.

2.18.3 Exemplu. S3a determinam extremele functiei
f(x,y,z) =xy+zx+yz, conditionate de ecuatiile xyz=32,
x+y+z=4. Restrictiile problemei sunt

{gl(x, y.2)=0
g,(x,y,2)=0
unde g,(X,y,z) = xyz—32 si g2(Xyz) = x+y+z-4.

Functia Lagrange este:

F(x,y,z,A,A,) =f(X,y,2) + A, g,(X,y,2) + X,2(X,Y,2),
adica

F(x,y,z,A,A,) =Xy +2zXx + yz+ A (Xyz—32)+ A, (x +y+z—4).

Determinam punctele critice ale functiei f. Pentru acesta,
considerdm sistemul

F_,

ox

@_0 y+z+Ayz+Ai, =0
dy X+z+Axz+A, =0
E:O adica y+Yy+AXy+A, =0
0z xyz—32=0
g(x,y,2)=0 x+y+z—-4=0.
gz(X,y’Z):O

Conditia de compatibilitate a sistemului format din primele
trei ecuatii ale sistemului precedent, considerat 1in
necunoscutele A, si A,, este
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y+z yz 1
x+z xz 1=0,
x+y xy I

de unde obtinem (x-y)(y-z)(z-x)=0.
Prin urmare, avem de rezolvat sistemele:

x—y=0 y—z=0 z-x=0
xyz—-32=0 ; <{xyz-32=0 ; xyz—32=0
Xx+y+z—-4=0 Xx+y+z—-4=0 Xx+y+z—-4=0

Primul sistem are soluti a1:(—2,—2,8)T, sistemul al doilea are
solutia a2=(8,—2,—2)T, iar sistemul al treilea are solutia a3 = (-
2,8,-2)".

Pentru ca sistemul initial s admitd solutia al=(—2,—2,8)T
trebuie sda avem

. 2 . .
A zg si A, = —6 Pentru aceste valori, obtinem

0(x,y,z) = F(x, yzg%j =Xy+zX+yz+ g(xyz -32)+

+%6(X+y+z—4).

Deoarece
o M _1
9 9
41 1
Hq;(al): E 0 _5 )
LN S
9 9
deducem ca
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2
d’0(a,) = hTH¢(a1)h = 5(41h1h2 —hh;—h,h;),h =

= (hl,hz,h3)T e R’
Deoarece Vg, (x,y,z) =(yz,xz,y2)", Vg, (x,y,2z) = (LL) T,
Atunci conditiile
(Vg,(a,))"h=0,(Vg,(a,))"h=0,h=(h,,h,h;,)" e R"
sunt echivalente cu sistemul
{4hl +4h,—h, =0

h, +h, +h; =0,
de unde obtinem hy=h; si hs=0. Cu acestea, obtinem
82

d*o(a,)(h) = —Ehf <0,

adicd d’¢(a,)este negativ definitd si deci a; este punct de
maxim local.

Analog se procedeaza si pentru punctele a; si as.

2.18.4 Test de autoevaluare

1. Sa se determine extremele locale conditionate ale
urmadtoarelor functii:

a) f(x,y) = xy, Xty =1;

b) f(x,y) = x+2y, X2+y2:5;

c) f(x,y) = X2+y2, 3x+2y=6;

d) f(x,y)=6-4x-4y, x*+y’=I.

T
R. a) (%,%j punct de maxim; b) 12" punct de maxim;
T

T
c) (%,%) punct de minim; d) (%,%) punct de minim, iar

4 3\ .
_—,—g punct de maxim.

5

2. Sa se determine extremele locale conditionate ale
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urmadtoarelor functii:
a) f(x,y,z) = xy+xz+yz, xyz =1, x>0, y>0, z>0
b) f(x,y,z) = x-2y+2z, x2+y2+z2:9;
c) f(x,y,z) = Xy2z3, x+y+z = 12, x>0, y>0, z>0;
df(x,y,z) = xyz, X+y+z =5, xy+yz+zx = 8.

R. a‘t)(l,l,l)T punct de minim;

b) (-1, 2, —2)T punct de minim iar (1, -2, 2)T punct de maxim;
¢) (2,4, 6)" punct de maxim;

d) (2,2, D%, (2, 1,2)%, (1, 2, 2)" puncte de minim,

. (4 4 7jT (4 7 4)T (7 4 4)T .
iar | —,—,— | ,|—=,—,—| ,| =>—,— | puncte de maxim.
333 333
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