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Se poate de demonstra destul de uşor următorul rezultat: 
dacă funcţia pmA:f RR →⊂  este continuă într-un punct 

( ) Aa,...,a,aa T
m21 ∈= (în raport cu ansamblul variabilelor), 

atunci f este continuă în punctul a în raport cu fiecare 
variabilă în parte. 

De asemenea, se poate arăta că, funcţia  pmA:f RR →⊂  

este continuă parţial în punctul ( ) Aa,...,a,aa T
m21 ∈= , în 

raport cu variabila pk k,x N∈ , dacă şi numai dacă, există 

 ( )m1kk1k1
ax

a,...,a,x,a,...,aflim
kk

+−
→

 şi   

( ) ( )m21m1kk1k1
ax

a,...,a,afa,...,a,x,a,...,aflim
kk

=+−
→

 

În schimb, o funcţie pmA:f RR →⊂  poate să fie continuă 
într-un punct Aa ∈ , în raport cu fiecare variabilă în parte, fără 
ca f să fie continuă în raport cu ansamblul variabilelor. 

 
De exemplu, pentru funcţia RR →2:f , definită prin 

( )
( )

( )







=

≠
+

+

=
TT

TT

)0,0(y,x,0

)0,0(y,x,
y3x2

yx

y,xf  

avem  

( )
2

1

x2

x
lim0,xflim

0x0x
==

→→
,   ( )

3

1

y3

y
limy,0flim

0y0y
==

→→
 

Deci, f nu este continuă parţial în punctul a = (0, 0)T în 
raport cu nici o variabilă. Prin urmare, f nu poate fi continuă în 
punctul a = (0, 0)T. 

Pentru funcţia RR →2:f , definită prin 

( )
( )

( )







=

≠
+

+

=
TT

TT

22

)0,0(y,x,0

)0,0(y,x,
yx

yx

y,xf , 
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avem ( ) ( )0,0f00,xflim
0x

==
→

,  ( ) ( )0,0f00y,0flim
0y

==
→

. Deci 

f este continuă în punctul a = (0, 0)T  în raport cu fiecare 
variabilă în parte. În schimb, f nu este continuă în punctul  

a = (0, 0)T (vezi exemplul 2 de la 2.7.3.) 
 
2.7.8. Continuitatea după o direcţie 

Vom spune că funcţia pmA:f RR →⊂  este continuă în 
punctul  Aa ∈  după direcţia vectorului { }θ∈ \v mR  dacă 

există ( )xflim
ax
v

→

  şi ( ) ( )afxflim
ax
v =

→

. 

Se poate demonstra cu uşurinţă următorul rezultat: dacă 
funcţia pmA:f RR →⊂  este continuă în punctul Aa ∈ , 
atunci f este continuă în punctul a după direcţia oricărui vector 

{ }θ∈ \v R  . 

Să considerăm funcţia RR →2:f , definită prin 

( )
( )

( )








=

≠
+

+

=
TT

TT

)0,0(y,x,
8

3

)0,0(y,x,
y3x2

yx

y,xf  

Pentru vectorul 2T)2,1(v R∈=  avem  

( ) ( )
( ) ( )0,0f

8

3
y,xflim

0,0y,x
v ==

→

, ceea ce înseamnă că f este 

continuă în punctul (0, 0)T după direcţia vectorului 2v R∈ . 
Pentru vectorul 2T)2,1(w R∈−=  avem  

( ) ( )
( ) ( )0,0f

4

1
y,xflim

0,0y,x
w ≠=

→

, ceea ce înseamnă că f nu este 

continuă în punctul (0, 0)T după direcţia vectorului 2w R∈ . 
În consecinţă, f nu poate fi continuă în punctul (0, 0)T. 
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2.7.9. Exerciţii. 

1. Fie pmA:f RR →⊂  o funcţie continuă în punctul 
Aa ∈ . Dacă ( ) θ≠af , atunci să se arate că există o vecinătate 

V a lui a astfel încât ( ) θ≠xf , pentru orice AVx ∩∈ . 

2. Considerăm funcţiile RR →⊂ mA:g,f  continue în 

punctul Aa ∈ . Dacă ( ) ( )agaf < , atunci să se arate că există o 

vecinătate V a punctului a astfel încât ( ) ( )xgxf <  pentru orice 
AVx ∩∈ . 

3. Dacă pI:g,f RR →⊂  sunt funcţii continue pe I, atunci 
să se arate că funcţia RR →⊂I:h , definită prin 

( ) ( ) ( ) >=< tg,tfth , este continuă pe mulţimea I. 

2.7.10. Test de autoevaluare 
1. Să se studieze continuitate următoarelor funcţii în punctul 

a indicat în fiecare caz în parte. 

a)  ( )
( ) ( )

( )







=

≠
+

+
=

TT

TT

)0,0(y,x,0

)0,0(y,x,
yx

1
sinyx

y,xf , a=(0, 0)T; 

b)  ( )
( ) ( )

( )







=

≠
++

+++

=
TT

TT

222

222

)0,0,0(z,y,x,1

)0,0,0(z,y,x,
zyx

zyx1ln

z,y,xf  , 

a=(0, 0, 0)T; 

c)  ( )
( ) ( )

( )







=

≠
+

+

=
TT

TT

)0,0(y,x,0

)0,0(y,x,
yx

yxsin

z,y,xf , a=(0, 0)T; 
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d)  ( )
( )

( )











=








≠














+

−++−

=

TT
T

TT
3xy

)0,0(y,x,
3

1
,

2

1

)0,0(y,x,
yx

1yx1
,

xy2

1e

y,xf , 

a=(0, 0)T; 

e) ( )













=








≠






 −

=

0x,0,
2

3
,

3

2

0x,x2,
x2

1e
,

x3

x2sin

xf
T

Tx3

, a=0; 

f)  
( )

( )





≥+

<−−
=

2x,x,1x

2x,3x,4x3
)x(f

T

T

, a=2. 

R. a) continuă; b) continuă; c) nu este continuă; d) continuă; e) continuă; 
f) nu este continuă. 
2. Să se calculeze continuitatea laterală a următoarelor 

funcţii în punctul a indicat în fiecare caz în parte. 

a) 
( )


















=

>








 +

<








 −

=

0x),1,1(

0x,
x

x1ln
,

x

x

0x,
x

1e
,

x

x

)x(f

T

T
x

, a=0; 
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b)

















>







+−

=







−

<






 −
−

=

0x,x
2

1
,1x2

0x,
2

1
,1

0x,
x2

1e
,1x3

)x(f

T

T

Tx

, a=0 

R. a) nu este continuă; b) este continuă. 
3. Să se studieze continuitate parţială a următoarelor funcţii 

în punctul a indicat în fiecare caz în parte. 

a)  
( ) ( )

( ) ( )







=

≠
+

+

=
TT

TT

0,0y,x,3

0,0y,x,
yx4

y3x

)y,x(f , a=(0,0)T; 

b)

( ) ( )

( ) ( )








=

≠
+

+

=
TT

TT

0,0y,x,
2

3

0,0y,x,
y2x3

yx2

)y,x(f , a=(0,0)T; 

c)  
( ) ( ) ( )

( ) ( )







=

≠
+

+
=

TT

TT

0,0y,x,1

0,0y,x,
yx

1
sinyx

)y,x(f , a=(0,0)T 

d) 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )







=

≠








+

++

+

+

=
TTT

TT

22

22

0,0y,x,1,1

0,0y,x,
yx

yx1ln
,

yx

yxsin

)y,x(f  

R. a) continuă în raport cu y; b) continuă în raport cu x; c) nu este 
continuă nici în raport cu x şi nici în raport cu y; d) continuă în raport cu 
ambele variabile. 

4. Să se studieze continuitatea următoarelor funcţii în 
punctul a după direcţia vectorului v. 
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a)  

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ;1,1v,0,0a,

0,0y,x,
2

1

0,0y,x,
yx

xy

)y,x(f TT

TT

TT

33

3

==










=

≠
+

=  

b)  

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ;1,2v,0,0a,

0,0y,x,
3

2

0,0y,x,
yx

xsin

)y,x(f TT

TT

TT

2

==










=

≠
+

=  

c)

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ;1,1v,0,0a,

0,0y,x,
2

1

0,0y,x,
yx

x1ln

)y,x(f TT

TT

TT

22

2

==










=

≠
+

+

=  

d)  

( )( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ;2,1v,1,1a,

1,1y,x,3

1,1y,x,
1y1x

2yx

)y,x(f TT

TT

TT
22

==








=

≠
−−

−+

=   

e)   

( )( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ;1,2v,2,1a

,

2,1y,x,2,
2

5

2,1y,x,
1x

4y
,

2y1x

5yx

)y,x(f

TT

T
T

TT

T222

−==













=







−−

≠








−

−

−−

−+

=
 

R. a) continuă; b) nu este continuă; c) continuă; d) continuă; e) continuă. 
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2.8. Funcţii continue pe mulţimi compacte. 

Funcţii uniform continue 
În cele ce urmează, vom pune în evidenţă câteva proprietăţi 

ale funcţiilor continue pe mulţimi compacte. 
2.8.1. Teoremă. Dacă funcţia pmK:f RR →⊂  este 

continuă pe mulţimea compactă K, atunci funcţia f este 
mărginită pe mulţimea K. 

Demonstraţie. Să presupunem, prin absurd, că f nu este mărginită pe 

mulţimea K. Atunci, pentru orice M>0, există Kx M ∈  astfel încât 

( ) Mxf m > . Dacă luăm M=n, N∈n , atunci, pentru fiecare N∈n , 

găsim un punct Kx n ∈  astfel încăt ( ) nxf M > . 

Pe de altă parte, K fiind mulţime compactă, este mărginită, deci şirul 

( )nnx  este mărginit. Conform lemei lui Cesàro (vezi Teorema 2.2.11 şi 

Exerciţiul 2.3.8), şirul ( )nnx  conţine un subşir convergent ( )
Kn K

x . Fie 

axlim
Kn

K
=

∞→
. Deoarece K este mulţime compactă, ea este şi închisă, deci 

ka ∈  (vezi corolarul 2 al Teoremei 2.4.19), Deoarece f este continuă pe 
mulţimea K, atunci f este continuă în punctul a. 

Deoarece axlim
Kn

k
=

∞→
, rezultă că ( ) ( )afxflim

Kn
K

=
∞→

 (vezi punctul 2 

al observaţiei 2.7.2.) şi deci ( ) ( )afxflim
Kn

K
=

∞→
 (vezi exerciţiul 3 de la 

2.7.5). Dar din inegalităţile ( ) N∈≥ k,nxf Kn K
, deducem că 

( ) +∞=
∞→ Kn

K
xflim , ceea ce constituie o contradicţie deoarece ( )af  

este finit. ■ 

2.8.2. Teoremă. Dacă funcţia pmK:f RR →⊂  este 
continuă pe mulţimea compactă K, atunci ( )xf  este compactă. 

Demonstraţie. Din Teorema 2.8.1 rezultă că f este mărginită pe K, 

deci mulţimea K este mărginită. Mai trebuie să arătăm că ( )Kf  este o 
mulţime închisă. Pentru aceasta este suficient să arătăm că, oricare ar fi 
şirul convergent de puncte din ( )Kf , limita sa aparţine lui ( )Kf . 
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Fie ( )nny  un şir de puncte din ( )Kf  astfel încât bylim n
n

=
∞→

. 

Deoarece ( ) ( ) N∈∀∈ n,kfyn , atunci, pentru fiecare N∈n , există 

kx n ∈  astfel încât ( ) nn yxf = . Analog ca şi în Teorema 2.8.1, se 

arată că şirul ( )nnx  conţine un subşir convergent ( )
knK

x . Fie 

axlim
Kn

n
=

∞→
. Deoarece f este continuă în punctul a, rezultă că 

( ) ( ) ( )Kfafxflim
Kn

K
∈=

∞→
. 

Pe de altă parte, deoarece ( ) ( ) N∈∀= k,yxf
KK nn , rezultă că 

( ) ( )xfafylim
Kn

K
∈=

∞→
. Prin urmare, deoarece bylim n

K
=

∞→
 şi 

deoarece ( )
Kn K

y  este un subşir al şirului ( )nny , rezultă că 

bylim
Kn

K
=

∞→
. În consecinţă, cum limita unui şir este unică, din 

bylim
Kn

K
=

∞→
 şi ( )afylim

Kn
K

=
∞→

, deducem că ( ) .Kafb ∈= ■ 

2.8.3. Definiţie. Fie RR →⊂ mA:f  o funcţie mărginită pe 
A. Numerele reale R∈M,m , definite prin 

( ) ( )Afinfxfinfm
Ax

==
∈

, 

( ) ( )AfsupxfsupM
Ax

==
∈

, 

se numesc marginile funcţiei  f pe mulţimea A. Numărul m se 
numeşte marginea inferioară,  iar numărul M se numeşte 
marginea superioară  a funcţiei f pe mulţimea A. 

Vom spune că funcţia mărginită RR →⊂ mA:f  îşi atinge 
marginea inferioară (respectiv, marginea superioară) pe 
mulţimea A, dacă există un punct Axm ∈  (respectiv, AxM ∈ ) 

astfel încât  ( )xfinfm
Ax∈

=  (respectiv, ( )xfsupM
Ax∈

= . 

2.8.4. Teoremă.Dacă funcţia RR →⊂ mK:f  este continuă 
pe mulţimea compactă K, atunci f îşi atinge marginile pe 
mulţimea K. 
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Demonstraţie. Mulţimea K fiind compactă iar f continuă pe K, atunci, în 

baza teoremei 2.8.2, mulţimea ( )Kf  este compactă, adică mărginită şi 

închisă. Deoarece ( ) R⊂Kf  este mărginită atunci, conform axiomei lui 

Cantor, există ( )KfsupM =  şi ( )Kfinfm = . Pe de altă parte, ( )Kf  

fiind închisă, în baza corolarului 3 al Teoremei 2.4.19, rezultă că 

( )KfM,m ∈ . Prin urmare, există Kxm ∈  şi KxM ∈  astfel încât 

( ) mxf m =  şi ( ) .Mxf M = ■ 

2.8.5. Observaţie. A spune că funcţia pmA:f RR →⊂  
este continuă pe mulţimea A înseamnă că pentru orice Ax ∈ , f 
este continuă în punctul x, adică 

Oricare ar fi Ax ∈  şi oricare ar fi  0>ε , există 

( ) 0x, >εδ=δ  astfel încât, pentru orice A'x ∈  cu δ<− 'xx , 

să avem ( ) ( ) ε<− xf'xf . 

În cazul în care numărul  ( ) 0x, >εδ=δ  nu depinde de 
alegerea punctului Ax ∈ , adică, dacă pentru orice Ax ∈  
putem alege acelaşi ( ) 0>εδ=δ , cu proprietatea din enunţul 
precedent, atunci spunem că funcţia f este uniform continuă pe 

mulţimea A. Prin urmare, avem următoarea definiţie. 
2.8.6. Definiţie. Vom spune că funcţia pmA:f RR →⊂  

este  uniform continuă pe mulţimea A dacă, pentru orice 
0>ε , există ( ) 0>εδ=δ  astfel încât, pentru orice A``x`,x ∈  

cu δ<− ''x'x , să avem ( ) ( ) ε<− ''xf'xf . 

Este evident că, dacă pmA:f RR →⊂  este uniform 
continuă pe A, atunci f este continuă pe A. 

2.8.7. Exemple. 1. Funcţia RR →m:f , ( ) xxf = , este 

uniform continuă pe Rm. Într-adevăr, fie 0>ε . Atunci, alegând 
( ) ε=εδ=δ , pentru orice m``x`,x R∈  cu δ<− ``x`x , avem 
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( ) ( ) ε<−≤−=− ''x'x''x'x''xf'xf  şi deci uniform 

continuă pe Rm. 

2. Funcţia RR →m:f , ( ) 2
xxf = , nu este uniform continuă 

pe R
m. Într-adevăr, să presupunem, prin absurd, că f ar fi 

uniform continuă pe R
m. Atunci, pentru orice 0>ε , există 

( ) 0>εδ=δ  astfel încât, pentru orice m'x,'x R∈  cu 

δ<− ''x'x , să avem ( ) ( ) ε<− ``xf`xf . Putem alege punctele 

m''x,'x R∈  astfel încât să avem 
2

''x'x
δ

=− . Mai mult, putem 

alege punctele m''x,'x R∈  astfel încât să avem 
δ

ε
>

2
'x  şi 

δ

ε
>

2
''x   (de exemplu, putem lua  

a
2

24
''x,a

2

24
'x

22

δ

δ+ε
=

δ

δ+ε
= ,  unde ma R∈  cu 1a = ).  

În aceste condiţii avem: 

( ) ( ) ( )( )

( ) ε=








δ

ε
+

δ

δδ
>+

δ
=

=+−=−=−

2
22

2
''x'x

2

''x'x''x'x''x'x''xf'xf
22

, 

deci ( ) ( ) ε>− 2''xf'xf , ceea ce contrazice inegalitatea  

( ) ( ) ε<− ''xf'xf  obţinută mai sus. În consecinţă, ( ) 2
xxf = , 

mx R∈ , nu este uniform continuă pe Rm. 
2.8.9. Teoremă. Dacă funcţia pmk:f RR →⊂  este 

continuă pe mulţimea compactă K, atunci ea este uniform 
continuă pe K. 
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Demonstraţie . Să presupunem, prin absurd, că funcţia f nu este uniform 
continuă pe mulţumea K. Atunci, există 00 =ε  astfel încât, oricare ar fi 

0>δ , există K''x,'x ∈δδ  cu  

δ<− δδ ''x'x  şi ( ) ( ) 0''xf'xf ε>− δδ . 

Luând 
n

1
=δ , 1n,n ≥∈ N , atunci, pentru fiecare  1n,n ≥∈ N , există 

K''x,'x nn ∈  astfel încât să avem 
n

1
''x'x nn <−  şi ( ) ( ) 0nn ''xf'xf ε>− . 

Deoarece şirurile ( )nn'x , ( )nn''x  sunt mărginite (K fiind compactă, deci 

mărginită), atunci în baza lemei lui Cesàro (vezi Teorema 2.2.11 şi 
Exerciţiul 2.3.8), fiecare şir conţine câte un subşir convergent, 

( ) ( )
KnKn KK

'x,'x . Mai mult, dacă a'xlim
KnK

=
∞→

, atunci din inegalitatea  

K
nn n

1
''x'x

KK
<−  şi din faptul că 0

n

1
lim

KK
=

∞→
, deducem că  

( ) θ=−
∞→ kk nnK

''x'xlim , deci: ( )[ ] a''x'x'xlim''xlim
kkkk nnnKnK

=−−=
∞→∞→

. Prin 

urmare, deoarece a'xlim
KnK

=
∞→

, a''xlim
KnK

=
∞→

 şi deoarece f este continuă 

în punctul a (fiind continuă pe K), rezultă că ( ) ( )af'xflim
KnK

=
∞→

, 

( ) ( )af''xflim
KnK

=
∞→

 şi deci ( ) ( )[ ] θ=−
∞→ KK nnK

''xf'xflim . Dar din inegalităţile 

( ) ( ) N∈ε>− K,''xf'xf 0KnK
, deducem că şirul ( ) ( )( )

Knn KK
''xf'xf −  nu 

poate avea limita θ . Am ajuns astfel la o contradicţie. ■ 
O altă clasă de funcţii uniform continue o reprezintă clasa funcţiilor 

lipschitziene. 

2.8.10 Definiţie. Vom spune că o funcţie pmA:f RR →⊂  
este funcţie lipschitziană  dacă există un număr l>0 astfel 
încât, pentru orice A''x,'x ∈  să avem 

( ) ( ) ''x'xL''xf'xf −≤−  

Inegalitatea precedentă se numeşte condiţia lui Lippschitz, 
iar numărul L>0 se numeşte constanta Lipschitz a funcţiei f. 
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2.8.11. Teoremă. Dacă pmA:f RR →⊂  este funcţie 
lipschitziană, atunci f este uniform continuă pe A. 

Demonstraţie. Fie 0>ε  şi să luăm 
L

ε
=δ , unde L este constanta 

Lipschitz a funcţiei f. Dacă A''x,'x ∈  sunt astfel încât 
L

''x'x
ε

=δ<− , 

atunci ( ) ( ) ε=
ε

<−≤−
L

L''x'xL''xf'xf  şi deci f este uniform continuă pe 

mulţimea A. ■ 

2.8.12. Exerciţii. 

1. Să se arate că o funcţie  pmA:f RR →⊂  este uniform 
continuă pe A dacă şi numai dacă toate componentele sale 

p
m

k k,A:f NRR ∈→⊂ , sunt uniform continue pe A. 

2. Să se arate că, dacă o funcţie pmA:f RR →⊂  este 
uniform continuă pe mulţimea A, atunci f este uniform în 
raport cu fiecare variabilă (pentru valori fixate ale celorlalte). 

2.8.13. Test de autoevaluare. 

1. Să se arate că funcţia ( ( )
x

1
sinxf,

2
,0:f =→



π
R , nu este 

uniform continuă pe ( 



π

2
,0 . 

2. Să se arate că funcţia R→






π
− 0,

2

1
:f , definită prin 

  ( )
)









=





π
−∈

=

0x,0

0,
2

1
x,

x

1
sinx

xf , 

este uniform continuă pe 






π
− 0,

2

1
. 

3. Să se arate că funcţia R→






2

1
,0:f , definită prin 
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( )
(









=




∈

=

0x,0

2

1
,0x,

xln

1

xf , 

este unioform continuă pe 






2

1
,0 , dar nu este lipschitziană pe 

acest interval. 
4. Fie mA R⊂  o mulţime nevială şi fie funcţia 

RR →m
A :d , definită prin ( ) axflimxd

Aa
A −=

∈
. 

Să se arate că funcţia dA este lipschitziană pe Rm. 
5. Să se arate că funcţia RR →⊂ 2A:f , definită prin 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )







=

≠
+

+
=

TT

TT22

0,0y,x,0

0,0y,x,
yx

1
sinyx

y,xf , 

unde ( ){ }1y0,1x0|y,xA 2T
≤≤≤≤∈= R , este uniform 

continuă pe mulţimea A. 
6. Dacă R:f m →⊂ RK este continuă pe mulţimea 

compactă K, atunci să se arate că graficul lui f, 
( ) ( )( ){ } 1mx|xf,xfGraf +⊂∈= RK , 

este o mulţime compactă în 1m+R . 
 

2.9. Derivarea funcţiilor vectoriale de variabilă reală 
 
Fie ( ) R⊂βα= ,I  un interval deschis şi pI:f RR →⊂  o 

funcţie vectorială având componentele 
 pk k,I:f NRR ∈→⊂ . 

Ca şi în cazul funcţiilor reale de variabilă reală, putem 
introduce noţiunea de derivată şi pentru funcţiile vectioriale de 
variabilă reală. 
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2.9.1. Definiţie. Vom spune că funcţia pI:f RR →⊂  este 

derivabilă în punctul It 0 ∈  dacă există limita 

(1)  ( ) ( ) ( )

0

0

tt
0 tt

tfxf
limt'f

0 −

−
=

→
 

Elementul ( ) p
0t'f R∈  se numeşte derivata funcţiei f în 

punctul t0. 
Vom spune că funcţia  pI:f RR →⊂  este derivabilă pe I 

dacă este derivabilă în fiecare punct din I. 
Dacă pI:f RR →⊂  este derivabilă pe I, atunci pentru orice 
It ∈ , există 

(2)  ( ) ( ) ( )
Iht,

h

tfhtf
limt'f

0h
∈+

−+
=

→
 

Funcţia pI:'f RR →⊂ , definită prin relaţia (2), se numeşte 
funcţia derivată a funcţiei f. 

În mod asemănător cu cazul funcţiilor reale de variabilă 
reală, se pot defini derivatele de ordin superior ale funcţiilor 

pI:f RR →⊂ : 
( )( ) ( )( )( ) N∈== − n,n,...,2,1k,'tftf 1kk . 

 

2.9.2. Propoziţie. Funcţia pI:f RR →⊂  este derivabilă în 
punctul It 0 ∈  dacă şi numai dacă toate componentele sale, 

pk k,I:f NRR ∈→⊂ , sunt derivabile în t0. În acest caz 

avem 

(3)  ( ) ( ) ( ) ( )( )T
0p02010 t'f,...,t'f,t'ft'f = . 

Demonstraţie. Într-adevăr, avem 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) T

0

0pp

0

022

0

011

0

0

tt

tftf
,...,

tt

tftf
,

tt

tftf

tt

tftf











−

−

−

−

−

−
=

−

−
. 
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Trecând la limită când 0tt →  şi ţinând cont de Exerciţiul 2.6.7, din 

relaţia precedentă obţinem că ( )0tf ′  există dacă şi numai dacă 

( ) p0k k,tf N∈′ , există. Relaţia (3) este evidentă. ■ 

Corolar. Funcţia pI:f RR →⊂  este derivabilă pe I dacă şi 

numai dacă componentele sale, pk k,I:f NRR ∈→⊂ , sunt 

derivabile pe I. În acest caz avem 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) It,t'f,...,t'f,t'ft'f T
p21 ∈∀= . 

2.9.3. Exerciţii. 

1. Dacă pI:f RR →⊂  este derivabilă în punctul It 0 ∈ , 

atunci f este continuă în punctul t0. 
2. Dacă pI:g,f RR →⊂  sunt funcţii derivabile pe I, atunci 

să se arate că funcţiile RRR ∈α→⊂α+ ,I:f,gf , sunt 
derivabile pe I şi au loc relaţiile: 

 
( )

( ) .,ff

,'g'f'gf

R∈α′α=
′

α

+=+
 

3. Dacă pI:g,f RR →⊂  sunt derivabile pe I, atunci să se 
arate că funcţia RR →⊂I:h , definită prin 

( ) ( ) ( ) It,tg,tfth ∈>=< , este derivabilă pe I şi are loc relaţia 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) It,t'g,tftg,t'ft'h ∈∀><+>=< . 

2.9.4. Teoremă. Fie pI:f RR →⊂  o funcţie şi β<α  două 
puncte din I. Dacă: 

1) f este continuă pe intervalul închis [ ]βα, ; 

2) f este derivabilă pe intervalul deschis ( )βα, , atunci 

( ) ( ) ( ) ( )α−β≤α−β
β≤≤α

t'fsupff
t

. 

Demonstraţie. Dacă 'f  este nemărginită pe [ ]βα, , atunci 

( ) +∞=′
β≤≤α

tfsup
t

 şi inegalitatea este satisfăcută. Să presupunem că 'f  este 
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mărginită şi să alegem un număr oarecare ( )t'fsupM
t β≤≤α

> . Fie ξ un punct 

astfel încât β<ξ<α . Deoarece f este derivabilă în ξ , avem 

( ) ( )
( ) M'f

t

ftf
lim
t

<ξ=
ξ−

ξ−

ξ→
. 

Există deci o vecinătate ( )βα⊂ ,V  a lui ξ , astfel încât (vezi exerciţiul 2 

de la 2.6.10) 

( ) ( )
M

t

ftf
<

ξ−

ξ−
 pentru orice ξ≠∈ tcuVt , 

deci 
( ) ( ) ξ−<ξ− tMftf , pentru orice Vt ∈ . 

Notăm cu A mulţimea punctelor [ ]βα∈ ,t  care verifică inegalitatea 

precedentă. Mulţimea A nu este vidă deoarece AV ⊂ . Mai mult, 
mulţimea A este mărginită. Fie Ainf'=α  şi Asup'=β . Evident, 

[ ]βα∈βα ,',' . Deoarece f este continuă pe [ ]βα, , atunci f este continuă în 

'α . Dacă luăm un şir ( )nnα  de puncte din A cu 'lim n
n

α=α
∞→

, atunci avem 

 ( ) ( ) ξ−α<ξ−α nn Mff , 

de unde, trecând la limită când ∞→n , obţinem 

 ( ) ( ) ξ−α≤ξ−α 'Mf'f  

Analog se arată că 
 ( ) ( ) ξ−β≤ξ−β 'Mf'f  

Prin urmare, 
( ) ( ) ( ) ( )) ( ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )'M'M

'M'Mf'ff'f

f'ff'f'f'f

α−ξ+ξ−β=

=ξ−α+ξ−β≤ξ−α+ξ−β≤

≤ξ−α−ξ−β=α−β

 

şi deci 
(4)  ( ) ( ) ( )''M'f'f α−β≤α−β . 

Arătăm că α=α'  şi β=β' . 

Dacă, prin absurd, am presupune 'α<α , raţionând ca mai sus cu 'α  în 

loc de ξ , putem găsi o vecinătate ( )βα⊂ ,'V  a lui 'α  astfel încât să avem 

( ) ( ) 'tM'ftf α−≤α− , pentru orice 'Vt ∈ . 
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Atunci, pentru orice 'Vt ∈  cu 't α< , avem 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ),tM'Mt'M

'M'tMf'f'ftf

f'f'ftfftf

−ξ=α−ξ+−α=

=ξ−α+α−≤ξ−α+α−≤

≤ξ−α+α−=ξ−

 

deci orice 'Vt ∈  cu 't α<  aparţine mulţimii A. Prin urmare, α=α' . 
Analog se arată că β=β' . Atunci inegalitatea (4) se scrie 

( ) ( ) ( )α−β≤α−β Mff . 

Deoarece ( )t'fsupM
t β≤≤α

>  a fost ales abitrar, rezultă că 

( ) ( ) ( ) ( ).tfsupff
t

α−β′≤α−β
β≤≤α

 ■ 

2.9.5. Observaţie. 

Considerăm o funcţie pI:f RR →⊂ , unde I este un 
interval din R. Dacă funcţia f nu este derivabilă într-un punct 

o

It0 ∈  (
o

I  este interiorul mulţimii I) atunci limita raportului  

( ) ( )

0

o

tt

tftf

−

−
 nu există atunci când 0tt → . Totuşi, în anumite 

cazuri, pot să existe limitele laterale în punctul t0 ale raportului 
precedent. Obţinem atunci noţiunile de derivate laterale ale 
unei funcţii într-un punct. 

Astfel, vom spune că funcţia pI:f RR →⊂  este derivabilă 

la stânga în punctul It0 ∈  dacă există 

( ) ( ) ( )

0

0

tt
tt

0s tt

tftf
lim:t'f

0

0 −

−
=

<
→

. 

Elementul ( ) p
0s t'f R∈  se numeşte derivata la stânga în 

punctul t0 a funcţiei f. 
Analog, vom spune că funcţia pI:f RR →⊂  este 

derivabilă la dreapta în punctul It0 ∈  dacă există 
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( ) ( ) ( )

0

0

tt
tt

0d tt

tftf
lim:t'f

0

0 −

−
=

>
→

. 

Elementul ( ) p
0d t'f R∈  se numeşte derivata la dreapta în 

punctul It0 ∈  a funcţiei f. 

Elementele ( ) ( ) p
0d0s t'f,t'f R∈  se numesc derivatele 

laterale ale funcţiei f în punctul t0. 
În cazul când I este intervalul [ ]βα, , atunci în punctul 

α=0t  au sens numai derivata la dreapta, iar în punctul β=0t  

are sens numai derivata la stânga. 
2.9.6. Exerciţii. 

1. Să se arate că  o funcţie pI:f RR →⊂  este derivabilă 
într-un punct interior t0 al intervalului I, dacă şi numai dacă, 
este derivabilă la stânga şi la dreapta în punctul t0 şi derivatele 
laterale în punctul t0 sunt egale. 

2. Să se arate că, dacă o funcţie pI:f RR →⊂  este 

derivabilă la stânga (respectiv, la dreapta) într-un punct It0 ∈ , 

atunci f este continuă la stânga (respectiv, la dreapta) în 
punctul t0. 

2.9.7. Exemple. 

1. Considerăm funcţia 2:f RR → , definită prin 

( ) ( ) 2T2t,ttf R∈= . Atunci 

 

( ) ( ) ( )T

T2

0t
0t

0t
0t

0,1
t

t
,

t

t
lim

0t

0ftf
lim −=








=

−

−

<
→

<
→

, 

( ) ( ) ( )T

T2

0t
0t

0t
0t

0,1
t

t
,

t

t
lim

0t

0ftf
lim =








=

−

−

>
→

>
→

. 
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Prin urmare, ( ) ( )T
s 0,10'f −= , ( ) ( )T

d 0,10'f = . Cum 

( ) ( )0'f0'f ss ≠ , deducem că funcţia f nu este derivabilă în 

punctul 0t0 = . 

Cu toate acestea, funcţia f este continuă în punctul 0to = . 

2. Considerăm funcţia 2:f RR → , definită prin 

( )

( )







=

≠








=

0t,0,0

0t,t,
t

1
sint

xf
T

T

 

Funcţia f este continuă în punctul 0t0 = , dar nu are derivate 

laterale în acest punct, deoarece componenta 

( )







=

≠
=

,0t,0

0t,
t

1
sint

xf1  

a funcţiei f, nu are limite laterale în acest punct. 
2.9.8. Test de autoevaluare. 

1. Să se calculeze derivatele următoarelor funcţii în punctele 
indicate în fiecare caz în parte 

a)  ( ) ( ) 1t,t3,1ttf,:f 0
222 =−=→ RR ; 

b)  ( ) ( ) 1t,1tt2,tttf,:f 0
233 −=−++=→ RR ; 

R. a) ( ) ( )T6,21f =′ ; b) ( ) ( )T3,41f −=−′ . 
2. Să se calculeze derivatele următoarelor funcţii 

a) ( ) R∈







+

+
= t,2t3,

1t

t
tf

T
2

2
; 

b) ( ) ( ) R∈= t,ttgarc,tsintf T ; 

c) ( ) ( )( ) R∈++= t,t1ln,t1tf
T

22 . 
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R. a) ( )
( )

T

22

2

t6,
1t

t1
tf















+

−
=′ ; b) ( )

T

2t1

1
,tcostf 









+
= ;  

c) ( )














++
=

22 t1

t2
,

t1

t
tf . 

3. Să se calculeze derivatele laterale, în puntele indicate, ale 
următoarelor funcţii: 

a) ( )
( )
( )

1t,
1t,t3,1t

1t,t,1t2
tf,:f 0T22

T22

=






>+

≤−
=→ RR ; 

b) ( )
( )
( )

0t,
1t,1t2,1t

1t,t3,t1
tf,:f 0 =





≥++

<−
=→ RR . 

R. a) ( ) ( )T
s 2,41f =′ , ( ) ( )T

d 6,21f =′ ;  

b) ( ) ( )T
s 3,10f −=′ , ( ) ( )T

d 2,10f =′ . 

 
2.10. Integrarea funcţiilor vectoriale de variabilă 

reală 
Considerăm o funcţie [ ] p,:f RR →⊂βα  şi 

 [ ] pk k,,:f NR ∈→βα , componentele sale. Dacă fiecare 

din componentele funcţiei f este integrabilă pe intervalul [ ]βα, , 

atunci putem defini integrala funcţiei f pe [ ]βα,  prin 

(1)      ( ) ( ) ( ) ( ) p
T

p21 dttf,...,dttf,dttf:dttf R∈




= ∫ ∫ ∫∫

β

α

β

α

β

α

β

α
. 

Folosind această definiţie, rezultă că o serie întreagă de 
proprietăţi ale integralei funcţiilor reale de variabilă reală 
rămân valabile pentru funcţiile vectoriale de variabilă reală. 

În cele ce urmează, punem în evidenţă unele din aceste 
proprietăţi. 
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1. Dacă [ ] p,:f R→βα  este integrabilă pe [ ]βα, , atunci f 

este mărginită pe [ ]βα, . 

2. Dacă [ ] p,:f R→βα  este integrabilă pe [ ]βα, , atunci 

pentru orice ( )βα∈ξ ,  avem: 

( ) ( ) ( )∫∫∫
β

ξ

ξ

α

β

α
+= dttfdttfdttf  

3. Dacă [ ] p,:g,f R→βα  sunt integrabile pe [ ]βα,  şi R∈ξ , 

atunci funcţiile f+g, [ ] p,:f R→βαξ , definite prin 

( )( ) ( ) ( ),tgtftgf +=+  ( )( ) ( ) [ ]βα∈ξ=ξ ,t,tftf , sunt integrabile 

pe [ ]βα,  şi, în plus, 

( )( ) ( ) ( )∫∫∫
β

α

β

α

β

α
+=+ dttgdttfdttgf , 

( )( ) ( )∫∫
β

α

β

α
ξ=ξ dttfdttf . 

4. Dacă [ ] p,:f R→βα  este integrabilă pe [ ]βα, , atunci 

funcţia [ ] p,:F R→βα , definită prin  

(2)   ( ) ( ) [ ]βα∈= ∫α ,t,dssftF
t

, 

este continuă pe [ ]βα, . 

5. Dacă [ ] p,:f R→βα  este continuă într-un punct 

[ ]βα∈ ,t0 , atunci funcţia [ ] p,:F R→βα , definită în relaţia (2), 

este derivabilă în punctul 0t  şi ( ) ( )00 tftF =′ . 

2.10.1. Propoziţie. 

Dacă [ ] p,:f R→βα  este integrabilă pe [ ]βα, , atunci şi 

funcţia [ ] R→βα,:f , ( ) ( ) [ ]βα∈= ,t,tftf , este integrabilă 

pe [ ]βα,  şi 

(3)  ( ) ( )∫∫
β

α

β

α
≤ dttfdttf  
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Demonstraţie. Fie [ ] pk k,,:f NR ∈→βα , componentele funcţiei f. 

Ţinând cont de relaţia (1) şi de definiţia normei în pR , avem 

( ) ( ) ( )
2

p

2

1

2

dttf...dttfdttf 







++








= ∫∫∫

β

α

β

α

β

α
 

Fie 

( )∫
β

α
= dttf:I kk , p

p

1k

2
k

k
k k,

I

I
: N∈=ξ

∑
=

. 

Mai întâi, observăm că ∑
=

=ξ
p

1k

2
k 1  şi că 

( )∫∑∑
β

α
==

==ξ dttfII
p

1k

2
k

p

1k
kk . 

P de altă parte, în baza inegalităţii lui Schwarz, avem 

( ) ( )

( ) ( )∫ ∑∫ ∑∑

∫ ∑∑ ∫∑

β

α
=

β

α
==

β

α
==

β

α
=














=














ξ≤

≤













ξ=ξ=ξ

dttfdttf

dttfdttfI

p

1k

2
k

p

1k

2
k

p

1k

2
k

p

1k
kk

p

1k
kk

p

1k
kk

 

şi deci 

( ) ( )∫∫
β

α

β

α
≤ .dttfdttf  ■ 

Corolar. Dacă [ ] p,:f R→βα   este integrabilă pe [ ]βα,  şi 

dacă există M>0 astfel încât ( ) ( ) [ ]βα∈∀≤ ,t,Mtf , atunci 

( ) ( ).Mdttf α−β≤∫
β

α
■ 

2.10.2. Observaţie. Proprietatea 5 sugerează introducerea 
noţiunii de primitivă pentru funcţii [ ] p,:f R→βα . Astfel, vom 

spune că, funcţia [ ] p,:F R→βα  este o primitivă a funcţiei 
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[ ] p,:f R→βα  dacă F este derivabilă pe  [ ]βα,  şi 

( ) ( ) ( ) [ ]βα∈∀=′ ,t,tftF . 
De asemenea, este evident faptul că studiul primitivelor 

funcţiilor [ ] p,:f R→βα  se reduce la studiul primitivelor 

componentelor sale, [ ] pk k,,:f NR ∈→βα . 

De aici deducem că, orice funcţie continuă [ ] p,:f R→βα  
admite primitive. 

Mai mult, are loc şi formula lui Leibniz – Newton: Dacă 
[ ] p,:f R→βα  este integrabilă şi admite primitive pe  [ ]βα, , 

antunci 

( ) ( ) ( )α−β=∫
β

α
FFdttf , 

pentru orice primitivă [ ] p,:F R→βα  a funcţiei f. 
2.10.3. Test de autoevaluare. 

1. Să se calculeze primitivele următoarelor funcţii: 

a) ( ) R∈








+
= t,

1t

t
,ttf

T

2

2 ; b) ( ) 0t,e,
t

1
tf

T
t >







= ; 

c) ( ) 0t,
t

1
,tlntf

T

2
>








−= ; 

d) ( ) 1t,
3t

1
,

1t

1
tf

T

22
>









+−
= . 

R. a) ( )
T

2
3

1t,
3

t
dttf 








+=∫ ; b) ( ) ( )Tte,tlndttf =∫ ; 

c) ( )
T

t

1
,ttlntdttf 







−=∫ ;  

d) ( )
T

3

t
arctg

3

1
,

1t

1t
ln

2

1
dttf 









+

−
=∫ . 



 233 

2. Să se calculeze următoarele integrale: 

a) ∫ 








+

1

0

T

2
dt

1t

t
,t ; b) ∫ 









+

1

0

T

2
dt

1t

t
,t ; 

c) ∫ 








+
−

1

0

T

4
2 dt

1t

t
,t1 ; d) ∫ 









+

1

0

T

4

t dt
t1

t
,te . 

R. a) 
T

12,
2

1








− ; b) 

T

2ln
2

1
,

3

2







 ; c) 
T

2
,

4







 ππ
;  

d) ( )
T

21ln
2

1
,e 








+ . 

 

2.11. Derivata după o direcţie. Derivate parţiale.

      Matrici Jacobiene 
Peste tot în cele  ce urmează mA R⊂  va fi o mulţime 

deschisă. 
Considerăm o funcţie RR →⊂ mA:f . De asemenea, fie 

( ) Aa,...,a,aa T
m21 ∈=  şi ( ) mT

m21 v,...,v,vv R∈=  un versor 

din mR , adică 1v = . 

Deoarece A este mulţime deschisă, atunci există 0r >  astfel 
încât ( ) AaBr ⊂ . Pe de altă parte, pentru orice ( )r,rt −∈  avem 

( ) rtvttvatvatva,ad <===−+=+ , 

deci ( ) Ar,aBtva ⊂∈+ . 

Prin urmare, pentru orice ma R∈  şi pentru orice versor 
mv R∈ , există 0r >  astfel încât Atva ∈+  pentru orice 

( )r,rt −∈ , adică astfel încât funcţia f să fie definită în punctele 

( )r,rt,tva −∈+ . 
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2.11.1. Definiţie. Vom spune că funcţia RR →⊂ mA:f  
este derivabilă în punctul a după direcţia versorului v dacă 
există 

( ) ( ) ( )
.

t

aftvaf
lim:a

dv

dt
0t

−+
=

→
 

( )a
dv

dt
 se numeşte derivata lui f după versorul  v în punctul  a. 

2.11.2. Exemplu. Considerăm funcţia RR →2:f , definită 
prin 

( )
( ) ( )

( ) ( )







=

≠
+=

TT
21

TT
212

2
4
1

2
2
1

21

0,0x,x,0

0,0x,x,
xx

xx

x,xf  

Fie ( ) mT
21 v,vv R∈=  un versor. Atunci, dacă luăm 

( )T0,0=θ , avem 

( ) ( ) ( )
2
2

4
1

2
2

2
1

0t

21

0t0t vvt

vv
lim

t

tv,tvf
lim

t

aftvaf
lim

+
==

−+
→→→

 

de unde rezultă că  

( )








=

≠
=θ

0v,0

0v,
v

v

dv

df

2

2
2

2
1

 

Prin urmare, ( )θ
dv

df
 există pentru orice versor mv R∈ . 

Cu toate acestea, funcţia f nu este continuă în punctul 

( )T0,0a =θ= . În schimb, se poate arăta că f este continuă în θ  

după direcţia oricărui versor mv R∈ . 
2.11.2.Exerciţiu. 1. Se arată că, dacă  funcţia 

RR →⊂ mA:f  este derivabilă în punctul a după direcţia 
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versorului mv R∈ , atunci f este continuă în punctul a după 
direcţia versorului v. 

2. Fie RR →⊂ mA:f  o funcţie definită pe mulţimea 
deschisă A şi fie mv R∈  cu 1v = . Să se arate că, dacă 

( ) Aa,a
dv

df
∈ , există, atunci există şi 

( )
( )a

vd

df

−
 şi 

( )
( ) ( ).a

dv

df
a

vd

df
−=

−
 În cele ce urmează, notăm cu m21 e,...,e,e  

elementele bazei canonice din mR , adică 

 ( ) ( ) ( )T
m

T
2

T
1 1,0,...,0,0e,...,0,...,0,1,0e,0,...,0,1e === . 

2.11.4. Definiţie. Fie RR →⊂ mA:f  o funcţie definită pe 

mulţimea deschisă A şi fie ( ) Aa,...,aaa T
m2,1 ∈= . Vom spune 

că funcţia f este derivabilă parţial în raport cu variabila  xk în 

punctul a dacă există ( ) p
k

k,a
de

df
N∈ . Numărul real ( )a

de

df

k

 se 

numeşte derivata parţială a funcţiei f în raport cu variabila  xk 

în punctul  a şi se notează cu ( )a
x

f

k∂

∂
. Uneori se flosesc şi 

notaţiile ( )af
kx′  sau ( )afDk . 

Prin urmare, 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
t

a,...,a,afa,...,a,ta,a,...,af
lim

t

afteaf
lima

de

df
:a

x

f

m21m1kk1k1

0t

k

0t
kk

−+
=

=
−+

==
∂

∂

+−

→

→

 

Vom spune că funcţia f  este derivabilă parţial în raport cu 

variabila xk pe mulţimea A dacă ( )a
x

f

k∂

∂
 există pentru oricare 

Aa ∈ . 
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2.11.5. Observaţie. Pentru funcţia RR →⊂ 2A:f , vom 
nota variabilele cu x şi y în loc de x1 şi x2, iar pentru funcţia 

RR →⊂ 3A:f  vom nota variabilele cu x, y şi z în loc de x1, 
x2 şi x3. 

În acest caz, funcţia f: A ⊂  R2 →  R este derivabilă în 
raport cu x şi respectiv y  în punctul a = (a1,a2)

T ∈ A dacă 
există: 

t

)a,a(fa,ta(f
lim)a(

x

f 2121

0t

−+
=

∂

∂
→

 

şi respectiv 

t

)a,a(f)taa(f
lim)a(

y

f 2121

0t

−+
=

∂

∂
→

. 

Analog se procedează pentru funcţiile de trei variabile f: 
A ⊂  R3 →  R:  

t

)a,a,a(f)a,a,ta(f
lim)a(

x

f 321321

0t

−+
=

∂

∂
→

 

t

)a,a,a(f)a,ta,a(f
lim)a(

y

f 321321

0t

−+
=

∂

∂
→

 

t

)a,a,a(f),ta,a,a(f
lim)a(

z

f 321321

0t

−+
=

∂

∂
→

 

unde a = (a1,a2,a3)
T ∈ A ⊂  R3. 

2.11.6. Exemplu.  
Să considerăm funcţia f: R2 →  R   definită prin f(x,y) = 

x2y +xy2 + x + y. Dorim să vedem dacă există )a(
x

f

∂

∂
 şi 

)a(
y

f

∂

∂
, unde a = (-1,2)T ∈R

2. Avem:  

=
−+

=
∂

∂
→ t

)a,a(f)a,ta(f
lim)a(

x

f 2121

0t
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= ;1
t

tt2
lim

t

)2,1(f)2,t1(f
lim

2

0t0t
=

+
=

−−+−
→→

 

=
−+

=
∂

∂
→ t

)a,a(f)ta,a(f
lim)a(

y

f 2121

0t
 

= 2
t

t2t
lim

t

)2,1(f)t2,1(f
lim

2

0t0t
−=

−
=

−−+−
→→

 

Deci )2,1(
x

f
−

∂

∂
, )2,1(

y

f
−

∂

∂
există şi )2,1(

y

f
−

∂

∂
= 1, 

)2,1(
y

f
−

∂

∂
= -2. 

2.11.7. Definiţie. Vom spune că o funcţie f: A ⊂  Rm →  
R,  definită pe mulţimea deschisă A, este derivabilă parţial în 

punctul a ∈A dacă )a(
x

f

k∂

∂
 există pentru orice k ∈Np. Vom 

spune că funcţia f este derivabilă parţial pe mulţimea A dacă 
este derivabilă parţial în fiecare punct de mulţime A.  

Dacă f: A ⊂ R
m →  R este derivabilă parţial pe mulţimea 

deschisă A, atunci putem defini funcţiile derivate parţial a lui  

f pe A, 
kx

f

∂

∂
: A⊂ R

m →  R, k ∈Np, prin  

=
−+

=
∂

∂
→ t

)x(f)tlkx(f
lim)x(

x

f
0t

k

        k ∈Np, ∈A 

adică:  =
∂

∂
)x(

x

f

k

 

t

)x,x,x(f)x,,x,tx,x,,x(f
lim m21m1kk1k1

0t

KKK −+
= +−

→
 

k ∈Np, ∈A,  x = (x1,x2, …,xm)T ∈A. 
Vom spune că funcţia f: A⊂ R

m →  R este de clasa C1 pe 
mulţimea A şi notăm f ∈C1(A) dacă f este derivabilă parţial pe 
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A iar funcţiile 
1x

f

∂

∂
,

2x

f

∂

∂
,…,

mx

f

∂

∂
sunt continue pe mulţimea A.  

2.11.8. Exemplu. Să considerăm din nou funcţia din 
exemplul 1.11.6. f: A⊂ R

m →  R, f(x,y) = x2y + xy2 + x + y, şi 

să calculăm funcţiile derivate parţiale 
x

f

∂

∂
, 

y

f

∂

∂
ale lui f. Avem: 

=
−+

=
∂

∂
→ t

)y,x(f)y,tx(f
lim)y,x(

x

f
0t

 

= 1yxy2
t

)1ytyxy2(t
lim 2

22

0t
++=

+++
→

; 

=
−+

=
∂

∂
→ t

)y,x(f)ty,x(f
lim)y,x(

y

f
0t

 

1xy2x
t

)1txxy2x(t
lim 2

2

0t
++=

+++
→

 

Observăm că 1)2,1(
x

f
=−

∂

∂
şi 2)2,1(

x

f
−=−

∂

∂
, obţinând 

astfel rezultatele de la exemplul 2.11.6. 
2.11.9. Definiţie. Dacă f: A⊂ R

m →  R este o funcţie de 
clasă C1 pe mulţimea deschisă A,  atunci funcţia  ∇ f: A⊂ R

m 
→  R, definită prin: 

(∇ f)(x) = ∈








∂

∂

∂

∂

∂

∂
T

m21

)x(
x

f
,),x(

x

f
),x(

x

f
K  R

m , se 

numeşte gradientul funcţiei f. Uneori vom folosi şi notaţia 
∇ xf pentru gradientul funcţie  f. 

 
2.11.10. Observaţie.  
Fie : A⊂ R

m →  R o funcţie definită pe mulţimea 

deschisă A. Regula de calcul a funcţiilor directe parţiale 
1x

f

∂

∂
, 
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2x

f

∂

∂
,K,   

mx

f

∂

∂
 este următoarea: 

kx

f

∂

∂
 se obţine derivând 

funcţia f  în raport cu variabilile xk şi considerând constante 

variabilile x1, K, xk-1, xk+1, K, xm. 
Astfel, pentru o funcţie de două variabile, f: A ⊂ R

2 →  

R, 
x

f

∂

∂
se obţine derivând funcţia f în raport cu x şi considerând 

y constant , iar 
y

f

∂

∂
 se obţine derivând funcţia f în raport cu y şi 

considerând x constant. 
Bazându-ne pe această regulă, putem deduce cu uşurinţă 

faptul că, pentru funcţiile de clasa 1C  pe A, f,g: : A⊂ R
m →  

R, sunt adevărate următoarele formule: 

kkk x

g

x

f
)gf(

x ∂

∂
+

∂

∂
=+

∂

∂
; 

α
∂

∂
α=α

∂

∂
,

x

f
)f(

x kk

  ∈ R, 

kkk x

g
fg

x

f
)fg(

x ∂

∂
⋅+⋅

∂

∂
=

∂

∂
; 

2

kk

k g

x

g
fg

x

f

g

f

x

∂

∂
−

∂

∂

=








∂

∂
; 

pentru orice k ∈Nm. 
Considerăm două exemple. Pentru funcţia f: R

2 → R, 

f(x,y) = ),yx1ln(
1yx

1 22
22

+++
++

 avem 

22222 yx1

x2

)1yx(

x2

x

f

++
+

++
−=

∂

∂
; 
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22222 yx1

y2

)1yx(

y2

y

f

++
+

++
−=

∂

∂
. 

Pentru funcţiile f: R4 → R, f(x1,x2,x3,x4) = 
2
43

3
2

2
1 xxxx  + x1x2 + x1x3 + x2x4 + x3x4 avem: 

1x

f

∂

∂
= 32

2
43

3
21 xxxxxx2 ++ ; 

2x

f

∂

∂
= 41

2
43

2
2

2
1 xxxxxx3 ++ ; 

3x

f

∂

∂
= 41

2
4

3
2

2
1 xxxxx ++ ; 

4x

f

∂

∂
= 3243

3
2

2
1 xxxxxx2 ++ . 

2.11.11. Matrici  Jacobiene.  
Considerăm funcţia f: R

m → R, definită pe mulţimea 
deschisă A, şi fie fk: A⊂ R

m →  R, k ∈Np, componentele 
funcţiei f. 

Cu ajutorul componentelor funcţiei f, putem introduce 
noţiunea de derivată parţială într-un punct şi pentru funcţiile 
rectoriale.  

Astfel vom spune că funcţia f: R
m → R,definită pe 

mulţimea deschisă A, este derivabile parţial într-un punct a 
∈A dacă fiecare din funcţiile componentele f1,f2,…, fp sunt 
derivabile parţial în punctul a. 

Prin urmare , f este derivabilă parţial în punctul 

Aa ∈ dacă ( )a
x

f

j

i

∂

∂
 există pentru orice i ∈Np şi orice j ∈ Nm. 

În acest caz putem pune în evidenţă matricea 
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(1) Jf (a) = 



























∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂
∂

∂

∂

∂

∂

∂

)a(
x

f
)a(

x

f
)a(

x

f

)a(
x

f
)a(

x

f
)a(

x

f

)a(
x

f
)a(

x

f
)a(

x

f

m

p

2

p

1

p

m

2

2

2

1

2

m

1

2

1

1

1

K

KKKK

K

K

∈Mpm (R), 

care se numeşte matrice Jacobiană a funcţiei f în punctul a. 
Dacă p = m, atunci Jf(a)∈Mpm (R) este o matrice 

pătratică de ordinul m iar determinantul ei se numeşte 
jacobianul funcţiei f în punctul a sau determinantul funcţiilor 

al funcţiei f1,f2,…,fm în punctul a. 
Notăm 

(2)      det)a(
)x,,x,x(D

)f,,f,f(D

m21

m21 =
L

K
(Jf(a). 

Să considerăm un exemplu. Pentru funcţia f: R
4 →R

3, 
defineşte prin f(x1, x2,x3,x4) = (x1x2 + x3 - x4, 4x3x4, + x1x2, 
x 2

1 x3 + x2
2
4x )T ∈R

3, într-un punct oarecare (x1, x2,x3,x4) ∈R
4, 

avem: 

Jf(x1,x2,x3,x4)=

























∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂
∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂
∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

4

3

3

3

2

3

1

3

4

2

3

2

2

2

1

2

4

1

3

1

2

1

1

1

x

f

x

f

x

f

x

f
x

f

x

f

x

f

x

f
x

f

x

f

x

f

x

f

=   

=














 −

2
2
1

2
431

3412

12

xxxxx2

x4x4xx

11xx

∈M34 (R).  

De exemplul, pentru x = (-1,1,2,3)T ∈R
4 avem: 
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Jf (-1,1,2,3) = 
















−

−

−−

1194

12811

1111

. 

2.11.12. Test de autoevaluare 
1. Pentru funcţia f: R2 →R

2, f(x,y) = xy + x + y + 2, să 

se calculeze 
dv

df
(a), a = (1,-1)T şi 

5

1
v = (2,1)T. 

R. 
dv

df
(1,-1) = 2/ 5 . 

2. Să considerăm funcţia f: R2 →R, definită prin 

f(x,y) = 








=

≠
+

.)0,0()y,x(,0

)0,0()y,x(,
yx

xy

TT

TT

22  

a) Să se arate că f nu este continuă în punctul (0,0)T. 

b) Să se arate că 
dv

df
(0,0) există pentru v = (1,0)T. 

c) Să se arate că 
dv

df
(0,0) nu există pentru v = 

2

1
(1,1)T. 

d) Să se arate că 
x

f

∂

∂
(0,0) şi 

y

f

∂

∂
(0,0) există. 

3. Să considerăm funcţia f: R2 →R, definită 

f(x,y) = 








=−+

≠−+
−+

+

03yx,xy

03yx,
3yx

yx

 

Fie a = (1,2)T şi v = 
2

1
(1,1)T,   w = (1,0)T. 

a) Să se studieze continuitatea funcţiei f în punctul a. 

b) Să se studieze existenţa derivatelor 
dv

df
(a), 

dw

df
(a). 
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c) Să se studieze existenţa derivatelor parţiale  
x

f

∂

∂
(1,2), 

y

f

∂

∂
(1,2). 

4. Să se calculeze derivatele parţiale ale următoarelor 
funcţii:   

a) f(x,y) = x2y2 + x3y + xy3 + xy + x + y + 3, (x,y)T ∈R
2; 

b) f(x,y) = 
22 yxe −  , (x,y)T ∈R

2; 

c) f(x,y) = ln (x + )yx 22 + ,    (x,y)T ∈R
2 \{(0,0)T}; 

d) f(x,y) = xy, (x,y)T ∈A : = {(x,y)T | x > o,y > 0}; 
e) f(x,y,z) = x2y2z2 + xyz + xy + xz + yz + x + y  + z + 1 

R. a) 
x

f

∂

∂
= 2xy2 + 3x2y + y3 + y + 1, 

y

f

∂

∂
= 2x2y + x3 + 3xy2 + 1; 

b) 
y

f

∂

∂
= 2x

22 yxe − , 
y

f

∂

∂
= -2y

22 yxe − ,     c) 
x

f

∂

∂
= 

22 yx

1

+
, 

y

f

∂

∂
= ;

yx)yxx(

1
2222 +++

, 

d) 
y

f

∂

∂
= yxy-1,    

y

f

∂

∂
= xylnx;  e) 

x

f

∂

∂
= 2xy2z2 +yz+y+z +1; 

y

f

∂

∂
 = 2x2yz2 + xz + x+ z+ 1; 

z

f

∂

∂
= 2x2y2z +xy+x+y +1. 

                                                                                                                 

5. Să considerăm funcţia f: R2 →R definită prin 
f(x,y,z) = (x2 –xy + 2,  xyz,     y2 = yz + x). 
a) Să se calculeze Jf (1,-1,2). 

b) să se calculeze 
)z,y,x(D

)f,f,f(D 321 (1,-1,2) 
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R: a) Jf (1,-1,2) = 
















−

−−

−

141

122

113

;    b) –1 

6. Să considerăm funcţia f: A ⊂ R
3 →R, definită prin 

f(x,y,z) = ln(x3 + y3 + z3 – 3xyz). 
a) Să se determine domeniul de definiţie al funcţiei f. 
b) Să se arate ca f  satisface egalitatea  

zyx

3

z

f

y

f

x

f

++
=

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
. 

 

2.12. Derivate parţiale de ordin superior 
Fie f: A ⊂ R

m →R, o funcţie având derivate parţiale 
continue pe mulţimea deschisă, A adică f este de clasă C1 pe 
mulţimea A. 

2.12.1. Definiţie. Vom spune că funcţia f: A ⊂ R
m →R,  

de clasa C1 pe mulţimea A, are derivate parţiale de ordinul al 

doilea în raport cu variantele xi, xj, (în această  ordine)  în 

punctul a, dacă funcţia derivată parţial 
jx

f

∂

∂ ; A ⊂ R
m →R are  

derivată parţială  în raport cu variabila xi în punctul a, adică 
dacă există 

(1)  
( )

.
t

)0(
x

f
tea

x

f

lim:)a(
xx

f j
i

j

0tji

2 ∂

∂
−+

∂

∂

=
∂∂

∂

→
 

Numărul 
ji

2

xx

f

∂∂

∂
(a) se numeşte derivată parţială de 

ordinul al doilea  a funcţiei f în punctul a. 
Vom  spune că funcţia f derivabilă parţială de ordinul al 

doilea pe mulţimea A dacă 
ji

2

xx

f

∂∂

∂
(a) există pentru orice a ∈A 
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şi pentru orice i,j∈Nm. 
În acest caz, putem defini funcţiile derivaţiei parţiale de 

ordinul al doilea ale lui f  prin: 

(2) 














∂

∂

∂

∂
=

∂∂

∂
)x(

x

f

x
)x(

xx

f

jiji

2

, x ∈A,   i,j ∈Nm. 

Dacă j = i, atunci 
ii

2

xx

f

∂∂

∂ se notează cu 2
i

2

x

f

∂

∂
 

Vom spune că funcţiile f este de clasa C2 pe mulţimea A 

şi notăm f ∈C2(A),  dacă 
ji

2

xx

f

∂∂

∂
există şi sunt continue pe 

mulţimea A, pentru orice i,j ∈Nm. 

Dacă 
ji

2

xx

f

∂∂

∂
(x) există pentru orice x∈A şi pentru orice 

i,j ∈Nm, atunci putem pune  în evidenţă matricea 

    (3)     Hf(x) = 





























∂

∂

∂∂

∂

∂∂

∂

∂∂

∂

∂

∂

∂∂

∂

∂∂

∂

∂∂

∂

∂

∂

)x(
x

f
)x(

xx

f
)x(

xx

f

)x(
xx

f
)x(

x

f
)x(

xx

f

)x(
xx

f
)x(

xx

f
)x(

x

f

2
m

2

2m

2

1m

2

m2

2

2
2

2

12

2
m1

2

21

2

2
1

2

K

KKKK

K

K

, 

care se numeşte matrice hessiană a funcţiei f în punctul x. 
2.12.2. Exemple.1.Considerăm funcţia f: R

2 →R, 

definită prin: 
f(x,y) = x3y3 + x2y2 + xy + x + y + 1 

şi ne propunem să calculăm derivatele parţiale de ordinul al 
doilea al funcţiei f.  

Mai întâi: 

x

f

∂

∂
= 3x2y3 + 2xy2 + y + 1,    

y

f

∂

∂
= 3x3y2 + 2x2y + x + 1. 
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Avem: 

xx

f

xx

f
2

2

∂

∂
=









∂

∂

∂

∂
=

∂

∂
(3x2y3 + 2xy2 + y + 1)= 6xy3 + 2y2, 

xy

f

xyx

f2

∂

∂
=









∂

∂

∂

∂
=

∂∂

∂
(3x3y2 + 2x2y + x + 1) = 

=  9x2y2 +4 xy + 1 

yx

f

yxy

f2

∂

∂
=









∂

∂

∂

∂
=

∂∂

∂
(3x2y3 + 2xy2 + y + 1) =  

=  9x2y2 +4 xy + 1 

yy

f

yy

f
2

2

∂

∂
=









∂

∂

∂

∂
=

∂

∂
(3x3y2 + 2x2y + x + 1) = 6x3y + 2x2. 

Matricea hessiană a funcţiei f este  

Hf (x,y) = 










+++

+++
2322

2223

y2xy61xy4yx9

1xy4yx9y2xy6
 

2. Să considerăm funcţia f: R2 →R, definită prin  

f(x,y) = 








=

≠
+

−

TT

T
22

22

)0,0()y,x(,0

0)y,x(,
yx

yx(xy

 

Pentru (x,y)T ≠ (0,0)T avem 

)yx(

yx4)yx(y

x

f
22

3244

+

+−
=

∂

∂
,  

222

3244

)yx(

yx4)yx(x

y

f

+

−−
=

∂

∂
 , 

 iar 0
t

)0,0(f)0,t(f
lim)0,0(

x

f
0t

=
−

=
∂

∂
→

. 

0
t

)0,0(f)t,0(f
lim)0,0(

y

f
0t

=
−

=
∂

∂
→

. 

În schimb, avem: 
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1
t

)0,0(
x

f
)t,0(

x

f

lim)0,0(
xy

f
0t

2

=∂

∂
−

∂

∂

=
∂∂

∂
→

, 

.1
t

)0,0(
y

f
)0,t(

y

f

lim)0,0(
yx

f
0t

2

=
∂

∂
−

∂

∂

=
∂∂

∂
→

, 

Prin urmare, 
yx

f2

∂∂

∂
(0,0) ≠

xy

f2

∂∂

∂
(0,0), care arată că  

yx

f2

∂∂

∂
, 

xy

f2

∂∂

∂
depind de ordinea în care sunt luate 

variabilele x şi y. 
2.12.3. Teoremă(Criteriul lui Schwarz) Dacă f: A ⊂ R

2 
→R este o funcţie de clasă C2 pe mulţimea deschisă A atunci  

yx

f2

∂∂

∂
(a,b) = 

xy

f2

∂∂

∂
(a,b),    (∀ ) (a,b)T ∈A. 

Demonstraţie. Fie (x,y)T ∈A un punct oarecare astfel încât x ≠ a şi y 

≠ b. Considerăm raportul g(x,y) = 
)by)(ax(

)b,a(f)y,a(f)b,x(f)y,x(f

−−

+−−
 

şi funcţia 
by

)b,t(f)y,t(f
)t(

−

−
=ϕ , unde t ∈ [a,x] sau t ∈ [x,a], după cum 

a < x sau x < a. 
Funcţia ϕ  este derivabilă pe acest interval şi  

by

)b,t(
x

f
)y,t(

x

f

)t('
−

∂

∂
−

∂

∂

=ϕ . 

Deoarece 
by

)b,x(f)y,x(f
)x(

−

−
=ϕ ,  

by

)b,a(f)y,a(f
)a(

−

−
=ϕ , 

deducem că g(x,y) = 
ax

)a()x(

−

ϕ−ϕ . Aplicând teorema  lui Lagrange funcţiei 

ϕ , rezultă că există ξ , cuprins între a şi x astfel încât să avem: g(x,y) = 
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)('
ax

)a()x(
ξϕ=

−

ϕ−ϕ
, adică : 

g(x,y) = 
by

)b,(
x

f
)y,(

x

f

)('
−

ξ
∂

∂
−ξ

∂

∂

=ξϕ . 

Funcţia 1ϕ (s): = )s,(
x

f
ξ

∂

∂
, definită pe [b,y] sau [y,b], după cum 

b<y sau y<b, este derivabilă pe acest interval (deoarece 
xy

f2

∂∂

∂
 există pe A) 

şi )s,(
xy

f
)s('

2

1 ξ
∂∂

∂
=ϕ . 

Aplicând teorema lui Lagrange funcţia ϕ 1, rezultă că există η , 
cuprins între b şi y, astfel încât  

)('
by

)b()y(
1

11 ηϕ=
−

ϕ−ϕ
,  

adică   ),(
xy

f

by

)b,(
x

f
)y,(

x

f
2

ηξ
∂∂

∂
=

−

ξ
∂

∂
−ξ

∂

∂

, 

de unde    g(x,g) = ),(
xy

f2

ηξ
∂∂

∂
. 

Urmând un raţionament analog pentru funcţia 
ax

)t,a(f)t,x(f
)t(

−

−
=ψ  

deducem că există 'η , cuprins între b şi y, astfel încât  

g(x,y) = 
ax

)',a(
y

f
)',x(

y

f

−

η
∂

∂
−η

∂

∂

. 

Folosind acum funcţia  ψ 1(s): = )',s(
x

f
η

∂

∂
, deducem că există 'ξ  , 

cuprins între a şi x, astfel încât 

g(x,g) = )','(
yx

f2

ηξ
∂∂

∂
, 
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Prin urmare,    )','(
xy

f
),(

xy

f 22

ηξ
∂∂

∂
=ηξ

∂∂

∂
. 

Fie acum (xn,yn
T
n)  un şir cu şi de elemente din A cu xn ≠ a, yn ≠ b şi 

astfel încât 
∞→n

lim (xn,yn)
T = (a,b)T. Din cele mai arătate mai sus, rezultă că 

pentru fiecare n∈N, există punctele nn ',ξξ cuprinse între a şi xn , şi 

punctele nn ',ηη  cuprinse între b şi yn , astfel încât: 

(4) ).','(
yx

f
),(

xy

f
nn

2

nn

2

ηξ
∂∂

∂
=ηξ

∂∂

∂
, 

Avem a'limlim n
n

n
n

=ξ=ξ
→∞→∞

 şi b'limlim n
n

n
n

=η=η
→∞→∞

, 

deci TT
nn

n

T
nn

n
)b,a()','(lim),(lim =ηξ=ηξ

∞→∞→
. Cum funcţia 

xy

f2

∂∂

∂
 şi 

xy

f2

∂∂

∂
 

sunt continuă, deducem că. 

∞→n
lim )b,a(

xy

f
),(

xy

f 2

nn

2

∂∂

∂
=ηξ

∂∂

∂
,  

∞→n
lim )b,a(

yx

f
)','(

yx

f 2

nn

2

∂∂

∂
=ηξ

∂∂

∂
. 

Prin urmare trecând la limită în egalitate (4), obţinem 

)b,a(
yx

f
)b,a(

xy

f 22

∂∂

∂
=

∂∂

∂
.■ 

2.13.4. Observaţie. Este  evident că pentru o funcţie  f: 
A ⊂  R

m →R putem defini, dacă este posibil, derivatele 
parţiale de ordinul trei, patru etc.  

Astfel, derivata de ordinul trei a funcţiei f, în raport cu 
variabilele xi, xj,xk (în această ordine) se defineşte prin: 

(5) 














∂∂

∂

∂

∂
=

∂∂∂

∂

kj

2

ikji

3

xx

f

xxxx

f
. 

În general derivata parţială de ordinul p∈N a funcţiei f, 
în raport cu variabilele  

p21 iii x,...,x,x are forma 
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(6)     
p

p

2

2

1

1

p21

iii

...

xxx

f
ααα

α++α+α

∂∂∂

∂

K
, jα ∈N,   j ∈  Np,  

iar   pp21 =α++α+α K . 

De exemplu pentru funcţia f: R2 →R, f(x,y) = βαyx ,  
α > 0, β > 0, avem  

 β−αα=
∂

∂
yx

x

f 1 ,       11yx
y

f −β−αβ=
∂

∂
 

β−α−αα=
∂

∂
yx)1(

x

f 2
2

2

,     11
2

yx
yx

f −β−ααβ=
∂∂

∂
, 

11
2

yx
xy

f −β−ααβ=
∂∂

∂
,  2

2

2

yx)1(
y

f −βα−ββ=
∂

∂
. 

Derivatele parţiale de ordinul al treilea sunt: 

β−α−α−αα=
∂

∂
yx)2)(1(

x

f 2
3

3

,  

21
2

2

2

3

yx)1(
x

f

xyx

f −β−α−αβ=








∂

∂

∂

∂
=

∂∂

∂
, 

21
2

2

3

yx)1(
xy

f

yxy

f −β−α−βα=








∂∂

∂

∂

∂
=

∂∂

∂
 

12
2

2

2

3

yx)1(
x

f

yxy

f −β−α−βα=








∂

∂

∂

∂
=

∂∂

∂
 etc. 

Facem observaţia că, dacă toate derivatele parţiale de 
ordinul p, ale unei funcţii f: A ⊂  Rm →R, sunt continue pe 

mulţimea deschisă A, atunci expresia (6) nu depinde de de 

ordinea indicilor i1,i2, …, ip. 

 

2.13.5. Test de evaluare. 
1. Să se calculeze derivatele parţiale de ordinul al doilea 

ale funcţiilor: 
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a) f(x,y) = x3 + xy2,    (x,y)T ∈R
2. 

b) f(x,y,z) = x3z + xy3 + xyz3,    (x,y,z)T ∈R
3. 

R. a)
x

f

∂

∂
= 3x2 + y2,   

y

f

∂

∂
= 2xy,  

2

2

x

f

∂

∂
= 6x,  

yx

f2

∂∂

∂
= 2y, 

xy

f2

∂∂

∂
= 2y,  

2

2

y

f

∂

∂
= 2x.        b) 

x

f

∂

∂
= 3x2z + y3 + yz3, 

y

f

∂

∂
= 3xy3 + yz3,    

z

f

∂

∂
= x3 + 3xyz2,   

2

2

x

f

∂

∂
= 6xz , 

yx

f2

∂∂

∂
= 3y2 + z3,  

zx

f2

∂∂

∂
= 3x2 + 3yz2, 

zy

f2

∂∂

∂
= 3y2 + z3, 

2

2

y

f

∂

∂
= 6xy,    

∂∂

∂

y

f2

=3xz2 ,    
xz

f2

∂∂

∂
= 3x2 + 3yz2,   

yz

f2

∂∂

∂
= 3yz2, 

2

2

y

f

∂

∂
= 6xy, 

zy

f2

∂∂

∂
= 3xz2, 

yz

f2

∂∂

∂
= 3x2 + 3yz2 

2

2

z

f

∂

∂
= 6xyz. 

2. Să considerăm funcţia f: R3 \{(0,0,0)T} →R, 

f(x,y,z) = 
222 zyx

1

++
. 

Să se arate că  

0
z

f

y

f

x

f
2

2

2

2

2

2

=
∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
. 

3. Să considerăm funcţia f: R3 →R,  
f(x,y,z) = x2y + yz + 32x –z2. 
Să se calculeze Hf (2,-8,-4) 

R. Hf (2,-8,-4) = 
















−

−

210

104

0416
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4. Fie a,b > 0 constataţi şi f(x,y) = ,e
xa2

1 xa4

)by(
2

2−
−

π
x > 0. 

Să se arate că   0
y

f
a

x

f
2

2
2 =

∂

∂
−

∂

∂
. 

 
2.14. Funcţii diferenţiabile. 
Fie o funcţie f: A ⊂ R

m →R
P definită pe mulţimea 

deschisă A. 
2.14.1 Definiţie. Vom spune că funcţia f: A ⊂ R

m →R
P  

este diferenţiabilă în punctul a dacă există o aplicaţie liniară 
T: Rm →R

P , astfel încât: 

(1) 
||ax||

)ax(T)a(f)x(f
lim

ax −

−−−
→

=  θ . 

Aplicaţia liniară T: Rm →R
P , satisfăcând relaţia (1), se 

notează cu df(a) şi se numeşte diferenţiala funcţiei f în 

punctul a∈A. 
Vom spune că funcţia f: A ⊂ R

m →R
P este diferenţiabilă 

pe mulţimea A dacă df(a) există pentru orice a∈A. 
2.14.2. Observaţie. Considerând funcţia ψ : A/{a} →R

P, 
definită prin  

(2) ψ (x)=
||ax||

)ax(T)a(f)x(f

−

−−−
, atunci relaţia (1) se 

poate scrie sub formă echivalentă: 
(3) f(x) = f(a) + T(x – a) + ||x – a|| ψ (x),   ( ∀ ) x ∈A, 

unde ψ
→ax

lim (x) = 0. 

 
2.14.3. Exerciţiu. Să se arate că dacă, f: A ⊂ R

m →R
P 

este diferenţiabilă în punctul  a ∈A, atunci aplicaţia liniară T 
= df(a) este unic determinată de relaţia (3). 

2.14.4. Exemplu. Orice aplicaţie liniară T: Rm →R
P este 
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diferenţiabilă pe Rm şi dT(a) = T, pentru orice a∈  R
m. 

Într-adevăr, deoarece T(x) – T(a) – T(a-x) = T(x) – T(a) – 
T(x) + T(a) = θ , (∀ ) x ∈  R

m, rezultă că relaţia (1) este în mod 
evident satisfăcută. 

2.14.5. Observaţie. Fie : A ⊂ R
m →R

P a funcţiei definită 
pe mulţimea deschisă A şi fie a∈A. Se poate arăta că funcţia f 
este diferenţiabilă în punctul a, dacă şi numai dacă 
componentele sale,fk: A ⊂ R

m →R
 ,   k∈Np, sunt diferenţiabile 

în punctul a. În acest caz, diferenţiala df(a): Rm →R
P are drept 

componente aplicaţiile liniare dfk(a): Rm →R, k∈Np, adică  
df(a) = (df1(a), (df2(a),…. dfp(a)T. 

2.14.6. Teoremă.Fie f: A ⊂ R
m →R

P o funcţie definită pe 
mulţimea deschisă A. Sunt adevărate  următoarele a funcţiei: 

(a) Dacă f este deferenţiabilă în punctul a ∈A, atunci f 
este continuă în punctul a. 

(b) Dacă f este deferenţiabilă  în punctul a ∈A, atunci 

dv

df
(a) există orice versor v ∈A şi  

(4)
dv

df
(a) = df(a)(v). 

În particular, f este derivabilă parţial în punctul a ∈A şi 

(5) 
dv

df
(a) = df(a) (ek),   ( ∀ ) k ∈Np. 

(c) Dacă f este de clasa C1 pe A, atunci f este 
diferenţiabilă  pe A şi  

(6) df(a)(h) = k

m

1k k

h)a(
x

f
∑

= ∂

∂
,     (∀ ) h ∈R

m. 

Demonstraţie. (a) Fie(xn)n un şir de elemente din A astfel încât 

∞→n
lim xn = a. Atunci din relaţia (2) rezultă  

f(xn) = f(a) + df(a)(xn-a) + ||xn - a || + ψ (xn), (∀ ) n ∈N, de unde, 

ţinând cont de faptul că df(a): Rm → R
P este aplicaţie liniară şi de exerciţiul 
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6 de la 2.7.5, rezultă că 
∞→n

lim f(xn) = f(a) şi deci f este continuă în punctul a. 

(b) Deoarece A este mulţimea deschisă, există r > 0 astfel încât Br(a) 
⊂ A. Atunci pentru orice t ∈ (-r,r) avem a + tv∈A, unde v ∈  Rm şi ||v|| = 1. 
Prin urmare ţinând cont de relaţia (2), avem   

=
+ψ+

=
−+

t

)tva(||tv||)tv)(a(df

t

)a(f)tva(f
 

=  df(a)(v) + ),tva(
t

|t|
+ψ  

de unde rezultă că există  
∞→n

lim
t

)a(f)tva(f −+
= df(a)(v), 

adică
dv

df
(a) = df(a)(v). În particular, pentru v = ek (ek vectorul baze 

canonice) se obţine )a(
e

f
)a(

x

f

kk ∂

∂
=

∂

∂
= df(a)(ek), k ∈Nm. 

(c) Fie a = (a1,a2,…,am)T∈A şi x = (x1,x2,…,xm)T. ∈A. 
Pentru fiecare k ∈Np, considerăm funcţia  
ϕ k(t) = f(a1,…,ak-1,t,xk+1,…,xm), definită pe intervalul [ak,xk] sau 

[xk,ak], după cum ak <xk sau xk< ak. 
Aplicând teorema lui Lagrange pentru funcţia ϕ k, deducem că există 

kξ situat între ak şi xk astfel încât 

ϕ k (xk)- ϕ k (ak) = ϕ ’( kξ )  (xk – ak), 

adică f(a1,…,ak-1,xk, xk+1,…,xm) – f(ak,…,ak-1, ak,xk+1,…,xm) =  

= 
kx

f

∂

∂
(a1,…,ak-1, kξ , xk+1,…,xm)  (xk – ak). 

 
Prin urmare, f(x) – f(a) = [f(x1,x2,…,xm) – f(a1,x2,…,xm)] + 

[f(a1,x2,x3,…,xm) – f(a1,a2,x3,…,xm)] +…+ [f(a1 ,…, am-1, xm) – 

f(a1,a2,…am1,am)] = 
1x

f

∂

∂
( 1ξ ,x2,…,xm) (x1-a1) + 

2x

f

∂

∂
(a2, 2ξ ,x2,...,xm)(x2–

a2)+…+
mx

f

∂

∂
(a1,a2,…,am-1, mξ )(xm-am). 

Considerăm aplicaţia liniară T: Rm → R  definită prin 
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T(x1,x2,…,xm) = k

m

1k k

h)a(
x

f
∑

=
∂

∂
 Atunci T(x-a)= )ax)(a(

x

f
kk

m

1k k

−
∂

∂
∑

=

 şi  deci       

||ax||

)ax(T)a(f)x(f
lim

ax −

−−−

→
 

( )
+

−

−








∂

∂
−ξ

∂

∂

||ax||

ax)a(
x

f
)x,,x,(

x

f
11

1
m21

1

K

  

( )
+

−

−








∂

∂
−ξ

∂

∂

||ax||

ax)a(
x

f
)x,,x,,a(

x

f
22

2
m321

2

K

…+ 

( )

||ax||

ax)a(
x

f
),a....a(

x

f
mm

m
m1m1

m

−

−








∂

∂
−ξ

∂

∂
−

şi fiecare din 

aceste limite este zero, deoarece rapoartele  

||ax||

ax 11

−

−
, 

||ax||

ax
,,

||ax||

ax mm22

−

−

−

−
K   

sunt mărginite   









∈∀=

−

−
=

−

−
=

−

−
m

kkkkkk k)(,1
||ax||

||ax||

||ax||

|ax|

||ax||

ax
N , iar f 

fiind de clasă C1 pe A, expresiile din parantezele drepte au limitele zero 
când x → a. Prin urmare, 

||ax||

)ax(T)a(f)x(f
lim

ax −

−−−

→
= 0 

şi deci f este diferenţiabilă în orice punct pe a∈A. 
Mai mult, deoarece df(a) = T şi din modul cum am definit aplicaţia 

T, rezultă că  

df(a) (h) = T(h) = k

m

1k k

h)a(
x

f
∑

=
∂

∂
. 

1.14.7. Observaţie. Dacă f: A ⊂ R
m →R

P este o funcţie 
de clasa C1 pe mulţimea deschisă A, Atunci conform teoremei 
precedente şi observaţiei 1.14.5.  componentele funcţiei f, fk: 
A ⊂ R

m →R k∈Np, sunt diferenţiabile pe A. Mai mult, pentru 
orice h = (h1,h2,…hm)T ∈  R

m avem 
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df(a)(h) = (df1(a)(h), df2(a)(h),…, dfp(a)(h))T = 

= 
Tm

1k

m

1k

m

1k
k

k

p
k

k

2
k

k

1 h)a(
x

f
,h)a(

x

f
,h)a(

x

f














∂

∂

∂

∂

∂

∂
∑ ∑ ∑

= = =

K = 

= 



























∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂
∂

∂

∂

∂

∂

∂

)a(
x

f
)a(

x

f
)a(

x

f

)a(
x

f
)a(

x

f
)a(

x

f

)a(
x

f
)a(

x

f
)a(

x

f

m

p

2

p

1

p

m

22

2

2

1

2

m

1

2

1

1

1

K

KKKK

K

K

  





















m

2

1

h

h

h

M
. 

Prin urmare, în raport cu bazele canonice din Rm şi RP, 
aplicaţia liniară df(a): R

m →  R
P admite reprezentarea 

matriceală  

(7)  df(a) = 



























∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂
∂

∂

∂

∂

∂

∂

)a(
x

f
)a(

x

f
)a(

x

f

)a(
x

f
)a(

x

f
)a(

x

f

)a(
x

f
)a(

x

f
)a(

x

f

m

p

2

p

1

p

m

2

2

2

1

2

m

1

2

1

1

1

K

KKKK

K

K

∈Mpm (R).  

Matricea  df(a) este chiar matricea Jacobiană a funcţiei f 
în punctul a (vezi 2.11.11). 
 2.14.8. Observaţie. Fie f: A ⊂ R

m →R o funcţie 

definită pe mulţimea deschisă A. Pentru orice k∈Nm, definim 
aplicaţiile prk: R

m →R, prk (x1,x2,…,xm) = xk,   (x1,x2,…,xm)T 
∈  R

m, k∈Nm. Aplicaţiile prk, k∈Nm, sunt evident liniare şi se 
numesc aplicaţiile de proiecţie. 

Deoarece prk: R
m →R, k∈Nm, sunt liniare, atunci 

pentru orice a ∈  R
m. (vezi exemplul 2.14.4) d(prk)(a) = prk, 

(∀ )k∈Nm, adică dxk = prk, k∈Nm şi deci dxk(a)(h) = hk, 
(∀ )k∈Nm, (∀ ) h = (h1,h2,…,hm)T∈R

m. Prin urmare, formula 
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(6) devine  

(8)   df(a) = ).a(dx)a(
x

f
k

m

1k k
∑

= ∂

∂
 

Dacă f este diferenţiabilă în orice punct a ∈  A atunci 
putem scrie 

(9)     df = .dx
x

f
k

m

1k k
∑

= ∂

∂
 

De asemenea, să mai observăm că formula (6)  se poate 
scrie şi sub forma 

(10)   df(a) (h) = < ∇ f(a), h > 
sau (11)    df(a) (h) = ( ∇ f(a))T h , 
unde ∇ f(a) este gradientul în punctul a ∈A al funcţiei f (vezi 
Definiţia 2.11.9). Ţinând cont de relaţia (10), relaţia (4) se 
poate scrie sub forma 

(12)
dv

df
(a) = < ∇ f(a), v >,   v ∈R

m,  ||v|| = 1. 

2.14.9. Exemple. 1. Considerăm funcţia f: R
2 →R, 

definită prin  f(x,y) = 4 – 2x2 – y2. Fie a = (1,1)T. şi v = 
5

1
    

(-1,2)T Atunci ∇ f(x,y) = 
T

)y,x(
y

f
),y,x(

y

f









∂

∂

∂

∂ = (-4x, -2y)T, iar 

df(1,1)(h1,h2) = ( ∇ f(1,1))T









2

1

h

h
=(-4, -2) 21

2

1 h2h4
h

h
−=








 deci     

df(1,1)(h) = -4 h1 – 2h2,   (∀ ) h = (h1,h2)
T ∈R

m. 
De asemenea 

dv

df
(1,1) = < ∇ f(1,1),v > = <(-4 – 2)T, 

5

1
(-1,2)T > = 0. 

2. Considerăm funcţia f: R3 →R
2, definită prin  

f(x,y,z) = (xyz, 3x – 2yz)T, 
Atunci 
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df(x,y,z) = 



















∂

∂

∂

∂

∂

∂
∂

∂

∂

∂

∂

∂

z

f

y

f

x

f
z

f

y

f

x

f

222

111

, 

unde f1: R
3 →R, f1(x,y,z) = xyz şi f2: R

3 →R, f(x,yz) = 3x – 
2yz, sunt componentele funcţiei f . Deci: 

df(x,y,z) = 








−− y2z23

xyxzyz
. 

De exemplu, 

df(1,2,-1) = 








−

−−

423

212
. 

2.14.10.Teorema. Fie f: Br(a) ⊂ R
m →R o funcţie de 

clasa C1 pe bila deschisă Br(a), a ∈R
m. Dacă v ∈  R

m cu ||v|| = 

1, atunci 
dv

df
(a) au valoarea maximă ||∇ f(a)|| când v şi ∇ f(a) 

au aceeaşi direcţie şi valoare minimă  - ||∇ f(a)|| când v şi -
∇ f(a) au aceiaşi direcţie. 

Demonstraţie. Aplicând inegalitatea lui Canchy-Schwarz şi ţinând 
cont de relaţia (12) avem 

 ||)a(f||||v||||)a(f|||v),a(f|)a(
dv

df
∇=∇≤>∇<= , 

adică   - ||)a(f||)a(
dv

df
||)a(f|| ∇≤≤∇ . 

Dacă presupunem ∇ f(a) ≠ θ , atunci pentru v = 
||)a(f||

)a(f

∇

∇
 avem 

( )
( )

>=
∇

∇
∇>=<=<

− ||af||

af
),a(fv),a(f)a(

)v(d

df
 

= 
( )
( )

||)a(f||
||af||

||a|| 2

∇=
∇

∇
şi ( ) .||af||)a(

)v(d

df
∇−=

−
■ 

 
2.14.11. Observaţie. Cu alte cuvinte, teorema 
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precedentă, exprimă faptul că v = 
( )
( ) ||avf||

af∇
reprezintă direcţia 

creşterii cele mai rapide a lui f (iar –v reprezintă direcţia 

descreşterii cele mai rapide a lui f) relativ la punctul a. 
De exemplu, să considerăm funcţia f: R2 →R, definită 

prin f(x,y) = 4 – 2x2 – y.  
Atunci ∇ f(x,y) = (-4x, -2y)T. 
Prin urmare, ∇ f(1,1) = (-4 -2)T şi direcţia creşterii celei 

mai rapide a lui f relativ la punctul a = (1,1)T este  

v = 
( )
( )

T)1,2(
5

1

||1,1f||

1,1f
−=

∇

∇
, iar direcţia descreşterii 

celei mai rapide a lui f relativ la punctul a = (1,1)T este 
T)1,2(

5

1
v = . 

Mai mult ( ) 20||1,1f||)1,1(
dv

df
=∇= , 

( )
( ) 20||1,1f||)1,1(

vd

df
−=∇=

−
. 

2.14.12. Test de evaluare 

1. Se consideră funcţia f: R2 →R definită prin f(x,y) = 4 – 

2x2 – y2. Să se determine )1,1(
dv

df
, pentru v = 

2

1−
(1,1)T. 

R. )1,1(
dv

df
= 3 2 . 

2. Să se calculeze df(1,2) pentru următoarele funcţii  
f: R2 →R. 
a) f(x,y) = x2y – 3xy2 + x + y + 1; 
b) f(x,y) = x2y2 + xy – 2x –y + 3. 
R. a) df(1,2)(h1,h2) = -7h1 – 10h2;  
      b) df(1,2)(h1,h2) = 8h1 +4h2. 
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3. Să se calculeze df(1,2,-1) şi 
dv

df
(1,2,-1) pentru funcţia f: 

R
3 →R, f(x,y,z) = xyz şi v = (-1,1,1)T. 

R.  df(1,2,-1)(h1,h2,h3) = -2h1 – h2 + 2h3; 

)1,2,1(
dv

df
− = df(1,2,-1)(-1,1,1) = 2. 

4. Să se determine matricea Jacobiană în punctul a şi 
df(a)(h) pentru  

a) f(x,y) = (xy2,x2y)T,   a = (-1,1)T; 
b) f(x,y,z) = (x2 + y2 + z2, x + y + z, xyz)T,  a =( -1,1,-1)T. 

R. a) Jf (-1,1) = 








−

−

12

21
,  df(-1,1)(h1,h2) = (h1 – 2h2, - 2h1 + h2)

T. 

b) 
















−−

−−

=−−

111

111

222

)1,1,1(J f , df(-1,1,-1)(h1,h2,h3)=(-2h1+2h2-2h3, 

h1+h2+h3,-h1+h2-h3)
T 

5. Să  se   determine direcţia creşterii (respectiv, descreş-
terii) cele mai rapide a funcţiei  

)yx(
20

1
2

22

xe2080)y,x(f,:f
+−

−=→ RR , relativ la punctul 
a=(0,0)T. 

R. v = (-1,0)T 
6. Se consideră funcţia ,:f 2 RR → , definită prin  













=

≠
+

=

.)0,0()y,x(,0

)0,0()y,x(,
yx

xy

)y,x(f

TT

TT
22

2

 

a) Să se arate că f este continuă în (0,0)T; 

b) Să se arate că )0,0(
x

f
),0,0(

x

f

∂

∂

∂

∂
 există; 

c) f nu este diferenţiabilă în (0,0)T. 
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7. Să se arate că funcţia ,:f 2 RR → , definită prin  













=

≠
+

=

.)0,0()y,x(,0

)0,0()y,x(,
yx

xy

)y,x(f

TT

TT
22

2

 

este derivabilă  în (0,0)T după orice direcţie, dar nu este 
diferenţiabilă în (0,0)T. 

 
2.15. Diferenţiala funcţiilor compuse. Derivatele parţiale 

ale funcţiilor compuse 

 

2.15.1 Teoremă. Fie pm B,A RR ⊂⊂ mulţimi deschise, 

 pm BA:f RR ⊂→⊂  diferenţiabilă în  punctul Aa ∈ şi 
qpB:g RR →⊂  diferenţiabilă în punctul B)a(fb ∈= . 

Atunci qmA:fg RR →⊂o  este diferenţială în punctul a şi 

(1)   )a(df)b(dg)a)(fg(d oo = . 
 
Demonstraţie. Deoarece f este diferenţiabilă în a, iar g este 

diferenţiabilă în b=f(a), atunci, ţinând seama de relaţia (3) de la 2.14, avem 
(2) Ax)(),x(||ax||)ax)(a(dfb)x(f 1 ∈∀ψ−+−+=  cu 0lim 1

ax
=ψ

→
 şi 

   (3) By)(),y(||by||)by)(b(dg)b(g)y(g 2 ∈∀ψ−+−+=   

cu 0)y(lim 2
by

=ψ
→

. Înlocuind pe y cu f(x), Ax ∈ , din (3) obţinem 

)),x(f(||b)x(f||)b)x(f)(b(dg)b(g))x(f(g 2ϕ−+−+= de unde, ţinând seama 

de (2), rezultă că +ψ−+−+= ))x(||ax||)ax)(a(df)(b(dg)a(f(g))x(f(g 1  

))x(f(||)x(||ax||)ax)(a(df|| 21 ψψ−+−+  

Ţinând seama de faptul  că qp:)b(dg RR →  este o aplicaţie liniară, 

ultima egalitate devine: 
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(4)     
)).x(f(||)x(||ax||)ax)(a(df||

)x()(b(dg||ax||))ax)(a(df)(b(dg))a(f(g))x(f(g

21

1

ψψ−+−

+ψ−+−+=
 

Dacă notăm 
 ))x(f(||)x(||ax||)ax)(a(df||))x()(b(dg||ax||)x( 211 ψψ−+−+ψ−=ψ  

atunci 0)x(lim
ax

=ψ
→

 şi egalitate (4) se poate pune sub  forma 

,Ax),x(||ax||)ax)(a(df)b(dg()a)(fg()x)(fg( ∈ψ−+−+= ooo   

ceea ce arată că fg o  este diferenţiabilă în punctul Aa ∈ şi că 

).a(df)b(dg)a)(fg(a oo =    ■ 

2.15.2 Derivatele  parţiale ale funcţiilor compuse 

Dacă ţinem cont de faptul că, în raport cu bazele canonice, 
matricea asociată  diferenţialei  unei funcţii într-un punct, 
coincide cu matricea  jacobiană a  funcţiei în acel punct (vezi 
2.14.7), atunci, în condiţiile teoremei precedente, avem  

(5)  ).a(J)b(J)a(J fgfg =o   

Dacă  notăm cu f1, f2,…., fp corespunde funcţiei f,  cu 
g1,g2,….,gq componentele funcţiei g, iar cu h1, h2,…,hq  

componentele funcţiei fgh o= , atunci ţinând cont de  relaţia 2 
de la 2.11.11, relaţia (5) se poate  scrie sub forma: 
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Din relaţia (6) obţinem formulele de calcul a derivatelor 
parţiale ale funcţiei :fgh o=  

(7)  .j,i),a(
x

f
)b(
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În cazul în care q=1, adică în cazul în care 
pm BA:f RR ⊂→⊂ şi ,C:g p RR →⊂ atunci 

 RR →⊂= mA:fgh o  şi relaţia (7) devine  
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de unde obţinem  formulele: 

(8) m
i

k
p

1k ki

i),a(
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y

g
)a(

x

)fg(
N∈
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∂

∂

∂
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∂
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∑
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o
, unde  

yk = fk(x1,x2,…,xn), k pN∈ . 

De exemplu, să considerăm cazul particular când m=p=2 
adică RRRR →⊂⊂→⊂ 222 B:g,BA:f  şi 

 .A:fg 2 RR →⊂o  
Dacă notăm cu f1 şi f2 componentele lui f, atunci  

u=f1(x,y) şi v=f2(x,y), ( ) Ay,x T
∈ , sunt variabilele lui g şi 

formulele (8) devin:
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În cazul particular  când m=2, p=1, adică  
RRRR →⊂⊂→⊂ B:g,BA:f 2 şi  

RR →⊂ 2A:fg o , atunci notând u=f(x,y) variabila 
funcţiei g, din formulele precedente  obţinem: 
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Cum g este  este funcţie de o variabilă, atunci notăm 
du

dg
 în 

loc de 
u

g

∂

∂
 şi obţinem 



 265 

)a(
y

u
)b(

du

dg
)a(

g

)fg(

),a(
x

u
)b(

du

dg
)a(

x

)fg(

∂

∂
=

∂

∂

∂

∂
=

∂

∂

o

o

 

 
În cazul când f şi g sunt diferenţiabile pe A, respectiv B, 

atunci în formulele precedente se poate  renunţa la a mai scrie 
punctele a şi b, obţinând astfel formulele de calcul pentru 
funcţiile derivate parţiale ale  funcţiilor compuse. 

2.15.3. Exemple. 1. De  exemplu, să calculăm  derivatele 

parţiale ale funcţiei z=ln(u2+v), unde u = 
2yxe +   şi v=x2+y. 
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2. Să arătăm că funcţia )yx(xyz 22 −ϕ=   verifică egalitatea 
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Notând u=x2-y2, avem 
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2.15.4 Teoremă (teorema de medie) 

Fie RR →m:f  o funcţie diferenţiabilă pe mulţimea 
deschisă A şi Ab,a ∈  astfel încât 

 A]}1,0[t,tba)t1(x|x{:]b,a[ m ⊂∈+−=∈= R . 

Atunci există ]b,a[x 0 ∈  astfel încât  

(9) ).ab)(x(df)a(f)b(f 0 −=−  
Demonstraţie. Considerăm funcţia ).tba)t1((f)t(g,]1,0[:g +−=→ R  

Atunci g(0)=a şi g(1)=b. Cum g este derivabilă pe [0,1], conform  
teoremei lui Lagrange, există )1,0(t 0 ∈  astfel încât g(1)-g(0)= 'g (t0). 

Deoarece 'g (t)=df((1-t)a+tb)(b-a), deducem  că  

g(1)-g(0)df(x0)(b-a), unde x0:=(1-t0)a+t0b. Deci, f(b)-f(a)=df(x0)(b-a). ■ 

2.15.5 Observaţie 
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În anumite ipoteze suplimentare se pot obţine diferite 
consecinţe ale teoremei  de medie. 

Mai întâi, o mulţime mA R⊂  se numeşte mulţine convexă  
dacă, pentru orice ,ba,Ab,a ≠∈  segmentul 

]}1,0[t,tba)t1(x|x{:]b,a[ m ∈+−=∈= R  este  conţinut în A. 
Prin urmare, dacă A este o mulţime deschisă şi convexă,  iar  

RR →⊂ mA:f  este o funcţie diferenţiabilă pe A, atunci  
pentru orice ba,Ab,a ≠∈ , există ]b,a[x 0 ∈  astfel încât  să 

aibă loc relaţia (9). 
Mai mult, dacă  există M>0 astfel încât 

Au)(,M||)u(df|| ∈∀≤ , atunci din (9) obţinem că  pentru orice 
ba,Ab,a ≠∈  are loc inegalitatea .||ab||M|)a(f)b(f| −≤−  

2.15.6 Test de autoevaluare 

1. Să se calculeze derivatele parţiale ale funcţiei z=f(u,v), 
unde u=x+y, v = x2+y2. 
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2. Să se calculeze  derivatele parţiale de ordinul întâi şi de  

ordinul al doilea ale funcţiilor: 
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3. Să se arate că funcţia z = f(bx - ay) verifică relaţia 
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5. Să se arate că funcţia )zyx,xy(f 222 −+=ω  verifică 
relaţia 
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6. Să se calculeze ,
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2.16. Diferenţiale  de ordin superior.  

Formula lui Taylor 
 

2.16.1 Definiţie. Fie  RR →⊂ mA:f  o funcţie de  clasă C2 
pe  mulţimea deschisă A. Forma pătratică RR →m2 :)a(fd , 
definită prin 
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(1) mT
m21j1
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1i 1j ji

2
2 )h,...,h,h(h,hh)a(

xx

f
)h)(a(fd R∈=
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∂
=∑∑
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se numeşte  diferenţiala de ordinul al doilea a funcţiei f în 

punctul .Aa ∈  
Matricea asociată acestei  forme pătratice, Hf(a), este  chiar 

hessiana funcţiei f în punctul a, definită în relaţia (3) de  la 
2.12. Prin urmare, relaţia (1) se poate  scrie sub forma  
echivalentă: 

.h,h)a(Hh)h)(a(fd)2( m
f

T2 R∈=  
2.16.2 Teoremă. Fie RR →ϕ :  o funcţie de  C2 pe R. 

Atunci există )1,0(s ∈ astfel încât 

(3)     ).s("
2

1
)0(')0()1( ϕ+ϕ+ϕ=ϕ  

Demonstraţie.  Determinăm R∈λ  astfel încât să avem  
(4)    .)0(')0()1( λ+ϕ+ϕ=ϕ  

Pentru aceasta, considerăm funcţia ,]1,0[:g R→  definită prin 

.t,)t1()t(')t1()t()t(g 2 R∈−λ+ϕ−+ϕ=  Observăm că  

),1()0(')0()0(g ϕ=λ+ϕ+ϕ=  iar g(1)= ),1(ϕ  deci g(0)=g(1). Prin  

urmare, aplicând teorema lui Rolle funcţiei g  pe intervalul [0,1],  deducem 
că există )1,0(s∈  astfel  încât 'g (s)=0.  

Deoarece ),t1(2)t(")t1()t(')t(')t('g −λ−ϕ−+ϕ−ϕ=  atunci din 'g (s) 

= 0 rezultă că ).3("
2

1
ϕ=λ  

Cu ),s("
2

1
ϕ=λ  din relaţia (4) rezultă relaţia (1). ■ 

 
2.16.3 Teoremă (Formula lui Taylor ) 

Fie RR →m:f  o funcţie de clasă C
2 pe bila deschisă 

m
r )a(B R⊂  şi fie mh R∈  cu ||h||<r. Atunci există )1,0(s ∈  

astfel încât 
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(5) .h)sha(H
2

1
h))a(f()a(f)ha(f f

T ++∇+=+  

Demonstraţie. Considerăm funcţia ),tha(f)a(,:f m +=ϕ→ RR  
mh R∈ .  Evident )a(f)0( =ϕ  şi )ha(f)1( +=ϕ . Pe de altă parte, din 

teorema 2.16.2 rezultă că există )1,0(s ∈  astfel încât  are loc relaţia (3). 

Cum (vezi relaţia (11) de la 2.14), h))tha(f()t(' T+∇=ϕ  şi 

h)tha(Hh)t(" f
T +=ϕ , atunci din relaţia (3) obţinem formula (5).  ■ 

2.16.4. Observaţie. Este evident că relaţia (5) se poate scrie 
sub  forma: 

(6) f(a+h) = f(a) + df(a)(h) + d2f(a+sh)(h), .h),1,0(s mR∈∈  

Dacă RR →m:f  este de clasă C
2 pe bila deschisă Br(a), 

atunci polinomul  
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,  

se numeşte polinomul Taylor de ordinul al doilea al  funcţiei 

f în punctul a. 
De exemplu, pentru funcţia f(x,y)=e-2x+y, să calculăm 

T2(0,0). 
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Prin urmare, 
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2.16.5 Test de autoevaluare 

1. Să se determine diferenţiala de ordinul al doilea a 
funcţiilor: 

a) f(x,y) = 3x2y-4xy3; 
b) f(x,y) = 4xy3z3. 

R. a) ;
h

h

x24y12x6

y12x6x6
)h,h()h,h)(y,x(df

2

1

2

2

2121 





















−−

−
=  

b) =)h,h,h)(z,y,x(df 321  

































=

3

2

1

32223

22332

2332

321

h

h

h

zxy24zxy36zy12

zxy36xyz24zy12

zy12zy120

)h,h,h(  

2. Să se calculeze polinomul Taylor de ordinul al doilea  în 
punctul (0,0)T al funcţiei .)y,x(,xe)y,x(f 2y R∈= −  

R. T2 (x,y)=x-2xy. 
3. Să se calculeze polinomul Taylor de ordinul al doilea în 

punctul (0,0,0)T al funcţiei f(x,y,z) = ex-2y+3z. 
R. T2(x,y,z) = 1+x-2y+3z-4xy+6xz-12yz+x2+4y2+9z2. 
 
 

2.17. Extremele funcţiilor de mai multe variabile 
 
Fie mA R⊂ şi o funcţie .A:f m

RR →⊂  
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2.17.1. Definiţie. Vom spune că un  punct Ax ∈  se 
numeşte  punct de extrem local al funcţiei f, dacă există  r>0 
astfel încât diferenţa f(x)-f(a) păstrează semn  constant  pentru 
orice ).a(BAx rI∈  

Dacă 0)a(f)a(f ≥− (adică )a(f)x(f ≥ ) pentru orice 

),a(BAx rI∈ atunci vom spune că a este punct de minim 

local al funcţiei f. 
Dacă 0)a(f)a(f ≤− (adică )a(f)x(f ≤ ) pentru  orice 

),a(BAx rI∈ atunci vom spune că a este punct de maxim 

local al funcţiei f. 
2.17.2 Definiţie. Un punct Aa ∈  se numeşte punct critic al 

funcţiei ,A:f m RR →⊂ dacă f este diferenţiabilă în punctul  

a şi dacă ,)a(f θ=∇ adică ,0)a(
x

f

k

=
ϕ

ϕ  pentru orice 
mk N∈ . 

2.17.3. Teoremă (teorema lui Fermat). 

Fie ,A:f m RR →⊂ o funcţie  diferenţiabilă pe mulţime 

deschisă A. Dacă Aa ∈ este punct  extrem local al funcţiei f, 
atunci a este punct critic al funcţiei f. 

Demonstraţie. Pentru a face o alegere, să presupunem că Aa ∈  este 
punct de maxim local al funcţiei f. Atunci există r>0 astfel  încât 

)a(f)x(f ≤  pentru orice ).a(BAx rI∈  Deoarece )a(BA rI  este  mulţime 

deschisă, există r1<r astfel încât ).a(BA)a(B rr1
I⊂  

Fie mh R∈  cu ||h||=1. Atunci )a(Btha r∈+  pentru  orice 

).r,r(t 11−∈ Prin urmare, putem defini funcţia  

).tha(f)t(g,)r,r(:g 11 +=→− R  

Deoarece,  pentru orice )r,r(t 11−∈  avem 

,0)a(f)tha(f)0(g)t(g ≤−+=−  rezultă că t=o este punct de maxim al 

funcţiei g şi deci, conform  teoremei lui Fermat pentru funcţii reale de 
variabilă reală, avem 'g (0)=0. Pe de altă parte, 
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),a(
dh

df

t

)a(f)tha(f
lim

t

)0(g)t(g
lim)0('g0

0t0t
=

−+
=

−
==

→→
  

adică 0)a(
dh

df
=  pentru orice mh R∈  cu ||h||=1. 

În particular, dacă mk k,e N∈ , sunt  vectorii bazei  canonice din ,m
R  

atunci ,)(,0)a(
e

f
m

k

NR ∈∀=
∂

∂
 

adică .k,0)a(
x

f
m

k

N∈=
∂

∂
 ■ 

2.17.4 Teoremă. Fie RR →⊂ m  o funcţie  de clasă C2 pe 
mulţimea deschisă A şi fie Aa ∈  un punct  critic al funcţiei f. 

1) Dacă d2f(a) este pozitiv  definită, atunci a este punct de 
minim local al funcţiei f. 

2) Dacă d2f(a) este negativ definită, atunci a este punct de 
maxim local al funcţiei f. 

Demonstraţie. Fie Aa ∈  un punct critic al funcţiei f, deci 0)a(f =∇ . 

Deoarece A este mulţimea deschisă, atunci există r>0 astfel încât 

A)a(Br ⊂ . Fie mh R∈ cu ||h||<r. 

Atunci, conform Teoremei 2.16.3, există )1,0(s ∈  astfel încât  

.h)a(Hh
2

1
h)a(f()a(f)ha(f f

TT +∇+=+   

Cum 0)a(f =∇ , obţinem  

(1)   .h)a(Hh
2

1
)a(f)ha(f f

T+=+  

1) Dacă df(a) este pozitiv definită, atunci d2f(a)(h)=hTHf(a)h>0, pentru  

orice .h mR∈  Prin urmare, din relaţia (1) obţinem  

,r||h||,h)(,0h)a(Hh
2

1
)a(f)ba(f m

f
T <∈∀>=−+ R  

ceea ce înseamnă că a este punct de minim local al  funcţiei f. 
2) Dacă df(a) este negativ definită, atunci d2f(a)(h)=hTHf(a)h<0 pentru 

orice mx R∈ . Prin urmare, din relaţia (1) obţinem  

,r||h||,h)(,0h)a(Hh
2

1
)a(f)ba(f m

f
T <∈∀<=−+ R  
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ceea ce ce arată că a este punct de maxim local al funcţiei f. ■ 
2.17.5 Observaţie. În cazul în care d2f(a) nu este pozitiv 

definită sau  negativ definită, atunci a nu este punct de extrem 
al  funcţiei f. Mai mult, din teoremele precedente deducem 
regula practică de a determina punctele de extrem ale funcţiei 

RR →⊂ mA:f  care  sunt de clasă C2 pe mulţimea deschisă 
A: 1) Se determină punctele critice Aa ∈  ale funcţiei f. 
Acestea sunt soluţiile sistemului: 

  

















=
∂

∂

=
∂

∂

=
∂

∂

0
x

f

0
x

f

0
x

f

m

2

1

M

 

Conform teoremei 2.17.3 punctele de  extrem real ale 
funcţiei f se găsesc printre punctele critice ale funcţiei f. 

2) Pentru fiecare punct critic Aa ∈  se stabileşte dacă 
funcţionala pătratică d2f(a) este pozitiv  definită sau negativ 
definită. 

Pentru a stabili dacă df2(a) este pozitiv definită sau negativ 
definită calculăm 



























∂

∂

∂∂

∂

∂∂

∂

∂∂

∂

∂

∂

∂∂

∂

∂∂

∂

∂∂

∂

∂

∂

=

)a(
x

f
...)a(

xx

f
)a(

xx

f
............

)a(
xx

f
...)a(

x

f
)a(

xx

f

)a(
xx

f
...)a(

xx

f
)a(

x

f

)a(H

2
m

2

2m

2

1m

2

m2

2

2
2

2

12

2
m1

2

21

2

2
1

2

f   

adică matricea (hesiană funcţiei f în punctul a) asociată 
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funcţionale pătratice  d2f(a) în raport cu baza  canonică din Rm. 
Deoarece d2f(a)(h)=hTHf(a)h, mh)( R∈∀ , deducem că 

d2f(a) este pozitiv definită, dacă şi numai dacă  
m

f
T h)(,0h)a(Hh R∈∀>  

şi este negativ definită, dacă şi numai dacă 
m

f
T h)(,0h)a(Hh R∈∀< . 

2.17.6 Exemplu. Să determinăm extremele locale ale 

funcţiei RR →2:f , definită prin F(x,y)= ( )22 yxxye +− , 
2)y,x( R∈ . 

Mai întâi  determinăm puctele critice ale funcţiei f. Acestea 
sunt  soluţiile sistemului 










=
∂

∂

=
∂

∂

0
y

f

0
x

f

 

Deoarece )yx(2)yx(2 2222

e)xy2x(
y

f
,e)yx2y(

x

f +−+− −=
∂

∂
−=

∂

∂
 

şi ,)y,x)((,0e 2T)yx( 22

R∈∀>+−  atunci 0
y

f
,0

x

f
=

∂

∂
=

∂

∂
 dacă 

şi numai dacă 






=−

=−

0xy2x

0yx2y
2

2

 

Rezolvând acest sistem obţinem soluţiile:  
a1=(0,0)T, 

.
2

1
,

2

1
a

,
2

1
,

2

1
a,

2

1
,

2

1
a,

2

1
,

2

1
a

T

5

T

4

T

3

T

2









=









−=








−=








−−=

 

Acestea sunt punctele critice ale funcţiei f. 
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Calculăm hessiana funcţiei f. Avem 

( )











−+−−

+−−−
= +−

xy6xy41y2x2yx4

1y2x2yx4xy6yx4
e)y,x(Hf

22222

22223
yx 22

. 

Mai departe, pentru  fiecare punct critic { }5,4,3,2,1k,a k ∈ , 
vom studia dacă df(ak) este pozitiv definită sau negativ definită 

Pentru a1=(0,0)T avem 

Hf(a1)=Hf(0,0)= .
01

10








Atunci pentru orice ,)h,h(h 2T

21 R∈=  

avem df(a1)(h)=(h1,h2) 21
2

1 hh2
h

h

01

10
=
















şi nu putem decide  

dacă d2f(a1)(h) este  pozitivă sau negativă pentru  orice .h 2
R∈  

În consecinţă a1=(0,0)T  nu este punct de extrem al funcţiei f. 

Pentru 
T

2
2

1
,

2

1
a 








−−=  şi 

T

5
2

1
,

2

1
a 








−=   obţinem  

.
20

02
e)a(H)a(H 1

5f2f 








−

−
== −  

Atunci, pentru orice ,)h,h(h 2T
21 R∈=  avem  

,0)hh(
e

2

h

h

e

2
0

0
e

2

)h,h()h)(a(df)h)(a(fd

2
2

2
1

2

1
2152

2

<+−=

=


























−

−
==

 

deci  d2f(a2), d
2f(a5) sunt negativ definite şi deci a2  şi a5 sunt 

puncte de maxim  local ale funcţiei f. 

Pentru 
T

3
2

1
,

2

1
a 








−= şi 

T

4
2

1
,

2

1
a 








−=  avem  
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Hf(a3)=Hf(a4)=e-1 .
20

02








 

Atunci, pentru orice 2T
21 )h,h(h R∈=  avem  

,0)hh(
e

2

h

h

e

2
0

0
e

2

)h,h()a(fd)h)(a(fd

2
2

2
1

2

1
214

2
3

2

>+=

=


























==

 

deci d2f(a3), d
2f(a4) sunt pozitiv definite şi deci  punctele a3 şi 

a4 sunt puncte de maxim loc ale funcţiei f. 
2.17.7. Test de autoevaluare  

1. Să se determine punctele de extrem local precum şi 
valorile extreme corespunzătoare ale funcţiiloe următoare: 
a) f(x,y)=xy(a-x-y), a>0; 

b) ;0y,0x,
y

20

x

50
xy)y,x(f >>++=  

c) f(x,y)=x3
+y3-3xy; 

d) f(x,y)=x4+y4-x2-y2; 

e) f(x,y)=(x,y) ( )22 yxe +− ; 
f) f(x,y)=xy2ex-y. 
 

R. a) 
T

3

a
,

3

a








este punct de maxim local; ;

27

a
)y,x(fmax

3

=  b) (5,2)T 

este punct  de maxim local, minf(x,y)=30; c) (1,1)T este punct de minim 

local; minf(x,y)=-1; d) (0,0)T este punct de maxim local; 
T

2

1
,

2

1








şi 

T

2

1
,

2

1








−−  sunt  puncte de minim local; e) 

T

2

1
,

2

1








 este punct de 
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maxim local; 
T

2

1
,

2

1








−−  este punct de minim local; f) (-1,2)T este punct 

de minim local. 
2. Să se determine punctele de extrem local ale funcţiilor  

următoare: 
a) f(x,y,z)=x3+y2+z2+12xy+2z; 
b)f(x,y,z) = xy2z3(7-x-2y-3z), .0xyz ≠   
R. a) (24, -144, -1)T punct de minim local; b) (1,1,1)T este punct de 

maxim local.  
 

2.18. Extreme condiţionate 
 
Fie  RR →⊂ mA:f  şi .AE ⊂  
 

2.18.1 Definiţie. Vom spune că punctul Ea ∈   este punct 

de extrem local relativ la mulţime E al  funcţiei f dacă a este 
punct de extrem local al restricţiei funcţiei f la  mulţimea E. 

Punctele extreme locale  relativ la mulţime AE ⊂  ale 
funcţiei  f se numesc  puncte de extrem local condiţionate de 

mulţimea E. 
2.18.2. Definiţie. Vom spune că un punct Ea ∈  este  punct 

de maxim local condiţionat (respectiv, de minim local 

condiţionat) de mulţimea E  dacă  există r>0 astfel încât 
)a(f)x(f ≤  (respectiv, ))a(f)x(f ≥  pentru orice ).a(BEx rI∈  

În cele ce urmează, considerăm funcţiile 
,1mpk1,A:g m

k −≤≤≤→⊂ RR , iar mulţimea E definită 
prin  

}pk1,0)x,...,x,x(g|)x,...,x,x{(E m21k
mT

m21 ≤≤=∈= R ,  
adică mulţimea E este  mulţimea soluţiilor sistemului  
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(1)   













=

=

=

ρ 0)x,.....,x,x(g

.................................

0)x,.....,x,x(g

0)x,.....,x,x(g

m21

m212

m211

 

În acest caz, extremele locale relativ  la mulţimea A ale 
funcţiei f se mai numesc extreme locale condiţionate de 
sistemul (1). 

În continuare, vom descrie  procedeul de determinare  a 
punctelor de extrem  local condiţionate fără  a insista asupra  
argumentelor teoretice care conduc la acest procedeu. De altfel,  
aceste argumente teoretice pot fi găsite în orice  carte de 
analiză matematică. 

Prin urmare, pentru  a determina  punctele de extrem local 
condiţionate de sistemul (1), vom parcurge  următoarele etape: 

1) Considerăm funcţia 

),x,....,x,x(g

)x,...,x,x(f),...,,,x,...,x,x(F

m21kk

p

1k

m21p21m21

λ+

+=λλλ

∑
=

  

unde  .,...,, p21 R∈λλλ  

Funcţia F se  numeşte funcţia lui Lagrange, iar numerele  
reale p21 ,.....,, λλλ  se numesc multiplicatorii  lui Lagrange. 

 
 
2) Se formează sistemul 
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(2)  























=

=

=

=
∂

∂

=
∂

∂

=
∂

∂

.0)x,...,x,x(g

0)x,...,x,x(g

0)x,...,x,x(g

0
x

F

0
x

F

0
x

F

m21p

m212

m211

m

2

1

M

M

 

Dacă pmT
p1m1 ),...,,x,...,x( +∈λλ R  este o soluţie a acestui  

sistem, atunci (x1,x2,...,xm)T E∈  este punct critic condiţionat 
de  sistemul (1) al funcţiei f.  

Printre punctele critice  condiţionate  se află şi punctele de  
extrem local condiţionate  ale lui f. 

3) Pentru fiecare soluţie, T
m1m1 ),...,,a,...,a(a λλ= a 

sistemului (2), determinăm funcţionala pătratică )a(d2φ , 

definită prin ,h,h)a(Hh)h)(a(d mT2
R∈=φ φ  unde 

.E)x,...,x,x(

),,...,,,x,...,x,x(F:)x,...,x,x(
T

m21

p21m21m21

∈

λλλ=φ
 

4) Studiem semnul  funcţionalei pătratice 
h)a(Hh)h)(a(d T2

φ=φ  

în condiţiile în care mh R∈  satisface relaţiile   
    (3)    .k)(,0h))a(g( p

T
k N∈∀=∇  

Dacă 0)h)(a(d 2 >φ , pentru orice mh R∈  care satisface 
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relaţiile (3), atunci a este punct de minim local  condiţional al 
funcţiei f. 

Dacă 0)h)(a(d 2 >φ , pentru orice mh R∈  care satisface  
relaţiile (3), atunci  a este punct de maxim local condiţionat  al 
funcţiei f. 

2.18.3 Exemplu. Să determinăm extremele funcţiei 
,yzzxxy)z,y,x(f ++=  condiţionate de ecuaţiile xyz=32, 

x+y+z=4. Restricţiile problemei sunt  





=

=

0)z,y,x(g

0)z,y,x(g

2

1  

unde 32xyz)z,y,x(g1 −=  şi g2(x,y,z) = x+y+z-4. 
Funcţia Lagrange este: 

),z,y,x(g)z,y,x(g)z,y,x(f),,z,y,x(F 21121 λ+λ+=λλ  
adică 

).4zyx()32xyz(yzzxxy),,z,y,x(F 2121 −++λ+−λ+++=λλ  
Determinăm punctele critice ale funcţiei f. Pentru acesta, 

considerăm sistemul 



















=

=

=
∂

∂

=
∂

∂

=
∂

∂

0)z,y,x(g

0)z,y,x(g

0
z

F

0
y

F

0
x

F

2

1

      adică       














=−++

=−

=λ+λ++

=λ+λ++

=λ+λ++

.04zyx

032xyz

0xyyy

0xzzx

0yzzy

21

21

21

 

Condiţia de compatibilitate a sistemului format  din primele 
trei ecuaţii ale sistemului  precedent,  considerat în 
necunoscutele 1λ şi 2λ , este  



 282 

0

1xyyx

1xzzx

1yzzy

=

+

+

+

, 

de unde obţinem (x-y)(y-z)(z-x)=0. 
Prin urmare, avem de rezolvat sistemele: 









=−++

=−

=−

04zyx

032xyz

0yx

;   ;

04zyx

032xyz

0zy









=−++

=−

=−

        .

04zyx

032xyz

0xz









=−++

=−

=−

 

Primul sistem are soluţi a1=(-2,-2,8)T, sistemul  al doilea are 
soluţia a2=(8,-2,-2)T, iar  sistemul al treilea are soluţia a3 = (-
2,8,-2)T. 

Pentru ca sistemul iniţial să admită soluţia a1=(-2,-2,8)T 

trebuie să avem  

9

5
1 =λ  şi  .

9

26
2 =λ  Pentru aceste valori, obţinem  

).4zyx(
9

26

)32xyz(
9

5
yzzxxy

9

26
,

9

5
,z,y,xF:)z,y,x(

−+++

+−+++=







=φ

 

Deoarece  

,

0
9

1

9

1
9

1
0

9

41
9

1

9

41
0

)a(H 1























−−

−

−

=φ  

deducem că 
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3T
321

3231211
T

1
2

)h,h,h(

h),hhhhhh41(
9

2
h)a(Hh)a(d

R∈=

=−−==φ φ  

Deoarece ,)1,1,1()z,y,x(g,)yz,xz,yz()z,y,x(g T
2

T
1 =∇=∇  

Atunci condiţiile 
 mT

321
T

12
T

11 )hh,h(h,0h))a(g(,0h))a(g( R∈==∇=∇  

sunt  echivalente cu sistemul 





=++

=−+

,0hhh

0hh4h4

321

321  

de unde obţinem h2=h1 şi h3=0. Cu  acestea, obţinem  

,0h
9

82
)h)(a(d 2

11
2 <−=φ  

adică )a(d 1
2φ este negativ definită şi deci a1 este  punct de 

maxim local. 
Analog se procedează şi pentru punctele a2 şi a3. 
2.18.4 Test de autoevaluare 

1. Să se  determine extremele  locale  condiţionate ale 
următoarelor funcţii: 

a) f(x,y) = xy,         x+y = 1; 
b) f(x,y) = x+2y,     x2+y2=5; 
c) f(x,y) = x2+y2,    3x+2y=6; 
d) f(x,y)=6-4x-4y,   x2+y2=1. 

R. a) 
T

2

1
,

2

1








punct de maxim;  b) (1,2)T  punct de maxim; 

c) 
T

3

12
,

3

18








punct de minim; d) 

T

5

3
,

5

4








punct de minim, iar 

T

5

3
,

5

4








−− punct de maxim. 

 
2. Să se determine extremele locale condiţionate ale  
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următoarelor funcţii: 
a) f(x,y,z) = xy+xz+yz,   xyz = 1, x>0, y>0, z>0 
b) f(x,y,z) = x-2y+2z,      x2+y2+z2=9; 
c) f(x,y,z) = xy2z3,                 x+y+z = 12, x>0, y>0, z>0; 
d)f(x,y,z) = xyz,               x+y+z = 5, xy+yz+zx = 8. 
 
R. a)(1,1,1)T punct de minim; 
b) (-1, 2, -2)T punct de minim iar (1, -2, 2)T punct de maxim; 
c) (2, 4, 6)T  punct de maxim; 
d) (2, 2, 1)T, (2, 1, 2)T, (1, 2, 2)T puncte de minim,  

iar 
TTT

3

4
,

3

4
,

3

7
,

3

4
,

3

7
,

3

4
,

3

7
,

3

4
,

3

4























 puncte de maxim. 

 


