Concursul , MATE-UCB” - Editia a VI-a
Universitatea ,,Constantin Brancusi” din Targu-Jiu
16 mai 2025
SUBIECTE pentru nivelul 1 (c/s. a XI-a si a XII-a, Matematica-Informatica)

e Timp de lucru: 2 ore
e Fiecare intrebare are un singur rdaspuns corect. Se acorda 6 puncte pentru un raspuns corect
si se scad 3 puncte pentru fiecare raspuns gresit. Se acorda 10 puncte din oficiu.

1.Fie A = {x: |3 —|x - 2024I| < 2025} numarul elementelor multimii A NN careau 4
cifre este

a) 3043;b) 3023; c¢) 3063; d) 3053;e)niciuna dintre variantele a)-d);

R: d) 3053

Rezolvare: |3 — |x — 2024|| < 2025, —2025 < |x —2024| — 3 < 2025, —2022 <

|x —2024| < 2028, |x—2024| <2028, —2028 <x —2024 <2028, —4<x <4052.
Faptulcax € N siare 4 cifre implica x > 1000. Asadar 1000 < x <4052 si x € N.
Numarul este 4052 — 1000 + 1 = 3053.

2. Produsul solutiilor ecuatiei 321 —x+ 37 +x =4 este

a) 110; b) —=120; c¢) =—115;d) 115;e)niciuna dintre variantele a)-d);

R:b) —120

Rezolvare: Notim a=321—x si b=37+x .Avem a+b=4 si a®+b3=28.
Pe de alti parte a® + b3 = (a + b)(a? — ab + b?), de unde rezulti a? — ab + b? = 7. Cum
a’ —ab + b? = (a+ b)? —3ab,rezultici ab = %(42 —7)=3.Deci a, b sunt

ridicinile ecuatiei t2 — 4t +3 =0, adici a,b € {1,3}. Deci V21 —x=1, x; =20 sau
V21 —x =3, x,=—6.Deci x;x, = —120.

3. Fie f:R - R o functie care satisface relatia 3f(x) + f(—x) = 4x? pentru orice x €
R. Atunci f(-1) este

) 1, b) -1 ¢ 2 d 0 e

R:a) 1

Rezolvare: Inlocuind in relatia 3f(x) + f(—x) = 4x? xcu-x, obtinem3f(—x) + f(x) =
4x?. Inmultind relatia initiala cu -3 si adunand-o cu relatia nou obtinuta, rezulta -8f(x) = -8x2
sau echivalent f(x) = x? (care verifica relatia din enunt). Deci f(-1) = 1.

4. Se considera triunghiul ABC, in care unghiurile 24 = 60° si £C = 45°, iar latura AB = 6.
Care din urmatoarele este lungimea laturii BC?

a) 6V2; b) 3v3; ©) 4V2; d) 6; ¢) 3V6;

R:e) 3vV6;
A . . .o . . BC 6 6:5in 60°
Rezolvare: In triunghiul ABC aplicam teorema sinusurilor: — = — >BC=——-=
sin 60° sin 45° sin 45°
PRE]
2 = 34/6.
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5. Suma modulelor solutiilor ecuatiei |z|? + |z] — 6iz =0 (z € C) este

a) 3; b) 6; c¢) 5; d) 2 e)niciuna dintre variantele a)-d);

R:c) 5

Rezolvare: |z|? + |z| = 6iz implicdi 6iz € R siinplus, 6iz=>0. Deci z=ia, cu
a€R. Cum 6iz>0 ,rezulti —6a =0 ,sauechivalent a <0 .Ecuatia devine a? —
a+6a=0, a’?+5a=0 -carearesolutiile a; =0 si a, =-—5<0. Decisolutiile
ecuatiei initiale sunt z; =0 si z, = —5i, deunderezultd |z;|+|z,|=0+5=5.
Solutia 2: trecem la modul (tinAnd cont ca |z|? + |z| > 0) si obtinem |z|? + |z| = 6|z|, |z| = 0
sau |z| = 5. Deci suma este 5.

6. Produsul valorilor parametrului m pentru care vectorii v = (m+2)i+2j si u=3i+
(m—2)j sunt coliniari este

a) —20; b) 20; c¢) —10; d) —8; e)niciuna dintre variantele a)-d);

R:c) —-10

Rezolvare: v si  u sunt coliniari daca si numai daca existd ¢ astfel incat v =cu sau

echivalent m+2=3c si 2=c(m—2),deunderezulta 6 =(m+2)(m—2), 10=

m?, m = +v10.

a’+b?

7. Stiind ca pentru orice numere reale a si b are loc inegalitatea ab < , care din urmdtoarele

este valoarea max{ cos x; Sin x, + c0s X, Sin X3 +...+ C0OS X3 SIN X505 + COS X525 SIN X1:

X1,X9, «vv,X2025 € ]Ri}?
a) 2025; b) %; c) 2024; d) 2023; e)niciuna dintre variantele a)-d);
R: b) 202—25

Rezolvare: Avem (a — b)? > 0, de unde rezultd ab <

a?+b?

cu egalitate pentru a = b.

Deci
COS X1 SIN X5 + COS X5 SiN X3 +...+ COS X3 SIN X525 + COS X925 SIN X1 <

1 . . .
< (cos? x; + sin? x, + cos? x, + sin? x5 +...+ cos? xyq,5 + sin? x;)

= %(cos2 x,+ 1+ 1+...+1+ sin? x;)

2025 . 2025 . n
== (maximul —, seatinge, de exemplu, pentru  x; =...= X35 = " ).

8. Cate permutari ale numerelor 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9 au proprietatea ca cifra 1 apare inaintea
cifrei 2, iar cifra 2 apare inaintea cifrei 3, in cadrul aceleiasi permutari?
Exemplu: permutarea (4, 1, 7, 2, 6, 5, 3, 8, 9) respecta regula de mai sus. In schimb, permutarea

(1,3,2,4,5,6,7,8,9) nu respecta regula, deoarece 2 nu apare inaintea lui 3.
9! 9! 9! 8! 9!

Q) o> b oo Do)

e
9!
R: C) 5;
Rezolvare: Alegem pozitiile pe care se gasesc numerelor 1, 2 si 3 care sunt neaparat in acesta

ordine. Acestea sunt combinari de 9 luate cate 3. Restul cifrelor, adica {4, 5, 6, 7, 8, 9}, pot fi

o 9!

|
permutate oricum, avand 6! posibilitdti. Deci rezultatul este % 6! = Pt



9. Cate solutii reale are ecuatia sinx = ; ,cu x € (m; 3m) ?
a)l; b)2; c¢)3; d)4; e)o infinitate
R: b) 2;
Rezolvare: Solutiile ecuatiei sinx = % sunt de forma x = (—1)”arcsin(§) +nm = (—1)"% +
nm,n €Z. Dintre acestea doar g + 2m si- % + 37 sunt in intervalul considerat.

. C e e D L 1 . 5
Solutia 2: Functia sin fiind periodica de perioadd 2m, ecuatia sinx = S are acelasi numar de
solutii in intervalul (—m,m) ca in intervalul (7m; 37). Pe intervalul (—m, 0) valorile functiei sin
o . . 1 5 . N .1
sunt negative, iar pe intervalul (0,m), sinx = S are doua solutii: arcsm(E) sim— arcsm(E).

10. Fie x, y, z€R\{0} astfelincat 3% =5Y =202572. Atunci §+§+§ este
1

a) 1, b) —1; ¢ o d) 0; e)niciuna dintre variantele a)-d);
R:d) 0O
< x y —z . Ink Ink .
Rezolvare: Notam 3* =5Y = 20257 =k > 0. Atunci x = T3 Y=L o8 —z=
Ink 4 2 1 _ 4ln3+2In5-In2025 _ In3*52-In2025 _ In2025-1n2025
. Asadar —-+-+-= = = = 0.
In2025 > x y z Ink ink Ink

11.Fie (a,)ps1 O progresie aritmeticd cu ratia r. Daca ra, = 4, atunci
lim Z"‘ll(i— ! ) este
no0 Sk=1r \ay  agss
1 .. . .
a) 4; b) —4; c¢) " d) oo; e)niciuna dintre variantele a)-d);
1

R:c) -
4
. _11(1 1 . lan_1/(1 1
Rezolvare: lim Zﬁzi—(—— ) = lim =Y} (—— )
n—oo r\ar Qg+1 n-oo T Ak Ak+1
. 1(1 1 . 1(1 1 1
=lim-{———)=lim-{———— ) =—
nooot \ay an nooor\a; a;+(n—-1r ary

12. Se presupune cunoscut faptul ca daca X = (CCL Z) € M,(R), atunci

X?—(a+d)X +det(X) I, =0,

_ 92025 _ 2024
unde O = (8 8) Consideram matricea A = ( 222027 222026 ) si X € M,(R) astfel
incat X2925 = A. Suma elementelor de pe diagonala principali a matricei X este

a) 2025; b) 1; c¢) 2; d) O0; e)niciuna dintre variantele a)-d);

R:c) 2

Rezolvare: Daca X = (Ccl Z), atunci X2 — (a + d)X + det(X) I, = 0. Deoarece 0 =
det(A) = det(X?°2%) = det(X)?°?°, rezultici det(X) =0 sideci X2 =(a+d)X.Ca
urmare pentru orice numir natural n > 2,avem X" = (a + d)" 'X. Dacid t este suma
elementelor de pe diagonala principald a matricei X", atunci t = (a +d)" 'a +
(a+d)"'d=(a+d)™ Incazulnostru, n=2025, t=—220254 22026 = 22025
deci (a+ d)?9%5 = 22925 de unde rezulti a + d = 2.



1 1 1

13. Consideram determinantul  A(x,y) = |1 x? y? , X, Yy € Z.Numarul

1 x2-1 y?-1
perechilor ordonate de numere intregi (x,y) pentrucare A4(x,y) = 2025 este
a) 30; b) 15;c¢) 0; d) 12; e)niciuna dintre variantele a)-d);

R: a) 30
1 1 1 1 0 0 2
-1 y%2-1
Rezolvare: A(x,y) = |1 x? y: =1 ¥*-1 y*-1f= xz ) yz )
1 x2-1 y?2—1| |1 x2=2 y2—2| % 74 V' 7
_xF=1 yE-1] - 2 2 — 2 a2 — _ -
= 1 N +1+y*—1=y“—x*=({y—x)(y+x) =2025 : Deci
y—x=k
{y 4o = 2025 unde k € Dyp5 (multimea divizorilor intregi ai numarului  2025).
k

Sistemul are o unica solutie (x,y) cu x, y €Z, pentru fiecare k € Dyps (y =
2025 2025

k ez, x= kz € Z deoarece 2025 are doar divizori impari). Numarul de

divizori naturaliai 2025 = 3%52 este (4 + 1)(2 + 1) = 15. Deci numirul de divizori intregi

este 30 (pentru fiecare divizor natural k se adaugd divizorul —k ). Deoarece k -

2025
=k

este strict descrescatoare pe Z, si pe Z_ perechile < k__ —k ) sunt distincte

pentru valori distincte pozitive (respectiv, negative ale lui k). De asemnea perechile  (xi, yi)
ce corespund k >0 (respectiv, k <O0) au y, >0 (respectiv, y, <O0). Deci sunt de
asemenea distincte.

2_
14. Limita lim tg7-1) este
X

-1 sin(x-1)

a) 0;b) 2; c) oo; d)1l; e)nuexists

R: b) 2
2_ 2_ _ 2_ 2_ —_
Rezolvare: lim &= — |jp @D _x71 2771 pyp, L9 1) xod x+1)=112=2.

x—1 sin(x—1) x>1 x2-1 sin(x-1) x—1 x—1 x2-1 sin(x-1)

15. Fic functiile £, g : (Z,00) >R definiteprin f(x) = [x*—2. g() =L+

. 2 . . .
V2 Inx pentruorice x € (g, 00). Atunci graficele functiilor f si g auun punct comun

(x0,Y0) siotangenta comundin (xg,y,) a carei ecuatie este

a) y=x+§; b) y=x\/2—§—2; c) y=x\/7+g+1; d) y=x\/——§;

e) niciuna dintre variantele a) - d);

R:d) y=xV2- g

Rezolvare: (x0,%0) € Gr NG, <=> 1y, =f(x) =g(x). In (%0, f(xo)) tangenta la
graficul lui  f arepanta f'(x,). Ea este tangentd si la graficul functiei g in (xo, g(x0))
<=> g'(x0) = f'(x0)-



X

1

2
X“—=
2

Avem f'(x) =

V2 xZ—% <=> x4=2(x2—%) <= x*=2x*-1<= (x*-1)?=0 <= x

1 (x>0).Cumavemsi f(1) = g = g(1), rezulta ca (xg,yo) = (1,%) si g'(xp) =
f'(xo) = g'(1) = V2. Deci ecuatia tangentei comune este  y — yo = f'(x)(x — x,), adicd

y—§=\/§(x—1), y=\/7x—\/?+g, y=V2x —?



