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Clasa a XI-a, Nivel 1

1. Considerăm ecuat,ia {x} − {2x} = 4x + 2, unde {x} reprezintă partea
fract,ionară a numărului real x. Atunci

a) ecuat,ia nu are solut,ii reale; b) ecuat,ia are o solut,ie reală; c) ecuat,ia are
două solut,ii reale; d) ecuat,ia are trei solut,ii reale; e) ecuat,ia are o infinitate de
solut,ii reale;

R: c) ecuat,ia are două solut,ii reale;

Rezolvare. Avem {2x} = {2 ([x] + {x})} = {2 {x}}. În consecint, ă, dacă
{x} < 1

2 , {2x} = 2{x}, iar dacă {x} ≥ 1
2 , {2x} = 2{x} − 1.

Deoarece −1 < {x} − {2x} < 0, rezultă că −1 < 4x + 2 < 0 sau echivalent
x ∈

(−3
2 ,− 1

2

)
. Ca urmare. [x] = −1. Ecuat,ia este echivalentă cu {x} − {2x} =

4 ([x] + {x}) + 2 <=> {x} − {2x} = 4 (−1 + {x}) + 2 <=> {2x}+ 3 {x} = 2.

Cazul 1: {x} < 1
2 . Ecuat,ia devine 5 {x} = 2, care are rădăcina 2

5 ∈
[
0, 1

2

)
.

Deci se obt,ine solut,ia x1 = −1 + 2
5 = − 3

5 .

Cazul 2: {x} ≥ 1
2 . Ecuat,ia devine 5{x}− 1 = 2, care are rădăcina 3

5 ∈
[
1
2 , 1

)
.

Deci se obt,ine solut,ia x2 = −1 + 3
5 = − 2

5 .

2. Se consideră numerele reale nenule x s, i y astfel ı̂ncât 1
x2 − 3

y2 = 8
y2+3x2 s, i

pentru o asfel de pereche de numere reale se notează E (x, y) = 10−2026
(

x
y + y

x

)2026

.

Atunci
a) E (x, y) = 3−2026; b) E (x, y) = 5−2026; c) E (x, y) = 1; d) nu există

numere reale care să verifice relat,ia; e) E (x, y) poate lua mai multe valori reale;
R: a) E (x, y) = 3−2026;
Rezolvare. Notăm y

x = t, y = tx s, i obt,inem
1
x2 − 3

t2x2 = 8
t2x2+3x2 . Împăt,ind

prin x2 rezultă 1 − 3
t2 = 8

t2+3 <=> t2−3
t2 = 8

t2+3 <=>
(
t2 − 3

) (
t2 + 3

)
= 8t2

<=> t4− 9 = 8t2. Notăm t2 = u s, i obt,inem ecuat,ia u2− 8u− 9 = 0 cu rădăcile

u1 = −1 < 0 s, i u2 = 9, de unde rezultă t = ±3. As,adar, 10−2026
(
1
t + t

)2026
=

10−2026
(

1
±3 ± 3

)2026

= 10−2026
(
1
3 + 3

)2026
= 1

32026 = 3−2026.

3. Din s, irul 1, 2, ..., n, ... se s,terg cuburile perfecte. În noul s, ir al 991-lea
termen va fi a) 998; b) 999; c) 1000; d) 1001; e) 1002;

R: d) 1001;
Rezolvare. Fie x cel de al 991-lea termen din noul s, ir s, i m numărul de

termeni elimiat,i din s, irul init,ial până la x. Atunci m = x − 991, iar m3 <
x < (m + 1)3. Deci m3 − 991 < x − 991 < (m + 1)3 − 991, de unde rezultă
m3 − 991 < m < (m + 1)3 − 991 <=> m3 − m < 991 < (m + 1)3 − m
<=> (m− 1)m (m+ 1) < 991 < m (m+ 1) (m+ 2) + 1. Deoarece 9 · 10 · 11 <
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991 < 10 · 11 · 12, rezultă că m = 10. Deci ı̂n noul s, ir al 991-lea termen va fi
x = 991 + 10 = 1001.

4. Pentru orice pereche de parametri (m,n) cu proprietatea că dreptele

d1 : 40x− (m+ 29)y + 10n = 0 s, i d2 : 4x− 3my + n+ 20 = 0

sunt paralele, notăm d (m,n) distant,a dintre d1 s, i d2. Atunci d (m,n)
a) depinde de n; b) 4; c) 2; d) 3; e) 5;
R: b) 4;

Rezolvare. Dreptele sunt paralele <=> 40
4 = −(m+29)

−3m <=> m = 1. În acest
caz dreptele au ecuat,iile:

d1 : 40x− 30y + 10n = 0 <=> 4x− 3y + n = 0
d2 : 4x− 3y + n+ 20 = 0.
Distant,a de la un punct A (x0, y0) la o dreapta d de ecuat,ie ax+ by + c = 0

este |ax0+by0+c|√
a2+b2

. Distant,a dintre 2 drepte paralele d1 s, i d2 este egală cu distant,a

dintre un punct A ∈ d1 s, i d2. Dacă A (x0, y0) ∈ d1, d1 : ax + by + c1 = 0 s, i

d2 : ax+by+c2 = 0, atunci dist (d1, d2) = dist (A, d2) =
|ax0+by0+c2|√

a2+b2
= |c2−c1|√

a2+b2
,

deoarece A ∈ d1 <=> ax0 + by0 + c1 = 0 <=> ax0 + by0 = −c1.

Ca urmare d (m,n) = d (1, n) = |n−(n+20)|√
42+32

= 20
5 = 4.

5. Media aritmetică a solut,iilor ecuat,iei sin
4 x− cos4 x =

√
2
2 din intervalul

[0, π] este
a) 0; b) nu este definită (ecuat,ia nu are solut,ii ı̂n intervalul [0, π]); c) nu este

definită (ecuat,ii are o infinitate de solut,ii ı̂n intervalul [0, π]); d) π
2 ; e) π;

R: d) π
2 ;

Rezolvare. sin4 x − cos4 x =
(
sin2 x− cos2 x

) (
sin2 x+ cos2 x

)
= sin2 x −

cos2 x = − cos (2x). Prin urmare, ecuat,ia devine cos (2x) = −
√
2
2 cu solut,ia

generală x = 1
2

(
± 3π

4 + 2kπ
)
= ±3π

8 + kπ. Solut,iile ecuat,iei din intevalul [0, π]
sunt x1 = 3π

8 s, i x2 = 5π
8 .

6. Fie S =
{
z ∈ C∗ :

∣∣z + 3
z

∣∣ = 2
}
. Notăm A = 2, B =

√
3+3
2 , C =

√
10+1
2 ,

D = 3, E = 7
2 s, i M = max {|z| : z ∈ S}. Atunci

a) M = A; b) M = B; c) M = C; d) M = D; e) M = E;
R: d) M = D;
Rezolvare. Pentru z ∈ S avem 2 =

∣∣z + 3
z

∣∣ ≥ |z| − 3
|z| . Notând r = |z| > 0

obt,inem 2r ≥ r2 − 3 <=> r2 − 2r − 3 ≤ 0 <=> r ∈ [−1, 3]. Deci r ≤ 3 s, i
M ≤ 3 . Pentru z = 3i, avem

∣∣z + 3
z

∣∣ = |3i− i| = 2, de unde rezultă 3i ∈ S s, i
M ≥ |3i| = 3. As,adar M = 3.

7. Pentru orice număr real r se consideră matricea C (r) =

(
1 + 2r −4r
3r 1− 6r

)
.

Observat,i că C (x)C (y) = C (x+ y − 4xy) pentru orice x s, i y. Să se de-
termine numărul real x care verifică ecuat,ia C (1)C

(
1
2

)
...C

(
1

2026

)
+ C(x) =(

4 −4
3 −4

)
.
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a) x = 1
2 ; b) x = 3

2 ; c) x = 5
2 ; d) x = 5

4 ; e) x = 3
4 ;

R: e) x = 3
4 ;

Rezolvare
Avem C (x)C (y) = C (y)C (x) s, i ı̂nlocuind y = 1

4 ı̂n C (x)C (y) = C (x+ y − 4xy),

obt,inem C (x)C
(
1
4

)
= C

(
1
4

)
pentru orice x. În consecint, ă, C (1)C

(
1
2

)
...C

(
1

2026

)
= C (1) ...C

(
1
4

)
...C

(
1

2026

)
= C

(
1
4

)
. Deci C (1)C

(
1
2

)
...C

(
1

2026

)
+ C(x) =(

4 −4
3 −4

)
<=> C

(
1
4

)
+C(x) =

(
4 −4
3 −4

)
<=>

(
5
2 + 2x −1− 4x
3
4 + 3x 1

2 − 6x

)
=(

4 −4
3 −4

)
<=> x = 3

4 .

8. Fie f : R → R o funct,ie continuă care safisface condit,ia f (x lg 20) −
f (x) = 2x pentru orice x ∈ R. Atunci f (3)− f (2) este

a) 2 (1 + log2 5); b) log2 10; c) lg 15; d) 2− log2 5; e) 2 + log2 5;
R: a) 2 (1 + log2 5);
Rezolvare

f (x)− f
(

x
lg 20

)
= 2x

lg 20

x = x
lg2 20

=> f
(

x
lg 20

)
− f

(
x

lg2 20

)
= 2x

lg2 20
........................................

x = x
lgn 20 => f

(
x

lgn−1 20

)
− f

(
x

lgn 20

)
= 2x

lgn 20

Adunând obt,inem f (x) − f
(

x
lgn 20

)
= 2x

lg 20

(
1 + 1

lg 20 + ...+ 1
lgn−1 20

)
=

2x
lg 20

( 1
lg 20 )

n−1
1

lg 20 −1
. Trecând la limită cu n → ∞ obt,inem f (x)−f (0) = 2x

lg 20
1

1− 1
lg 20

=

2x
lg 20−1 = 2x

lg 2 = 2x log2 10. Ca urmare f (3) − f (2) = 6 log2 10 − 4 log2 10 =

2 log2 10 = 2 (1 + log2 5).

9. Se consideră o funct,ie f : R → R care verifică relat,ia f (−x) − xf (x) =√
1 + x2 pentru orice x ∈ R. Pentru funct,ia f care verifică relat,ia se defines,te

mult,imea S = {m ∈ R : ecuat,ia f (x) = m are exact 2 solut,ii reale distincte}.
Atunci

a) S = ∅; b) Nu există funct,ii f care să verifice relat,ia din enunt,; c) S = R;
d) S =

(
−1,

√
2
)
; e) S =

(
1,
√
2
)
;

R: e) S =
(
1,
√
2
)
;

Rezolvare. Avem f (−x) − xf (x) =
√
1 + x2 s, i ı̂nlocuind x cu −x obt,inem

f (x) + xf (−x) =
√
1 + x2. As,adar,

{
f (−x)− xf (x) =

√
1 + x2| − x

xf (−x) + f (x) =
√
1 + x2

, de

unde prin adunarea ecuat,iilor obt,inem
(
x2 + 1

)
f (x) =

√
1 + x2 (−x+ 1) sau

echivalent f (x) =
√
1+x2(1−x)

x2+1 = 1−x√
1+x2

. Studiem variat,ia funct,iei f : R → R
, f (x) = 1−x√

1+x2
pentru orice x ∈ R (singura funct,ie care verifică relat,ia im-

pusă). Calculăm derivată f ′ (x) =
−
√
1+x2−(1−x) 2x

2
√

1+x2

1+x2 = −x−1
(1+x2)

√
1+x2

. Avem

f ′ (x) = 0 <=> x = −1, funct,ia este strict crescătoare pe (−∞,−1] s, i strict
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descrescătoare pe [−1,∞). Pe de altă parte lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

x( 1
x−1)

|x|
√

1
x2 +1

=

lim
x→−∞

x( 1
x−1)

−x
√

1
x2 +1

= lim
x→−∞

( 1
x−1)

−
√

1
x2 +1

= −1
−1 = 1, f (−1) = 2√

2
=

√
2 lim

x→∞
f (x) =

lim
x→∞

x( 1
x−1)

x
√

1
x2 +1

= lim
x→∞

( 1
x−1)√
1
x2 +1

= −1. Deoarece f este continuă s, i strict crescătoare

pe (−∞,−1], rezultă f ((−∞,−1]) =
(
1,
√
2
]
. Similar, f ([−1,∞)) =

(
−1,

√
2
]
.

As,adar,

- pentru m ∈ R \
(
−1,

√
2
]
ecuat,ia f (x) = m nu are solut,ii reale

- pentru m ∈ (−1, 1] ecuat,ia f (x) = m are o solut,ie (̂ın intervalul [−1,∞))

- pentru m ∈
(
1,
√
2
)
ecuat,ia f (x) = m are o solut,ie ı̂n intervalul (−∞,−1) s, i

o solut,ie ı̂n intervalul (−1,∞)-

- pentru m =
√
2, ecuat,ia f (x) = m are o solut,ie (x = −1).

Ca urmare S =
(
1,
√
2
)
.

10. Se consideră o funct,ie f : (1,∞) → R, f (x) = (x− 1) e1−
1

x−1 pentru
orice x ∈ R. Fie y ordonata intersect,iei dintre asimptota oblică la graficul
funct,iei f spre +∞ s, i tangenta la grafic ı̂n punctul de abscisă 2. Atunci

a) y = e
e−2 ; b) funct,ia nu admite asimtote oblice; c) y = −1; d) tangenta la

grafic ı̂n punctul de abscisă 2 s, i asimptota oblică coincid ; e) tangenta la grafic
ı̂n punctul de abscisă 2 s, i asimptota oblică sunt paralele;

R: a) y = e
e−2 ;

Rezolvare. Avem lim
x→∞

e1−
1

x−1 = e, lim
x→∞

f (x) = +∞, m = lim
x→∞

f(x)
x =

lim
x→∞

(x−1)e
1− 1

x−1

x = lim
x→∞

x(1− 1
x )

x e1−
1

x−1 = e, n = lim
x→∞

f (x)−mx =

lim
x→∞

(x− 1) e1−
1

x−1−ex= lim
x→∞

ex
(
e−

1
x−1 − 1

)
−e1−

1
x−1 = lim

x→∞
ex

(
e−

1
x−1 − 1

)
−

e = lim
x→∞

ex
x−1 (x− 1)

(
e−

1
x−1 − 1

)
−e = lim

x→∞
e (x− 1)

(
e−

1
x−1 − 1

)
− e

t= 1
x−1
=

lim
t→0

e 1
t (e

−t − 1)− e = lim
t→0

e e−t−e−0

t−0 − e = e (e−t)
′
∣∣∣
t=0

−e = −e− e = −2e. În

concluzie, graficul funct,iei admite asimptota oblică y = ex− 2e.
Tangenta la grafic ı̂n punctul de abscisă 2 are ecuat,ia y−f (2) = f ′ (2) (x− 2).

Calculăm derivata f ′ (x) = e1−
1

x−1 +(x− 1) e1−
1

x−1 1
(x−1)2

= e1−
1

x−1

(
1 + 1

x−1

)
s, i obt,inem t′ (2) = 2, iar ecuat,ia tangentei a grafic ı̂n punctul de abscisă

2 este y − 1 = 2 (x− 2). Rezolvând sistemul

{
y = e (x− 2)

y − 1 = 2 (x− 2)
, obt,inem

y
y−1 = e

2 <=> y
−1 = e

2−e <=> y = e
e−2 .

Notă. Timp de lucru: 2 ore
Fiecare ı̂ntrebare are un singur răspuns corect. Se acordă 10 puncte pentru

un răspuns corect. Punctajul maxim este 100.
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