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Clasa a XI-a, Nivel 1

1. Consideram ecuatia {z} — {2z} = 4o + 2, unde {z} reprezinta partea
fractionara a numarului real z. Atunci

a) ecuatia nu are solutii reale; b) ecuatia are o solutie reald; c) ecuatia are
doua solutii reale; d) ecuatia are trei solutii reale; e) ecuatia are o infinitate de
solutii reale;

R: ¢) ecuatia are doud solutii reale;

Rezolvare. Avem {2z} = {2([z] + {z})} = {2{z}}. In consecinti, daci
{z} < i, {22} = 2{a}, iar daca {z} > 1, {22} =2{z} — 1.

Deoarece —1 < {x} — {2z} < 0, rezultd cd —1 < 4z + 2 < 0 sau echivalent
z € (52,—1). Ca urmare. [z] = —1. Ecuatia este echivalentd cu {z} — {2z} =
4] +{zh) +2 <=> {2} — {22} =4 (-1+{z}) +2 <=> {2z} +3{a} =2.

Cazul 1: {z} < 3. Ecuatia devine 5{z} = 2, care are ridécina 2 € [0, 3).
Deci se obtine solutia 1 = —1+ 2 = -2,

Cazul 2: {z} > 1. Ecuatia devine 5{z} — 1 = 2, care are radacina 2 € [1,1).

Deci se obtine solutia xo = —1 + % = f%.
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2. Se considerd numerele reale nenule z si y astfel incat -5 — m w_% si

2026
pentru o asfel de pereche de numere reale se noteaza F (z,y) = 1072026 (% + %) .
Atunci
a) E(z,y) = 3720%; b) E(z,y) = 5729%; ¢) E(z,y) = 1; d) nu exista
numere reale care si verifice relatia; e) E (z,y) poate lua mai multe valori reale;
R: a) E (z,y) = 3720%;

Rezolvare. Notam % = ¢, y = tx gizob‘ginem L — 2% = 5ot Impitind
prin z2 rezulta 1 — t% = % <=> tt%“Q' = % <=> (t2 —3) (t2 +3) = 8t?

<=>t* -9 = 8t2. Notam t? = u si obtinem ecuatia u? — 8u —9 = 0 cu ridacile
uy = —1 < 0si upg =9, de unde rezultd ¢ = +3. Asadar, 1072026 (1 + t)2026 =

10-2026 (1 4 3 2026 —10-2026 (1 32926 _ 1 _ 3-2026
£ (5+3) s :

3. Dinsirul 1, 2, ..., n, ... se sterg cuburile perfecte. In noul sir al 991-lea
termen va fi a) 998; b) 999; ¢) 1000; d) 1001; e) 1002;
R: d) 1001,

Rezolvare. Fie x cel de al 991-lea termen din noul sir si m numarul de
termeni elimiati din sirul initial pana la z. Atunci m = z — 991, iar m3 <
r < (m+1)3 Deci m®—991 < x — 991 < (m + 1) — 991, de unde rezulta
m3—991 <m < (m+1)3-991 <=> m?—-—m < 991 < (m+ 1) -m
<=>m-1)m(m+1) <991 <m(m+1)(m+2)+ 1. Deoarece 9-10-11 <



991 < 10 - 11 - 12, rezulta cda m = 10. Deci in noul sir al 991-lea termen va fi
x =991 + 10 = 1001.
4. Pentru orice pereche de parametri (m,n) cu proprietatea ca dreptele

dy : 40z — (m+29)y+10n =0 si dy: 4z —3my+n+20=0

sunt paralele, notdm d (m,n) distanta dintre dy si d. Atunci d (m,n)

a) depinde de n; b) 4; ¢) 2; d) 3; €) 5;

R:Db) 4

Rezolvare. Dreptele sunt paralele <=> % =
caz dreptele au ecuatiile:

dy 1402 — 30y +10n =0 <=>4z—-3y+n=0

do:4x —3y+n+20=0.

Distanta de la un punct A (zg,y0) la o dreapta d de ecuatie az 4+ by + ¢ =0

lazo+byo+c|

este VT 10e
dintre un punct A € d; si dy. Dacd A(xo,y0) € d1, di : ax + by + 1 = 0 si
dy : ax+by+cy = 0, atunci dist (dy,ds) = dist (A, dy) = ‘“f”y;i?fb“;”' 1221611;'2’
deoarece A € di <=> axg+byg+c1 =0 <=> axg+ byg = —cy.

Ca urmare d (m,n) = d (1,n) = %\/%S)' — %0 — 4.

—(m+29)

—5 - <=>m = 1. In acest

. Distanta dintre 2 drepte paralele d; si da este egala cu distanta

tr = g din intervalul

5. Media aritmetici a solutiilor ecuatiei sin*z — cos
[0, 7] este

a) 0; b) nu este definita (ecuatia nu are solutii in intervalul [0
definita (ecuatii are o infinitate de solutii in intervalul [0, 7]); d)

R:d) I

)

]); ¢) nu este

e) 7

™
.
2

Rezolvare. sin*z — cos*z = (sin2 x — cos? x) (sin2 x + cos? a:) = sin®z —
cos?x = —cos(2r). Prin urmare, ecuatia devine cos (2r) = —g cu solutia

generald z = I (£32F + 2k7) = +3 + k7. Solutiile ecuatiei din intevalul [0, 7]

sunt x1 = %“ si xg—%.

6. Fie S = {ZE(C*' |24+ 2 |=2}.NotémA:2,B:\/§’2+3,C'=‘/@Hy

D=3,FE=1si M=max{|z|:z€ S} Atunci

aA) M=Ab)M=B,c)M=C;d) M =D; e) M = E;

R: d) M = D;

Rezolvare. Pentru z € S avem 2 = |z + 2| > |2 — ‘ - Notand r = |z] >0

0b‘ginem2r2r273 <=> 7’2*27’73§O<:>T€[ 1,3]. Decir < 3 si
M < 3. Pentru z = 3i, avem |z + 2| = [3i — i| = 2, de unde rezultd 3i € S si
M > |3i| = 3. Asadar M = 3.

14+2r —4r
3r 1—6r

Observati cd C (z)C (y) = C(x+y— 4xy) pentru orice = si y. Si se de-

termine numérul real  care verificd ecuatia C (1) C (3) ...C (2026) + C(z) =

(3 1)

7. Pentru orice numar real r se considera matricea C (r) = (



R:e)z % ;
Rezolvare

Avem C (z)C (y) = C (y) C (z) siinlocuindy = 1 in C (z) C (y) = C (z +y — 4zy),
1

Cl
obtinem C (z) C (1) = C (1) pentru orice . In consecinti, C (1) C (3) --C (505)
1)..C(3) C(555) = C(3). Deci C(l)C(%) C (z05) + Cla) =
—4 _ 1 (4 4 _ 24+2r —1—dx\
)<>C(4)+C(x)<3 _4)<> §+3x I >

(1
(!

8. Fie f : R— R o functie continui care safisface conditia f (x1g20) —
f (z) = 2z pentru orice x € R. Atunci f(3) — f(2) este

a) 2 (1 +log, 5); b) log, 10; ¢) 1g15; d) 2 — log, 5; €) 2 + log, 5;

R: a) 2(1 +log, 5);

Rezolvare
F@) -1 (%) = %

— _ 2
e = 1 (%) — / () = %
- I e SRR, o,
T =g = f (1g"f1 20) —f (lg’chO) = 1g"$20
Adunand obtinem f (z) — f (ﬁ) = ngO (1 + ngO to e 120> =

1 \n
2z ( Ig 20 ) -1
g 20 1g120 —1

1g225”_1 = 12?”2 = 2zlog, 10. Ca urmare f(3) — f(2) = 6log, 10 — 4log, 10 =
2log, 10 = 2 (1 + log, 5).

Tr =

. Trecand la limit& cu n — oo obtinem f (x)—f (0) = 2% —1— =
Ig

9. Se considera o functie f : R — R care verifica relatia f (—xz) — af (z) =
V14 22 pentru orice z € R. Pentru functia f care verifica relatia se defineste
multimea S = {m € R: ecuatia f (z) = m are exact 2 solutii reale distincte}.
Atunci

a) S = 0; b) Nu exista functii f care si verifice relatia din enunt; ¢) S = R;
d) ( 7\/5) ) = (1.v2);

Rezolvare. Avem f (—x) —zf (z) = vV1+ 2? si inlocuind = cu —z obtinem

—z) — =vVi4a? -z
e e [ P —af @)=V )
f@)+af(—z) = V1t sa ar,{ of(—2)+ f@) = vita?
unde prin adunarea ecuatiilor obtinem (22 + 1) f (z) = v1+2%(—z + 1) sau

echivalent f (z) = YA 0=2) — 12 Gtudiem variatia functiei f : R — R

x2+1 T+a2
1— . . . o v .
, [ (z) = 55 pentru orice z € R (singura functle care verificd relatia im-
, —V14z2—(1— r) = L
< < L _ e
pusd). Calculdam derivata [’ (z) = e = A Vi Avem
f'(x) =0 <=> x = —1, functia este strict crescitoare pe (—oo, —1] si strict



1
descrescatoare pe [—1,00). Pe de altd parte lim f(x) = lim =Gy
T——00 T——00 |z| 3%2+1
=(3-1) _

m G oy GED o1y iy = 2 - 5 _
zgznoo —ch/z%-i-l wEIEloo - z%-‘rl o1 L, f( 1) V2 \/i zll{rolof(x) o
1_ 1_
lim M = lim Gy —1. Deoarece f este continua si strict crescatoare
T— 00 a;,/m—z—i-l T —00 a%2-"-1

ie (—o00, —1], rezultd f ((—oo, —1]) = (1,v/2]. Similar, f ([-1,00)) = (—1,v2].
sadar,

- pentru m € R\ (-1, V2] ecuatia f (z) = m nu are solutii reale

pentru m € (—1,1] ecuatia f (x) = m are o solutie (in intervalul [—1, c0))

pentru m € (1,v/2) ecuatia f (z) = m are o solutie in intervalul (—oo, —1) si
o solutie in intervalul (—1, 00)-

pentru m = /2, ecuatia f (z) = m are o solutie (z = —1).

Ca urmare S = (17 \/ﬁ)

10. Se considera o functie f : (1,00) = R, f(x) = (z — l)el_ﬁ pentru
orice x € R. Fie y ordonata intersectiei dintre asimptota oblica la graficul
functiei f spre +oo si tangenta la grafic in punctul de abscisa 2. Atunci

a) y = —%; b) functia nu admite asimtote oblice; ¢) y = —1; d) tangenta la
grafic in punctul de abscisd 2 si asimptota oblica coincid ; e) tangenta la grafic
in punctul de abscisa 2 si asimptota oblica sunt paralele;

. — e .
R:a)y = %
. —71 . .
Rezolvare. Avem lim '~ 71 = ¢, lim f(z) = +oo, m = lim {&) =
T—00 T—00 z—o0 T
1— -1 1
. -1 z—1 . r(l—= _ 1 .
lim &=be "m0 iy Mel 1 =¢n= lim f(z)—mz=
T—00 x T—00 x T—00
. -1 . 1 -1 . 1
lim (x —1)e "= T—ex= lim ex (e T — 1)—6 =1 = lim ex (e T — 1)—
1
. . 1 . . =77
e = lim me_”“l(:c—l)(e wfl—l) —e:hme(x—l)(e w71—1>—e =
T—>00 Tr—r00
. . —t_ -0 , A
limel(e7" —1) —e=lime“—=¢— —e=c (e’ ’ —e=—e—e=—2e. In
50 £ ( ) t—o  t0 (™)

concluzie, graficul functiei admite asimptota oblica ; = ex — 2e.
Tangenta la grafic in punctul de abscisa 2 are ecuatiay—f (2) = f' (2) (z — 2).

Calculim derivata f'(z) =e' " 57 +(z — 1)e' 71 Ly =l "5t (1 + ﬁ)

(z—1)*
si obtinem ¢ (2) = 2, iar ecuatia tangentei a grafic in punctul de abscisi
L 7 . . y=e(x—2) .
2 este y — 1 = 2(x —2). Rezolvand sistemul { yo1=2(z—2) obtinem
%:%<:> %ZQfe <=>y= ef2'

Nota. Timp de lucru: 2 ore
Fiecare intrebare are un singur raspuns corect. Se acorda 10 puncte pentru
un raspuns corect. Punctajul maxim este 100.



