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Clasa a XII-a, Nivel 1

1. Consideram ecuatia {z} — {2z} = 4z + 2, unde {z} reprezinta partea
fractionara a numarului real z. Atunci

a) ecuatia nu are solutii reale; b) ecuatia are o solutie reald; c) ecuatia are
doua solutii reale; d) ecuatia are trei solutii reale; e) ecuatia are o infinitate de
solutii reale;

R: ¢) ecuatia are doud solutii reale;

Rezolvare. Avem {2z} = {2([z] + {z})} = {2{z}}. In consecinti, daci
{z} < i, {22} = 2{a}, iar daca {z} > 1, {22} =2{z} — 1.

Deoarece —1 < {x} — {2z} < 0, rezultd cd —1 < 4z + 2 < 0 sau echivalent
z € (52,—1). Ca urmare. [z] = —1. Ecuatia este echivalentd cu {z} — {2z} =
4] +{zh) +2 <=> {2} — {22} =4 (-1+{z}) +2 <=> {2z} +3{a} =2.

Cazul 1: {z} < 3. Ecuatia devine 5{z} = 2, care are ridécina 2 € [0, 3).
Deci se obtine solutia 1 = —1+ 2 = -2,

Cazul 2: {z} > 1. Ecuatia devine 5{z} — 1 = 2, care are radacina 2 € [1,1).

Deci se obtine solutia xo = —1 + % = f%.
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2. Se considerd numerele reale nenule z si y astfel incat -5 — m w_% si

2026
pentru o asfel de pereche de numere reale se noteaza F (z,y) = 1072026 (% + %) .
Atunci
a) E(z,y) = 3720%; b) E(z,y) = 5729%; ¢) E(z,y) = 1; d) nu exista
numere reale care si verifice relatia; e) E (z,y) poate lua mai multe valori reale;
R: a) E (z,y) = 3720%;

Rezolvare. Notam % = ¢, y = tx gizob‘ginem L — 2% = 5ot Impitind
prin z2 rezulta 1 — t% = % <=> tt%“Q' = % <=> (t2 —3) (t2 +3) = 8t?

<=>t* -9 = 8t2. Notam t? = u si obtinem ecuatia u? — 8u —9 = 0 cu ridacile
uy = —1 < 0si upg =9, de unde rezultd ¢ = +3. Asadar, 1072026 (1 + t)2026 =

10-2026 (1 4 3 2026 —10-2026 (1 32926 _ 1 _ 3-2026
£ (5+3) s :

3. Dinsirul 1, 2, ..., n, ... se sterg cuburile perfecte. In noul sir al 991-lea
termen va fi a) 998; b) 999; ¢) 1000; d) 1001; e) 1002;
R: d) 1001,

Rezolvare. Fie x cel de al 991-lea termen din noul sir si m numarul de
termeni elimiati din sirul initial pana la z. Atunci m = z — 991, iar m3 <
r < (m+1)3 Deci m®—991 < x — 991 < (m + 1) — 991, de unde rezulta
m3—991 <m < (m+1)3-991 <=> m?—-—m < 991 < (m+ 1) -m
<=>m-1)m(m+1) <991 <m(m+1)(m+2)+ 1. Deoarece 9-10-11 <



991 < 10 - 11 - 12, rezulta cda m = 10. Deci in noul sir al 991-lea termen va fi
x =991 + 10 = 1001.
4. Pentru orice pereche de parametri (m,n) cu proprietatea ca dreptele

dy 40z — (m+29)y+10n =0 si do: 4z —3my+n-+20=0

sunt paralele, notdm d (m,n) distanta dintre dy si da. Atunci d (m,n)

a) depinde de n; b) 4; ¢) 2; d) 3; €) 5;

R: b) 4;

Rezolvare. Dreptele sunt paralele <=> %
caz dreptele au ecuatiile:

d; 1402 — 30y +10n =0 <=>4z—-3y+n=20

de:4x —3y+n+20=0

Distanta de la un punct A (zg,y0) la o dreapta d de ecuatie az 4+ by + ¢ =0

este %. Distanta dintre 2 drepte paralele d; si da este egala cu distanta

dintre un punct A € d; si dy. Dacd A(xo,y0) € d1, dy : ax + by +¢1 = 0 si
do : ax+by+co = 0, atunci dist (dy,dy) = dist (A,ds) = \aﬂcoj;g@fbg@l — \lfiz_fi,lza
deoarece A € di <=> axg+byg +c1 =0 <=> axg + byg = —cy.

Ca urmare d (m,n) =d(1,n) = %\/%S)l = %0 — 4.

5. Se considera ecuatia trigonometrica: cos (2z)+sin (x) = 0. Fie z1, 22, 3
cele mai mici trei solutii strict pozitive ale acestei ecuatii, ordonate crescétor (1
< xg < x3). Sunt cele solutii termenii consecutivi ai unei progresii aritmetice?
Care este ratia r a acestei progresii?

a) cele trei solutii nu sunt termenii unei progresii aritmetice; b) r = 2%; ¢)
r==%;d)r=7%;e) r=>5

_ —(m+29)

—n <=>m = 1. In acest
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R: b) r=

Rezolvare

cos (2z) +sin (z) = 0 <=> 1 —2xsin? (z) +sin(z) = 0. Notdm s = sin (z) si
obtinem ecuatia 2s? — s — 1 = 0 cu solutiile s; = 1 si s, = —%. Din sin (z) = 1
obtinem x = % + 2n, iar din sin (z) = —3 obtinem z = —1)"*! & +nm. Deci
solutiile pozitive sunt din multimea {Z,2%, .} U {Z 4= 1. Deci z; = J,
Ty = %’r, T3 = HT“. Cum %4: %:21%, solutiile z1, z2, 3 sunt In progresie
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aritmeticd, iar r = x3 —xy = F = 5.

6. Fie S={z€C*: |z+2|=2}. Notdim A =2, B = ‘/‘;’;3,6': \/@“,
D=3,E=1si M=max{|z|:2z€ S} Atunci

a) M=A;b) M =B;c) M=C;d) M =D;e) M =E;

R: d) M = D;

Rezolvare. Pentru z € S avem 2 = |z 4+ 2| > || — % Notand r = |z| > 0
obtinem 2r > 7?2 =3 <=> 71?2 - 2r -3 <0 <=>r € [-1,3]. Decir < 3 si
M < 3. Pentru z = 3i, avem |z + 2| = [3i — i| = 2, de unde rezulta 3i € S si
M > |3i| = 3. Asadar M = 3.

14+2r —4r
3r 1—6r
Observati cad C (z)C (y) = C(x+y — 4xy) pentru orice = si y. Sa se de-

7. Pentru orice numar real r se considerd matricea C (r) = (



termine numérul real = care verificd ecuatia C (1) C (3) ...C (g55) + C(z) =

(5 1)

Dr=4ibe=%or=5da=Fier=1;
R:e)x:%;
Rezolvare

C(y) C (z)si 1nlocu1ndy =1 C(2)C(y) =C(z+y—day),
obtinem C (z) C (1) = C (%) pentru orice . In consecinti, C (1) Cc(3)..C (2026)
(z055) = C(3)- Deci C(1)C(3)-C (555) + C(x)

= C
4 -4\ o (4 4N +2r —1—dz )
(3 4)<_>C(4 +C(”"')_(3 4><_>(§+3x P— )‘
4
3

8. Pe multimea R se defineste legea de compozitie
TRy = (log5 (x2 + 9) — 2) (log5 (y2 + 9) - 2) +4.

Atunci 1*(\3@* (\3/5* ek \3/2026) ) + (71)*(\3/?2* ({”/TS* e \3/72026) )
este

a) 0; b) 2 ¢) 5; d) expresia nu este corect definitd; e) 8;

R:e) §;

Rezolvare

Pentru y cu proprietatea logs (y2 + 9) —2 =0, avem x xy = 4 pentru
orice z. Dar logg (y2+9) —2=0<=>9y*+9 =5 <=> 9% =16 <=>
y = £4. Asadar, z x4 = 4, si cum legea de compozitie este comutativa, rezulta
ca 4*xx = x x4 = 4 pentru orice x. Deci 4 este element absorbant. In plus,
pentru y = —4 avem (—4) * x = x * (—4) = 4 pentru orice x. Notim r = /65 *
(V/66 * (V67 ... x ¥/2026) ...), tinem cont ca v/64 = 4, elementul absorbant, si
rescriem

1*({5/5* (Q/g* L% V/2026) ...) = 1*(\3/5* (\3/3* ook (V63 % (\‘7671* r))..)
= 4.

Notdm ¢ = §/—65# (/=66 * (/=67 * ... x /—2026) ...), tinem cont c& /—64 =
—4, (—4)t = 4, elementul absorbant, si rescriem (—1)% (/=2 * (/=3  .../=2026) ...)

= (1) (V=2 (V23 (V=634 (V=625 1)) . )
= (—1)# (Y2 (V3% (\/W w((—4) )) )
— (—1)* (V2% (V3= (W #4) )

Caurmare, 1+ (V/2 % (V/3 ... x /2026) ...)+(— ( 2 (V=3 % ...% ¥/—-2026) ...)
=44 4 =28.

9. Se considera o functie f : R — R care verifica relatia f (—x) — af () =
V1 + 22 pentru orice z € R. Pentru functia f care verificd relatia se defineste

w



multimea S = {m € R: ecuatia f (z) = m are exact 2 solutii reale distincte}.
Atunci

a) S = 0; b) Nu exista functii f care sa verifice relatia din enunt; ¢) S = R;
d) S=(-1,v2);e) S = (1,V2);

R:e) S = (1,\/5);

Rezolvare. Avem f(—z) —zf (x) = V1 + 22 si inlocuind = cu —x obtinem

_ f(-2)—af (2) =VIT 2B —

f(z)+zf(—x) = V1422 Asadar, { of (—2) + f(2) = vVIFaZ de
unde prin adunarea ecuatiilor obtinem (22 + 1) f (z) = V1+ 22 (-2 + 1) sau

echivalent f (z) = \/Tf;r(i z) _ \/1113;2-

pentru orice z € R (singura functie care verifica relatia im-
—V1+22—(1—z)—22

Studiem variatia functiei f : R — R

f@) = e

pusd). Calculdm derivatd [’ (z) = R 2107 _ (1+w_2g)c\_/i+z2' Avem
f'(z) =0 <=> x = —1, functia este strict crescitoare pe (—oo, —1] si strict
1
descrescatoare pe [—1,00). Pe de altd parte lim f(z) = lim =G
T——00 T——00 |z| ﬂ%erl
o(1 1
: G- oy G2 o1 )= 2 = ~ _
lim = lim = =1, f( 1)7\/57\/521520‘]0(‘%)7

T——00 —a:,/l%+1 T——00 —Mﬁ-‘,—l -1
N ey

aclgr;(J . \/ﬁ Rl = —1. Deoarece f este continua si strict crescatoare
pe (—oo, —1], rezultd f ((—oo, —1]) = (1,v2]. Similar, f ([-1,00)) = (—1,v2].

Asadar,

pentru m € R\ (=1, V2] ecuatia f (z) = m nu are solutii reale

- pentru m € (—1,1] ecuatia f (x) =m are o solutie (in intervalul [—1, c0))

pentru m € (1,v/2) ecuatia f (z) = m are o solutie in intervalul (—oo, —1) si
o solutie in intervalul (—1, 00).

pentru m = /2, ecuatia f (z) = m are o solutie (z = —1).

Ca urmare S = (17 \/5)

31—(%im,x<0

m(z+l),z>0 " Notam cu F

10. Fie functia f : R - R, f(z) = {

N . : . 705 F(t)dt
primitiva functiei f cu proprietatea cad F' (—1) = 31n3 sicu L = ilg%) =t
F(x+2).

Atunci

a) f nu admite primitive; b) L este nedefinitd (nu existd limita); ¢) L =
—34+2mn3;d) L=1%+In3;e) L=—%+1n3;

R:ic) L=-3+2In3;

Rezolvare

Functia este continud, deci admite primitive. Avem [ 3% — (%)I dr = 1‘31—3 —

(é)é +C = 1n3+( )3 +Csi [In(z+1)dr=[(z)In(z+1)dr=an(z+1)-



[z (In x+1)dw=xln(m+1)— sde = zln(z+1) — [1 - szm—

f:er
zln(z+1)—z+ln(z+1)+C=(x+1)In(x+ 1) —z+C. Asadar o primitiva

SI—B—I— (ln)3 +ec1, <0
F a functiei f este de forma F'(z) = ¢y, 2 =0
(z+1)In(z+1)—x+c3, >0
F este derivabila, deci continua si in consecinta lin}) F(z)=F(0) = lir% F (z)
r— r—

<0 x>0
<=> lnS +c = cz = c3. Pe de alta parte dacs impunem conditia F (—1) =
31‘;3, obtinem m ( + 3) +c = 31n3, de unde rezulta ¢; = % tinand

cont de de conditia de continuitate pentru F' in 0, deducem cy = ¢z = 0. In
consecintd, primitiva F a functiei f care verificA F (—1) = =2 este F (2) =

- ) ~ 3In3
gy @ z <0
In3 In3 1n3’ .
(z+1)In(z+1)—x,2>0
.'E2
lim L5220 _ gy P = P() o

z—0 z—0 , at 0l
Din lim ) = FE) gy S22+ 7(=a?)2e gy 167 + 7(=2)

z—0 (z%)’ z—0 4z z—0 222

22 2 (22 a2 (1)-= N
‘ ¢ z—0

z—0 z—0 x—0 2x? z—0
1

1 12, z2
+ lim £ (Ul -3 1) =141 (In$ —In3) = ;—In3, aplicim L'Hospital,

2 2
z—0 z z

obtinem

jxt

re) - r) L0 oy

lim T 7—1n3 In consecinta, L = lim
z—0 z—0

1-mm3+F(2)=%-I3+3m3-2=—-2+2m3.

x

Nota. Timp de lucru: 2 ore
Fiecare intrebare are un singur raspuns corect. Se acorda 10 puncte pentru
un raspuns corect. Punctajul maxim este 100.



