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Prefata

Aceasta lucrare se adreseazd in mod special studentilor de la
specializarea: Pedagogia invatdmantului primar si prescolar si are scopul
de a constitui un sprijin considerabil in sustinerea de catre acestia a
examenelor de licenta §i de definitivat. Din acest motiv s-a avut in vedere ca
prin confinutul sau lucrarea sa acopere ,,Programa de perfectionare prin
definitivat”-partea de teoria multimilor-, in vigoare, §i extins pe cea de
licenta.

Pentru indeplinirea obiectivului, linia de conduita s-a indreptat cu
atentie spre prezentarea materialului stiintific de pe pozitii de intelegere §i
independenta fata de alte lucrari. Cunoasterea manualelor de liceu asigura
parcurgerea lesnicioasa a lucrarii.

In aceeasi idee, acolo unde suportul teoretic merge spre o
accentuatd abstractizare, au fost introduse exemple de exercitii rezolvate.
Pentru fixarea cunostintelor fiecare capitol confine §i un set de exercitii
propuse spre rezolvare.

Lucrarea poate fi utilizata cu folos i de catre cei care intr-un mod
sau altul vin in contact, la un anumit moment, cu teorii ale matematicii.

3-



4-



Capitolul 1. Elemente de logica matematica

Fiecare disciplind stiintificd necesitd un rationament clar si logic,
precum §i o exprimare riguroasa si precisd. Din acest punct de vedere,
enunturile trebuie sa fie lipsite de ambiguitati si contradictii.

Prin enunt vom intelege orice text lingvistic in care se afirma ceva
cu privire la unul sau mai multe obiecte. O astfel de afirmatie poate avea sau
nu o anume semnificatie. Obiectul sau obiectele unui enunt trebuie sa
apartind unui domeniu bine specificat, numit domeniul (multimea) de
referinta al enuntului. Din punct de vedere sintactic, la orice enunt vom
distinge: partea predicativa i subiectul sau subiectele. Subiectul sau
subiectele unui enunt reprezintd obiectul sau obiectele la care se referd
enuntul.

Un enunt poate avea toate subiectele determinate sau poate avea
unul sau mai multe subiecte nedeterminate.

In functie de domeniul de referintd, acelasi enunt poate fi
adevdrat sau fals sau nu i se poate stabili o valoare de adevar, adica este
indecidabil.

Enuntul:

p: "Mingea este rotunda"

este adevarat daca domeniul de referintd este fotbalul, este fals
daca domeniul de referintd este Rugby-ul si indecidabil daca domeniul de
referinta este Sportul.

Un enunt cu toate subiectele determinate se numeste propozitie
daca este sau adevdrat sau fals, nu si una si alta simultan. Un enunt cu unul
sau mai multe subiecte nedeterminate se numeste predicat daca pentru orice
valoare datd subiectelor nedeterminate devine propozitie. Subiectele
nedeterminate ale unui predicat se numesc variabilele predicatului.

In functie de numirul subiectelor nedeterminate distingem
predicate cu o variabila (unare), cu doua (binare), etc.

Enuntul

p: "Oaia este carnivora"
are domeniul de referintd zoologia iar partea predicativa constd din textul
"... este carnivord"
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Enuntul are un singur subiect determinat: "Oaia", deci reprezinta —
propozitie.
Notatia p: semnifica faptul ca enuntul " Oaia este carnivora " va fi
reprezentat prin simbolul p.
Enuntul
p(x): "x este divizibil prin 2"
are domeniul de referintd teoria numerelor iar partea predicativa consta din
textul
"...este divizibil prin ..."
Enuntul are douad subiecte:
"x" si "2", dintre care unul nedeterminat.
Observdm ca dand lui x valori enuntul devine adevarat sau fals Tnsa
nu si una si alta simultan, prin urmare este un predicat cu o variabila.
Enuntul
p(xy): "x este divizibil prin y"
este un predicat cu doud variabile avand domeniul de referintd teoria
numerelor.

1. Elemente de calculul propozitiilor

Dupa cum am vézut o propozitie este un enunt cu toate subiectele
determinate care este adevarat sau fals nu si una si alta simultan. Astfel de
propozitii le numim propozitii simple.

O propozitie poate fi adevarata sau falsa daca corespunde sau nu
unei stdri de fapt din domeniul sau de referintd. Calitatea unei propozitii
de a fi adevaratd sau falsd se numeste valoarea de adevar a propozitiei
respective.

Propozitiile simple le notdm prin:

. p-q,7, ...

In continuare, propozitiilor adevarate le atribuim valoarea de
adevar 1 iar propozitiilor false valoarea de adevar 0.

Plecand de la una sau mai multe propozitii simple prin aplicarea
unui numdr finit de operatori (conectori) logici obtinem alte propozitii
numite propozitii compuse.

Existd patru operatori logici de baza:

A (citit non), A (citit §i), V (citit sau) si — (citit implica).

Definitie. Fie p propozitie. Propozitia care se obtine punand
particula "nu" n fata partii predicative a propozitiei p se numeste negatia
propozitiei p si se noteazd prin simbolul p.

Negatia propozitiei p este adevadratd numai cind p este falsa.
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Exemplu. " 2 este numar par " cu domeniul de referintd multimea
numerelor naturale.

Negatia lui p este

9p: "2 nu este numar par "

p fiind o propozitie adevarata, pe cdnd 7p este o propozitie falsa.

Este usor sa folosim un tabel de adevar pentru a verifica relatiile
dintre valorile de adevar ale propozitiilor.

Tabelul de adevar pentru 7p in functie de valoarea de adevar a lui
p este:

O |-

Definitie. Fie p, g propozitii. Propozitia care se obtine punind
particula "gi" Intre partile predicative se numeste conjunctia propozitiilor p,
q si se noteaza prin simbolul p A g.

Propozitia pA g este adevaratd numai cand ambele propozitii sunt
adevarate.

Exemplu. Propozitia "2 este numar par §i 3 este numar par" cu
domeniul de referintd multimea numerelor naturale este conjunctia
propozitiilor:

p: "2 este numar par”

q: "3 este numar par",

p fiind adevarata iar g falsa.

Valoarea de adevar a propozitiei p A g in functie de valorile de

adevar ale propozitiilor p, g este data in tabelul:

)4 q pPNg
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 0

Definitie.  Fie p, q propozitii. Propozitia care se obtine punand
particula "sau" Intre partile predicative se numeste disjunctia propozitiilor
P, g si se noteaza prin simbolul p V q.

Propozitia pV g este adevdratd numai cand una din propozitii este
adevdrata.

Exemplu.  Propozitia " 8 este multiplu de 2 sau 5 este numar
intreg" cu domeniul de referintd multimea numerelor naturale este
disjunctia propozitiilor:
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p: "8estemultiplude2"; g: "5 este numdr intreg ", p, g fiind adevarate.
Valorea de adevar a propozitiei pV g in functie de valorile de
adevar ale propozitiilor p, g este data 1n tabelul:

pVyq

oo~
(el Ll Rend Ll BN

1
1
1
0

Definitie.  Fie p, q propozitii. Exprimarea " p implicd g " este o
noud propozitie, numitd implicatia propozitillor p, g. Implicatia
propozitiilor p, g se noteaza p — gq.

Implicatia propozitiilor p, g este o propozitie falsd cand propozitia g este
falsa iar p este o propozitie adevarata si adevarata in celelalte cazuri.

Exemplu.  Propozitia ,.x* < 0 implici x = 0 " cu domeniul de
referintd multimea numerelor reale este implicatia propozitiilor:

p:"x*<0"; ¢:"x=0" eafiind o propozitie adevirati.

Pentru exprimarea " p implicd ¢ " se mai foloseste:

e "dacapatuncig"
e " peste suficient pentru g "
e " geste necesar pentrup "

Valorea de adevér a propozitiei p — ¢ in functie de valorile de
adevar ale propozitiilor p, g este data 1n tabelul:

p q P—=q
1 1 1
1 0 0
0 1 1
0 0 1

Propozitia ¢ — p se numeste reciproca propozitiei p — q.

Daca combindm propozitia p — g cu propozitia ¢ — p, obtinem o
noud propozitie careia ii spune echivalenfa propozitiilor p, g. Echivalenta
propozitiilor se noteazd p <> q.

Definitie.  Fie p, g propozitii. Echivalenta p <> ¢ este acea
propozitie care este adevaratd cind p, g au aceeasi valoare de adevar si este
falsa 1n rest.

Propozitia p <> g se citeste « p daca si numai daca g ».



"

Exemplu.  Propozitia " x* < 0 daci si numai daci x < 0 " cu
domeniul de referintd multimea numerelor reale este echivalenta
propozitiilor:

p: "X <0implicix<0"; g: "x<0implicix’<0"
ea fiind o propozitie adevarata.
Notdm ca echivalenta p <> g este adevaratd cind p — ¢ si ¢ — p sunt
adevdrate.

Pentru exprimarea " p daca si numai dacd ¢ " se mai foloseste:

e " peste necesar si suficient pentru g"
e " daca p atunci g, si invers "

Valoarea de adevar a propozitiei p <> ¢ in functie de valorile de

adevar ale propozitiilor p, g este data in tabelul:

p q P49
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 1

Vom nota prin A sau A (p, g, 1,...), B sau B (p, g, r,...) propozitiile
compuse (sau expresii logice) obtinute prin aplicarea diferitilor operatori
logici propozitilor simple p, g, 7,....

AP, q,r): (Vg —>rF.coeeii..

Calculul propozitiilor studiaza expresiile logice din punctul de
vedere al adevarului sau falsului lor in raport cu valorile logice ale
propozitiilor simple care le compun.

O expresie logicd A (p, g, r,...) care este adevarata indiferent de
valorile de adevar ale propozitiilor p, g, , ... se numeste tautologie.

Daca

A@p,q,r,..)>B(@pP,q,r,...)
este o tautologie atunci scriem
Ap,q,r,..)=>B({pP,q,r,...)
Daca
A@p,q,r1,..) < B, q,r,...)
este o tautologie scriem
Ap,q,r1,.)=Bp,q,r, ...)

Observatii:

1. Semnul — este o operatie din care deducem valoarea de
adevar a propozitiei A — B In timp ce = indicd legatura Intre propozitiile
A, q,r,..), Bp,q,r,...).
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2. Semnul <> este o operatie din care deducem valoarea de
adevdr a propozitiei A <> B in timp ce <> indica legatura intre propozitiile
A@p,q,r,...), B(p,g,r,...).

Exemple de tautologii :

. legea tertului exclus: p v (p)
. legea silogismului: [((p > q) N (q—>nN]—>@-—>7r)
. legea de reflexivitate: p <> p
. legea idempotentei conjunctiei: p Ap <> p
. legea idempotentei disjunctiei: pNV p <> p
. legea dublei negatii: 7(p) <> p
. legea de comutativitate a conjunctiei: (p A\ q) <> (g A p)
. legea de comutativitate a disjunctiei: (p VvV q) <> (qV p)
. legea de asociativitate a conjunctiei:
[P A AT [P A(GAT)]
10. legea de asociativitate a disjunctiei:
[PV VvrI<>[pVigVr]
11. Legile lui De Morgan:
pAg < (p) V(g
Vg <> Q0p) A (g)

12. Legea de distributivitate a conjunctiei:
-in raport cu disjunctia: [p N\ (gV 1)]<>[(pAg) VvV (pATD)]
13. Legea de distributivitate a disjunctiei :
-in raport cu conjunctia:

[PV @ANIEI(pYV g A (pV )]
14. (p—q) <> (g—>p)
Demonstram 1 :

O 00 1 N N B~ W —

p P pV (p)

—
=)
—

Demonstram 2.

Pla |7 |p=g| gor | (p=9 Ng=nl | por | (=9 A g=n] —p—r)
111 1 1 1 1 1
ojlo]o 1 1 1 1 1
1]o]1 0 1 0 1 1
011 1 1 1 1 1
1lo]o 0 1 0 0 1
o110 1 0 0 1 1
0ol 1 1 1 1 1
1110 0 1 0 0 1
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2. Elemente de calculul predicatelor

Amintim cd prin predicat se intelege un enunt cu unul sau mai
multe subiecte nedeterminate care depinde de o variabila sau de mai multe
variabile §i are proprietatea cd pentru orice valori date variabilelor se obtine
o proprozitie adevarata sau o propozitie falsa.

Observatie. Ori de cate ori definim un predicat, trebuie sa
indicadm si multimile 1n care variabilele iau valori.

Exemplu.

Predicatul

px):"x<4,xe R"
are domeniul de referintd multimea numerelor reale iar partea predicativa
consta n textul
" ...este mai mic decat ... "

Predicatul are doua subiecte: "x" si "4", dintre care unul
nedeterminat, prin urmare, este un predicat cu o variabila.

Exemplu.

Fie p(x, y) predicatul " 2x+y=2 ". Care sunt valorile de adevar ale
propozitiilor p(2,0) si p(1,0) ?

Propozitia p(2,0) obtinuta atribuind lui x, y valorile x =2, y = 0 este
o propozitie falsa, in timp ce propozitia p(1,0) obtinutd atribuind Iui x, y
valorile x = 1, y = 0 este o propozitie adevarata.

Exercitiu.  Fie p(x) predicatul " x < 4, x e R ". Care sunt valorile
de adevar ale propozitiilor p(5) si p(4) ?

in general, un predicat cu n variabile xj, x,, . . ., x, este notat prin
pxy, X0y« oy Xp)-

Fie p(x), q(x) predicate unare. Cu ajutorul operatorilor logici
construim si alte predicate unare, anume:

Px), p(x) Vqx), p(x) Aqx), pr)—qx), plx) <>qx)

Astfel, de exemplu, pentru predicatul p(x), “p(x) este predicatul
caruia pentru fiecare valoare x = a 1i corespunde propozitia p(a).

Strans legatd de notiunea de predicat apare notiunea de
cuantificator. Distingem urmatoarele tipuri de cuantificatori:

Definitie. Propozitia universala a lui p(x) este  propozitia
" p(x) este o propozitie adevaratd pentru orice valoare a lui x din domeniul
de referinta ". Notatia (Vx) p(x) denotd propozitia universala a lui p(x).

Semnul V se numeste cuantificator universal.
Pentru propozitia universala a lui p(x) se folosesc si exprimarile:
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" pentru toti x, p(x) "
" pentru fiecare x, p(x) ".
Exemplu. Orice elev din clasa a IX™ cunoaste multimea
numerelor naturale.
Predicatul este
p(x): " Orice elev cunoaste multimea numerelor naturale”
Multimea in care p(x) este adevarat este elevii clasei a IX™.

Dacid propozitia (Vx)(p(x) = g(x)) este adevirati, atunci vom
folosi notatia p(x) = g(x) si citim: " p(x) implica g(x) ". Se mai spune, 1n
acest caz, ca predicatul g(x) este o consecinta logica a predicatului p(x).

Exemplu.  Considerand predicatele

px):"x=1"
si
g(x): " x’-1=0, xeR "
cu domeniul de referintd multimea numerelor reale, avem p(x) = g(x).

Daci propozitia (Vx)(p(x) <> g(x)) este adeviratd, atunci vom
folosi notatia p(x)<q(x) si citim: " p(x) daca si numai daca g(x) ". Se mai
spune, 1n acest caz, ca predicatele p(x), g(x) sunt echivalente logic.

Exemplu. Considerand predicatele

px):"x>0,xe R"
si
qx):" ©>0,xe R"
cu domeniul de referintd multimea numerelor reale, avem p(x) & g(x).

Observatie.  Relatiile de consecinta logica si echivalenta logica

pot fi definite si intre predicate n ™, unde n > 2, intr-un mod asemanator.
Definitie. Propozitia existentiald a lui p(x) este propozitia
exista cel putin un x din domeniul de referinta astfel Incat p(x) ".

"

Notatia (Hx)p(x) denotd propozitia existentiald a lui p(x) si este o
propozitie adevaratd cand existd cel putin un element x, din domeniul de
referinta astfel Incat p(x,) este adevarata.
Semnul I se numeste cuantificator existential.
Pentru propozitia existentiala a lui p(x) se foloseste si exprimarea:
" exista x, p(x) "
Exemplu. Daca considerdm predicatul
px): " x+5=0,xe€ R"
cu domeniul de referintd multimea numerelor intregi, atunci propozitia
existentiald lui p(x) este adeviratd, deoarece pentru x = -5 (Ix)(x+5=0)
astfel propozitia
p(-5): " -54+5=0"
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este adevarata.
Considerdm 1n continuare predicatul p(x) definit numai pentru un
numar finit de valori ale variabilei x, anume X, xy, . . . , X,, atunci:

(Vx) p) & ple) A pl) A oo A plaw)
$1
(Fx) p) & plx) V pxa) V ... V plx,)

Tinand cont de legile lui De Morgan (vezi paragraful 1 proprietatea
11), rezulta
A(Vx)px) & Wp(xl) V pn) VoL VoIp(xy)
si
(dx) px) & Plx) A Plx) A o A Ip(x,)
Regulile de negatie stabilite mai sus, sunt valabile si in cazul
general. Deci pentru orice predicat unar p(x) avem:

a) 1 (vx) p) & (3x) (p)
b) 1 (@) (pe) o (Vx) (pe)
Exemplu.  Sa consideram predicatul
px):" (dxe N) astfel incat x+1=2"
a carui valoare de adevdr este adevarul.
Negatia ei este propozitia
Px):" (Vxe N), avem x+1+2"
evident o propozitie falsd.
Predicate binare. Fie p(x, y) un predicat binar.

Folosind cuantificatorii 3 Si V putem forma predicatele unare:

(@) p(x,y) si (VX)p(X,y)

unde y este variabila acestor doud predicate. Din aceste predicate unare
putem forma predicatele:

"(@)(E0) p(x, y), (Vy)EOp(x,y), @Y)(VX)p(x.y) si (YY) (VX)p(x,y)"

In continuare vom arita cum se deduc legile de negatie pentru
predicatele binare, din legile de negatie pentru predicate unare.
Adica:

dina) dinb)
a')=((V)y(3x) p(x, y)) & Iy(=(3x) p(x, y)) & @)(Vx)(—p(x, y))

dinb) dinb)
b)=((Dy(E@x) p(x, y)) & Vy(—(3x) p(x, y)) & (Vy)(VX)(—p(x, ¥))
Analog se extind aceste rezultate la predicate n™".
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3. Teorema directa, teorema reciproca.
Metoda demonstratiei prin reducere la absurd.

O reorema este o propozitie adevaratd care stabileste cd unul sau

mai multe obiecte poseda o proprietate, forma lor generala fiind:
PO X, e ) = G, s Xy,

unde p(xy, x,, . . ., X,) S€ numeste ipoteza teoremei iar g(x, x, . . . ,
Xn) se numeste concluzia teoremei.

Teoremele care se acceptd fard demonstratie se numesc axiome.

Demonstratia unei teoreme constd 1n trecerea succesiva de la
ipotezd la concluzie pe baza unor deductii logice. Demonstratia se face pe
baza unor definitii si axiome cunoscute mai inainte.

Adica: demonstratia teoremei p => ¢ este un sir finit de implicatii
logice de forma:

P=P1,P1 = P2 -5 Pnl = Pn=¢q

fiecare element al acestui sir fiind o implicatie adevarata.

Daca mai multe teoreme au aceeasi ipoteza si concluzii diferite,
atunci ele pot fi inlocuite cu o teorema, care are ipoteza comunad, iar drept
concluzie, conjunctia concluziilor teoremelor.

Fie teorema

Py, Xoy ooy X)) = q(Xy, X, - o ey Xy).
care exprima faptul ca predicatul g(xy, x, . . ., X,) este consecintd logica a
predicatului p(xy, X, . . . , Xp).

Daca si predicatul 1 g(x;, xo, . . . , x,) este consecinta logica a
predicatului 7 p(x, X, . . . , x,) atunci are loc teorema:

Ap(Xy, Xy o ey X)) = q(X, Xy -, Xy)
numita contrara teoremei date.

Exemplu.  Consideram teorema:

" Daca cel mai mare divizor comun a doud numere intregi a, b este 1 atunci
numerele nu pot fi amandoud pare "

Ea este formata din predicatele:

p(x): " Daca cel mai mare divizor comun a doud numere Intregi a, b
este 1"

g(x): " atunci numerele nu pot fi amandoua pare "

Predicatul qp(x) consta din enuntul:

" Dacd cel mai mare divizor comun a doud numere intregi a, b este
diferitde 1"

Predicatul 7¢(x) constd din enuntul:

" atunci numerele pot fi amandoua pare "
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Contrara teoremei date este:
" Dacd cel mai mare divizor comun a doud numere intregi a, b este diferit de
1 atunci numerele pot fi amandoua pare "
Fie teorema
PO Xy s X)) > G X, - X,
putem forma:
-teorema reciprocd

q(x1, X0y « o o s Xp) = (X1, Xy« o vy Xy)-
-teorema contrard:
WXL, X -y Xn) = G(X, X, - -, X))
-teorema contrard reciprocei:
Gy, Xy - ey Xn) = P(X, X2y -5 Xn)

Datorita tautologiei:

P—=9 VvV (q—p)
din calculul cu propozitii, teorema directa

P, X, o X)) = (X1, X, -y Xn)
este adevarata daca si numai daca contrara reciprocei sale
G(x, X, -y Xn) = P(XL, X, L, Xn)
este adevdrata. Acest lucru ne arata ca pentru a demonstra
P, X, o Xn) = (X1, X, -y Xn)
este totuna cu a demonstra
G(X1, Xo, -y Xn) = P(XL, X, LX)

Acest rationament poartd denumirea de metoda reducerii la absurd.

In rezumat, metoda reducerii la absurd se aplici dupa urmitoarea
schema:

a) Etapa negarii concluziei. In aceasta etapa, se presupune ci ceea
ce avem de demonstrat nu este adevarat.

b) Etapa contrazicerii. In aceasta etap, pornind de la presupunerea
facuta in etapa anterioara, printr-o serie de rationamente logice, se cauta sa
se ajunga la un rezultat care sa fie contradictoriu cu un adevar (o axioma, o
teorema etc.).

¢)Etapa deciziei. In aceasta, se pune intrebarea: de unde s-a ajuns
la contradictia din etapa a doua? Raspunsul este firesc tindnd seama de
presupunerea facutd Tn etapa a) cd ceea ce trebuia demonstrat nu este
adevarat.
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4.Exercitii

1.Care din enunturile urmatoare sunt propozitii si ce valori de
adevar au:

a) (2-1)(2+1)=2%-1;

b) Un numadr Intreg a pentru care (a,2)=2 este numar par;

c) 3>6;

d) m(A)=9OO = Aeste unghi drept.

2.Din propozitiile:

p: 464=6’?
si
q: “9<10”

alcatuiti conjunctia, disjunctia, implicatia si echivalenta celor doud
propozitii.

3.Fie, predicatul
pley): L(xy)=5"
unde x,y desemneaza numere naturale.
a)Sa se determine valorile de adevar pentru propozitiile:
p(5.,0), p(1.,5), p(25,50)
b)Sa se determine valorile de adevar ale propozitiilor:

(Vx)(Wy)p(x, y), (vx)3y)p(x, y), (W3 )N(vx)plx, y) si(@x)3y)p(x, y)

¢)Sa se spund daca propozitia:

(vy)3@x)(p(x, y) = @x)(vy)p(x, y))

este adevarata sau falsa.

4 Determinati valoarea de adevar a propozitiilor:
a) (‘v’x)[(x >0)v(x<0)v(x= 0)], unde x desemneazd un
numar real oarecare.

b)x+y=0=[(x’=y") A (xy<0)], unde x desemneazi un numar real
oarecare.

5.Fie teorema:
“daca ABC este un triunghi dreptunghic in A, atunci BC’=AB*+AC*>”
Sa se formuleze teorema reciprocd, teorema contrard, teorema
contrara reciprocei.
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Capitolul I1. Elemente de teoria multimilor

1. Notiunea de multime, relatia de incluziune,
egalitatea multimilor

Notiunea de multime este fundamentald in matematica, nu o
definim pentru ca nu o putem subordona unei notiuni mai generale. Vom
apela 1n schimb la intelegerea ei intuitiva drept colectie de obiecte de natura
oarecare bine distincte si bine determinate, conceputd ca un tot unitar.
Obiectele unei multimi, pe care le vom numi elementele multimii, pot fi de
orice natura: literele alfabetului, puncte, linii, oameni, etc.

In concluzie se poate vorbi de multimea punctelor din plan,
multimea literelor alfabetului, etc.

Multimile sunt de obicei notate prin literele mari ale alfabetului
(A,B,C, ..., etc).

Relatia de apartenenta.

Pentru a pune in evidentd faptul ca x este un element al unei
multimi A vom scrie "x € A" §i vom citi : "x apartine multimii A". Daca x
nu este un element al multimii A atunci vom scrie "x € A " si vom citi : "x
nu apartine multimii A".

Notatii pentru multimi

Multimea A ale carei elemente indeplinesc proprietatea @ este
notata prin:

A={x | x satisface @}
sau
A = {x: x satisface @}

Exemplu.

A={xeN| x<6}

Multimea A ale carei elemente se pot numi individual, se specificd
scriind Intre acolade elementele sale:{a, b, ¢, d,...}.

Exemplu.

A={-2,0,3}
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Sunt doua lucruri importante de observat:

-unul este cd multimea in sine este un obiect diferit de elementele
ei. Multimea este o colectie de obiecte si obiect, continind celelalte
elemente.

-al doilea lucru de observat este cd multimea se analizeaza functie
de un element particular, si este posibil sd decidem dacd apartine sau nu
elementelor multimii.

Relatia de egalitate

Fie A, B multimi de numere reale date prin ecuatiile x*-1 = 0 si
x*1 = 0 respectiv. In limbajul notatiilor avem

A={xe R|x*1= 0}
si
B={xe R|x"1=0)}
Reiese cd A si B au aceleasi 2 elemente, 1 si—1. Pentru astfel de multimi ca
A, B scriem A = B. Nu conteazd daca multimile A, B sunt definite in feluri
diferite. Deoarece ele au aceleasi elemente, ele sunt egale, asta inseamna ca
ele sunt una si aceeasi multime.

Definitie.  Despre multimile A, B spunem ca sunt egale (scriem
A = B, daca orice element din A este element si Tn B si orice element din B
este element i in A.

Exemplu. {3,4,2} ={3,2,4} caci " {3,4,2} " A " {3,2,4}"
reprezinta aceeasi multime.

Acceptam existenta multimii farad nici un element i 0 numim
multime vidd. Multimea vida o notdm prin semnul " @ "

Semnul de egalitate " =" transmite intre multimi proprietétile:

1. Reflexivitatea: A=A, YA

2. Simetria:A=B=B=A, VAB

3. Tranzitivitatea: A =B N B=C)=A=C, Y A B C

in mod analog, scriem " A # B " si citim " A diferitd de B" daca nu
este adevarat ca A = B, altfel, daca exista elemente Tn A care nu sunt in B sau
exista elemente in B care nu sunt in A.

Relatia de incluziune.

Definitie.  Fie A, B multimi. Daca foate elementele multimii A
apartin §i multimii B spunem ca multimea A este inclusd in multimea B (sau
cd A este o submultime a lui B) (scriem A C B) sau cd B include A (scriem
B2 A).

Exemplu. Daca A={1,2,3}, B={0,1,2,3,4} atunci ACB.

Céand vrem sa punem in evidentd cd B mai are si alte elemente
decat ale lui A, folosim semnele de incluziune stricta "C " sau " D " si
scriem BD A sau A C B.

-18-



In exemplul de mai sus putem folosi semnul de incluziune strictd.
Observdm cd multimile A, B sunt egale cand oricare element din A
este In B (deci A < B) si oricare element din B este in A (deci B C A).
Rezultd urmitoarea metoda pentru a verifica egalitatea a doua
multimi A, B:
Aratam ca:
AcCB,adica "xe A=>xe B"
BcA,adica "xe B=>xe A"
Semnul de incluziune " < " transmite intre multimi proprietatile:
1. Reflexivitatea: A C A, YA
2. Antisimetria:(AC B AN BCA)=B=A,V A, B
3. Tranzitivitatea: (Ac B AN BcC)=AcC, VA B, C
Un mod convenabil pentru a observa relatiile dintre multimi este
diagrama Venn-Euler. Reprezentdm o multime de referintd U printr-o
multime de puncte dintr-un dreptunghi. Alte submultimi ale multimii de
referintd sunt reprezentate prin multimea punctelor din interiorul unui cerc.
Pentru o submultime A a lui U, definim complementara lui A 1n raport cu U
ca fiind multimea acelor elemente din U care nu sunt in A, si 0 notam prin
Cy A.

CyA

Multimea péartilor unei multimi

Definitie.  Fie A multime. Multimea care are ca elemente toate
submultimile lui A se numeste multimea partilor lui A i se noteaza cu @®A).

Asadar:

PA)={X| XcA}

De observat este faptul ca multimea vida @ si multimea fotald A
sunt elemente ale lui ®(A).

Exemplu. Dacd A = {a, b, c} atunci:

P(A) ={0, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, ¢}, {a, b, c}}
2. Operatii cu multimi.
Definitie. Fie A, B multimi. Multimea {x| (x € A) A (x € B)}

elementelor comune multimilor A, B se numeste intersectia dintre multimea
A si multimea B si se noteaza prin A N B.
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Astfel:
ANB={xl(xe A) A (xe B)}

Cu ajutorul diagramelor Venn-
Euler intersectia a doua multimi
este reprezentatd in portiunea

hasurata:

Daca multimile A, B nu au elemente comune, atunci A N B = @ si
multimile se numesc disjuncte.

Exemplu. Daca A={1,2,3,4,5,6}siB=1{1,2,8,9, 12, 34}
atunci ANnB={1,2}.

Definitie. Fie A, B multimi. Multimea {x | (x € A) V (x € B)}
tuturor elementelor care apartin cel putin uneia din multimile A sau B se
numeste reuniunea multimilor A, B si se noteaza prin A U B.

Astfel:

AuB={xl(xe A) V (xe B)}

Cu ajutorul diagramelor Venn-
Euler reuniunea a doua multimi
este reprezentatd in portiunea

hasurata:

Exemplu. Daca A={1,2,3,8,9}siB=1{2,4,5,6,7,10,12,23}
atunci AuB={1,2,3,4,5,67,8,9,10, 12, 23}
Analog se defineste intersectia si reuniunea unui numadr finit de
multimi. De exemplu, dacd A ; (I este o multime de indici) sunt multimi,
definim:

NA={dxe A A xeA, Vijeli#j}

iel

UA, :{x‘xe A v xeA, Vijeli#j)

iel
Definitie.  Fie A, B multimi. Multimea {x | (x € A) si (x ¢ B)} se

numeste diferenfa dintre multimea A §i multimea B i se noteaza A \ B.
Astfel,

A\B={xl(xe A) A (x¢ B)}

Cu ajutorul diagramelor Venn-
Euler diferenta a doua multimi este ‘
reprezentatd in portiunea

hasurata:

Exemplu. Dacid A ={1,23,4,5,10,11} si B={1,2,8,9,10} atunci
A\B={345,11)}.
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Definitie . Fie A, B multimi. Diferenta simetrica a multimilor
A, B este multimea
AAB=(A\B)uU (B\A)
Exemplu. Dacd A ={1,2,3,4,5,10} si B={1,2,8,9,10} atunci
A\B={3,4,5}, B\A={89},deciAAB=(A\B) U (B\A)={3.4,589}.

Teorema (Legile lui De Morgan). Fie A, B submultimi ale unei

mulfimi U. Atunci:
a) Cy(Cy(Q)) =A,
b) Cy(ANnB)=CpA U CyB,
¢) Cy (AUB)=CpA N CyB.

Demonstratie.

a) xe Cy(CyA)) ox¢ CyAs=xe A

b)) xe Cy(ANB)ox¢e AV x¢g Be&xe CyAV xe CyBe x
e CyAu CyB

c) xe Cy(AUB) ® x¢ AUBS x¢A AN x¢ B xeCyA
AN xeCyB ©xe CyAnCyB

Produs cartezian

Fie A, B multimi si fie elementele ¢ din A si b din B.

Prin definitie, perechea ordonata care are pe a ca prim element si
pe b caal doilea element este notata simbolic (a, b).

Doua perechi ordonate (x, y) si (1, v) sunt egale daca si numai daca
x=u si y=v. Inacestsens,(1,2)# (2,1),desi {1,2}={2,1}.

Definitie. Fie A, B multimi. Multimea tuturor perechilor
ordonate (a, b) cu a din A si b din B se numeste produsul cartezian al
multimilor A, B si se noteazd A X B.

Avem:

AxB={(a,b)| ac A si be B)

Produsul cartezian al lui A cu A se mai noteaza cu A%

Exemplu. Fie A={-1,0,2}si B={0,3}.

Atunci:

A x B={(-1,0), (-1,3), (0,0), (0,3), (2,0), (2,3)}
B x A ={(0,-1), (0,0), (0,2), (3,-1), (3,0), (3,2)}
Se observd ca A X B # B x A egalitatea avand loc numai pentru A = B.

Definim produsul cartezian a n multimi:

Fie A}, Ay, A3, ..., A, cele n multimi. Atunci:
Al XAy XA3X. .. X A= {(Lll, a, ...,a))|a € A, a,e A,,...,a, € An}
not
DacaAj=A,=A3=...=A=Aatunci A; X Ay, X A3 X...X A, = A"
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Proprietati ale operatiilor cu multimi.

Fie A, B, C multimi incluse intr—o multime U. Atunci:

NDAc B CyBc CyA;

2)CyU=0;

3)Cy=U.

4) reuniunea este comutativi: A UB=BUA

5) reuniunea este asociativi: AU B)UC=AuU B U ()

6) dacd A = B atunci A U C = B U C pentru orice multime C.

THAuUB=B& ACB.

8) intersectia este comutativi: AN B=BNA

9) intersectia este asociativd: A N B)NC=ANn (BN C)

10)daciA=BatunciANnC=BnNnC

1HDANnB=B<S ACB.

I2D)ANB=0 < AcCy< BcCy

13) intersectia este distributiva fata de reuniune:

ANBUO=ANBUMANO
14) Intersectia este distributiva fata de scadere.
ANB\O=ANB\NANCO)

15)A\B)uC=AuU(C)\B&SBcA

16) AN\(A\B)=AnNB

17) A\B=B\A & A=B

18) reuniunea este distributiva 1n raport cu intersectia .

19YA\B=ANCpg

Demonstram ca model proprietatile 1), 13), 18) si 19)

1) (AcB) A (xe CyB) & (AcC B) A (x¢B)yexg Asxe CyA

13) Ardatam mai intdica AN (BUC)c (AN B)u BN CO).

Fiexe An(BuC(C),decixe Asixe BuC.

Daca x € B,atunci xeANB,decixe(AnB)uUu@dnOl.
Analog dacax € C.

Astfel AN (BUCO) cANB)UANO).

Demonstram incluziunea reciproca.

Fie xe AnB)U@ANO).

Dacaxe (ANB), atuncixe Bsixe A,decixe Bu C. Dar x
€ A, prinurmarex € AN (BuU C).

Analog se trateazd cazul x€ AN C.

18) AUBIN(AUVO)=[AUB) NAJU[AUB) N C]=

AUIANOUBNO]I=[AVANO]UBNCO=AUBNO)

19) Fie xe U, atunci: xe A\B < (x€ A) si (x¢ B) &

xe An Cp.
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3.Exercitii

1.Care din urméatoarele propozitii sunt adevarate si care false:
a) {1,2,3}={2,3,1};

b) 9 {9};

c) OC{2};

d) @< {0}.

2.S4 se determine multimile:

a) A={xeNx=4n+6, neN};
3n
2

b) B= xeNxzw, ne N ;.
3n"+3

3.Determinati toate submultimile urmatoarelor multimi:
A={ = =, A}, B={9,10}.

4.Fie A={1,5} si B={2,3,6}. Sa se determine multimile
AXB, AXA, BXA, BxB.

5.S4 se determine multimile A, B stiind ca:
a) A u B={ab,c,d.c};

b) A N B={ab};

cde A\B;

d)B are mai putine elemente decat A.
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Capitolul I11. Relatii binare

Definitie.  Se numeste relatie intre multimile E, F orice
submultime f a produsului cartezian E X F.
Exemplu. Fie £ = {2,4,6,8}, F = {3,5,7,9}. Produsul lor
cartezian este:
Ex F=1{(2,3), (2,5), (2,7), (2,9), 4,3), (4,5), (4,7), (4,9), (6,3), (6,5), (6,7),
(6,9), (8,3), (8.5), (8,7),(8,9) }
Din multimea E X F alegem perechile ordonate care au
proprietatile:
1) suma elementelor fiecdrei perechi ordonate este egald cu 9;
2) diferenta dintre a doua componentd §i prima componentd a
fiecarei perechi ordonate este 1.
Submultimea f a produsului cartezian E X F este
f={&5}
Definitie. Diagonala unei multimi E se defineste ca fiind relatia
A={(x,x)|x e E}
submultime a lui E X E.
Exemplu. Fie E = {2,4,6,8}. Produsul cartezian al lui E cu E
este: EX E = {(2,2), (2,4), (2,6), (2,8), (4,2), (4,4), (4,6), (4,8), (6,2), (6,4),
(6,6), (6.8), (8,2), (8,4), (8,6), (8.8)}
Diagonala multimii E este
A={(2,2), (4.4), (6,6), (8.8)}
Definitie. Fiind data o relatie f Intre E, F' se numeste domeniul
de definitie al lui f multimea:
[Mmf:{x‘xeEsMLy)efpmmucdpmmuny&nF}
iar imaginea lui f multimea:
Imf= {y| ye F si (x,y) € f pentru cel putin un x din E}.
Relatia inversa lui f se defineste ca fiind urmatoarea submultime a
lui FXE:
=1 l@yer).
Exemplu. Fie E = {2,4,6,8}, F = {3,5,7,9}. Produsul lor cartezian
este: E X F={(2,3), (2,9), 2,7), (2,9), (4,3), (4,5), (4,7), (4,9), (6,3), (6,5),
(6,7),(6,9), (8,3), (8.5), (8,7),(8,9) }
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Din multimea E X F alegem perechile ordonate care au
proprietatea:

"suma elementelor perechilor ordonate este egala cu 9".
Avem :
f={ Q1. (4.5.63) ) &f={(yeXx¥|x+y=9}
Pentru acest exemplu

Dom f={2,4,6}
Imf=1{7,53}
f1=10.2.(54).(.6)

in cele ce urmeaza, pentru a marca faptul ca (x, y) € f, vom utiliza

notatia:
xfy.
Definitie. O relatie de echivalenta pe o multime nevida E este
orice semn " =" intre E si E care verifica urmitoarele trei proprietiti:

1) Reflexivitatea: x = x, VxeE:;

2) Simetria: X<y = y=Xx, Y x,y € E;

3) Tranzitivitatea: (x~ysiy=z) =>x=z, Vxyze E.

Exemplu.

1) Relatia de egalitate definita pe multimi;

2) Relatia de congruentd si de asemdnare definitd pe multimea
triunghiurilor.

Clase de echivalenta.

Fie E o multime nevida pe care s-a definit o relatie de echivalenta
notatd " = ". Fiecarui element x din E i putem asocia clasa sa de echivalenta
notata:

x={yly =2}

Definitie. Multimea £ _ {

;‘ xe E} tuturor claselor de echivalentd

in raport cu relatia "=" se numeste multimea cdt (sau factor) a lui E prin
relatia "=".

Teorema. Douia clase de echivalentid sau coincid sau sunt
disjuncte.

Demonstratie. Dacd x =y si ze X (adicd z ~ x) atunci z=y (din
tranzitivitatea relatiei ~). Dinz~y avemze y ,adici X < y . Analog
rezultd incluziunea inversd de unde X = y . Si presupunem acum ci
xnuesteinrelatiecu ysica X N y #@.

Atunci ze X N )A/ implicd (x = z §i z = y) adicd x = y ceea ce este in

contradictie cu presupunerea.
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Definitie. O relatie de ordine pe o multime E este o relatie "< "
intre E i E care verifica proprietatile:

1) Reflexivitatea: x < x, Y xeE;

2) Antisimetrie: (x<ysiy<x)=>x=y, VxyeE ;

3) Tranzitivitate: (x<ysiy<z) = x < z Vx,y,zeE.

Exemplu.

1) Relatia de incluziune definita intre multimi;

Definitie.  Numim multime ordonata orice pereche (E, <) formata
dintr-o multime nevidd E si o relatie de ordine "<" pe E. Notam E in loc
de (E, <), 1In cazul in care nu exista pericol de confuzie privind "<" .

Exemplu.

1)(N ,<) este o multime ordonata.

Definitie. O relatie de ordine "<" pe o multime nevidd E este o
relatie de ordine totala daca pentru orice x,y din E avem saux<ysauy <x.

Exemplu.

relatia "<" definita pe N, Z,Q si R este o relatie de ordine totala.

Definitie. O multime ordonatd (E, <) se numeste multime fotal
ordonata daca relatia de ordine "<" este totala.

Exemplu.

1)(N ,2), (Z ,<) sunt multimi total ordonate.

Definitie. O relatie de ordine f a produsului cartezian E X E este
numitd de ordine partiald, daca exista cel putin un element x din E si un
element y din E, pentru care nu avem adevarata nici una din relatiile x fy
sauy fx.

Exemplu.

1)In multimea partilor unei multimi relatia de incluziune nu este o
relatie de ordine totala.

Definitie. O relatie f intre elementele unei multimi este de ordine
strictd daca nu este reflexiva, nu este simetrica dar este tranzitiva.

Exemplu.

Dintr-o multime de oameni, relatia f “... este urmas al lui ...” este
o relatie de ordine stricta.

Nu putem avea “a este urmas al Iui a” deci relatia nu este reflexiva.

Daca avem “a este urmas al lui ”, nu mai putem avea “b este
urmas al lui a”. Aceasta spune ca relatia nu este simetrica.

Daca “a este urmas al lui b” si “b este urmas al lui ¢”, atunci
spunem cd “a este urmas al lui ¢”. Relatia este deci tranzitiva.
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Exercitii

1.Demonstrati cd o relatie simetricd si tranzitivad pentru care orice
element satisface cele doua relatii, este si reflexiva.

2.Pe multimea dreptelor din plan definim relatiile:

a)Relatia f asociazd oricare doua drepte paralele sau identice;
b)Relatia g asociaza oricare doua drepte perpendiculare.
Care sunt proprietatile si felurile relatiilor de mai sus?

3.Pe multimea punctelor unei drepte d din plan definim relatiile:

a)Relatia f asociaza oricare doua puncte cu conditia cd primul este
la dreapta celui de-al doilea;

b)Relatia g asociazd doud puncte astfel Incat primul este identic
sau la stanga celui de-al doilea;

Care sunt proprietatile si felurile relatiilor de mai sus?

4.In cercul C(O,r) doud coarde oarecare sunt in relatia f dacd sunt
egal departate de centrul cercului. Demonstrati cd aceasta relatie este de
echivalenta.

5.In multimea studentilor din Roménia considerdm relatiile :

a)Relatia f asociaza oricare doud persoane cu aceleasi medii;

b)Relatia g asociaza oricare doud persoane cu aceeasi varsta;

c)Relatia & asociazd oricare doua persoane care locuiesc Tn mediul
urban.

Care sunt proprietatile si felurile relatiilor de mai sus?
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Capitolul IV. Functii

1. Notiunea de functie.

Definitie. Fie X, Y multimi nevide. Se numeste functie definita pe
X cu valori in Y orice relatie f intre X, Y care verificd urmatoarele
conditii:
F,) Dom f = X, adica pentru orice x € X existd y € Y astfel Incat
(xy) € fi
F,) Relatia f este univocd, adicd dacd (x, y;) € fsi (x, y») € f
atunci y; = y».
in acord cu F,), pentru fiecare x € X notam cu f(x) unicul element
y € Y astfel incat (x, y) € f. Simbolul f(x) se numeste valoarea lui f in
punctul x, sau imaginea lui x prin f.
O functie se noteazd indicand cele doud multimi si legea de
corespondenta astfel:
[iX-= Y f=f0 1 XY frx—fx);y=flx), xe X;y=fx); f;
Exemple.
1)Fie X multimea tuturor oragelor din Romania, iar B multimea
tuturor judetelor din Romania.
Definim functia f: X — Y prin: oricarui oras i se asociaza judetul sdu.
Pentru aceastd functie avem, spre exemplu, f(Tg-Jiu) = Gorj, f(Craiova) =
Dolj, etc.
2)Fie AX) multimea tuturor pdrtilor lui X. Definim fAX) — AX)
prin flA, B) = AUB.
Fie A c X si B acea parte a lui Y care corespunde prin f lui A.
Spunem ca B este imaginea directda alui A prin f si scriem flA) = B.
Daca imaginea lui X prin f consta dintr-un singur element al lui
Y, spunem ca functia f este constanta.
Astfel, conceptul de functie trebuie Inteles ca un triplet format din
domeniul de definitie, multimea in care se iau valori §i relatia dintre ele.
Functiile f: E; — F), f,: E;— F, sunt egale daca:
D E =E,,
2) Fi=F,,
3) fi(x) = fo(x) pentru orice x € E|.
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Definitie. Fie U multime si A submultime a sa. Definim 1,:U —
{0,1} prin:

B 0,pentru x¢ A
4T 1, pentru xe A

si 0 numim functia caracteristica a lui A.
Exemplu. Daca U = {1,2,3,4,5,6,7,8} atunci
lui A={2,4,5,7,8} ii corespunde secventa

O (1|0l 1{1|0|1|1

2. Moduri de a defini o functie.

Exista doud moduri de a defini o functie:

a) Functii definite sintetic. In multe cazuri functia f : X — Y poate
fi definitd numind pentru fiecare element in parte din X elementul ce i se
asociaza din multimea Y.

Exemplu. Fie X ={a, b, ¢, d} si Y={a, e, f}. Definim fX-—>Y

prin:
f@=af)=ef(o)=a;f(d)=f
f

a a R

R In fig 1 sagetile indicd legea de definire
b > € a functiei f de la multimea X la
c multimea Y.
d » f

In tabelul aldturat in prima linie sunt
trecute elementele multimii pe care este

a b c d

definita functia, iar in linia a doua
elementele din multimea unde functia ia
valori.

X
fx) | a e a f

b) Functii definite analitic. O functie f : X — Y poate fi definita
specificand o proprietate (relatie) ce leagd un element arbitrar x € X de
elementul f(x) din Y.

Exemplu. Daci E (x) = x° atunci putem defini functia

f:R—>R, fx)=x.

-29-



3. Compunerea functiilor.

Fie X, Y, Z multimi nevide si f:X—Y, g:Y—Z functii. Din definitia
functiei f deducem cd pentru orice element x € X existd un unic
element notat fix) din Y. Cum f{x) € Y din definitia functiei g deducem
ca existd un unic element notat g(f (x)) din Z. Prin urmare perechii de functii
(f.g) 1i corespunde o noua functie notata gof si numita functia compusa a lui
f prin g care aplicipe X 1n Z.

Definitie. Functia gof:X—Z se defineste prin (g°f)(x) = g(f (x)),
V xe X.
Schematic functia geof poate fi reprezentata cu ajutorul diagramei:

A ¥

o i

=

Exemplu. Daca fR—R si g:R—R sunt definite prin fix) = x + 5 si
g(x)=3-x atunci g°f:R—R se defineste prin
(82N() = g(fx) =3 - (x+5) =2 -x.

Observatie 1. Daca notdm cu y argumentul functiei g, iar functia
insasi cu g(y), atunci functia compusa se obtine substituind argumentul y
prin f (x), deci g(y) = g(f (x)) = (89/)(x)

Observatie 2. Daca gof are sens nu rezultd ca si fog are sens. Daca
g°f, fog au sens, atunci, in general fog # gof;

Teoremd. Compunerea functiilor este asociativa, adica pentru
orice functii f:X—Y, g:Y—>Z si h:Z—V avem (hog)°f = h © (gof).

4. Graficul unei functii
Definitie. Daci f-X—Y, atunci multimea G={(x,y) | y=fx), xe X}
XXY se numeste graficul lui f.
Exemplu. Daca X={a, b, ¢, d}, Y={1, 2,4} si fX—Y prin
fla)=2, fib)=1, flc)=2, fld)=4

G={(a.2), (b.1), (c,2), (d.4)}

atunci

4.1. Functii numerice §i reprezentarea grafica a lor

Definitie.  f:X—Y se numeste functie numerica, daca X, Y sunt
submultimi ale multimii numerelor reale.
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Exemplu. f:R—R, fix)=x+10

Fie f:X—Y functie numerica si Gy graficul sdu. Fie xOy un sistem
de axe perpendiculare din plan. Dacd (x,y) este un element din G, atunci i
asociem punctul P(x,y) din plan (x abscisa, iar y ordonata punctului P).
Multimea tuturor punctelor din plan de coordonate x si y unde (x,y) este un
element oarecare din G; se numeste reprezentarea geometrica a graficului
functiei f. Fard a face vreo confuzie 1n loc de reprezentarea geometrica a
unei functii spunem graficul functiei f.

Exemplu. Daca X={1, 2, 3,4}, Y={1, 2,4} si X—Y prin

fD=2, f(2)=1, f(3)=2, fih)=4

G={(1,2), (2,1), 3.2), (4.4)}
Reprezentarea geometricd a multimii G, este multimea punctelor A(/,2),
B(2,1), C(3,2), D(4,4) din figura:

atunci

#

B

:
=
N

5. Functii injective, surjective, bijective. Inversa unei functii.

Definitie.  Spunem ca o functie f:X—Y este injectiva daca pentru
orice doua elemente x;,x,€ X cu x;#£x,=> flx;)#f(xy).
Exemple schematice.

X Y

| —
- 1°) f aplica pe X in Y. Cum x;2%, $i f(x;)=f(x>)

aplicatia nu este injectiva.
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b 2°) f aplicd multimea X in multimea Y. Avem

N xpEx#Ex3=> flx;) #f(x2) #f(x3)

\ si deci aplicatia este injectiva.

Definitie. Spunem ca f:X—Y este o functie surjectiva daca pentru
orice element ye Y existd cel putin un element xe A astfel incat fix)=y.
Exemple schematice.

i) f: XY este o aplicatie surjectiva.

f
7-‘ ii) functia f:X—>Y nu este o aplicatie
‘ surjectiva deoarece elementul beY nu este

imaginea prin f a nici unui element din X.

Definitie. O functie £ X—Y simultan injectivd si surjectiva se
numeste functie bijectiva.
Exemplu schematic.

X
f
- Observam ca oricarui element din X i
- corespunde un unic element din Y.
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Pentru functiile £:X—X, f(x)=x vom folosi notatiile /y sau idy si citim
functia identica a multimii X.

Inversa unei functii

Definitie. Spunem ca f:X—Y este o functie inversabila daca exista
o functie g:Y—X astfel incat gof=1Iy si fog=1y.

Exemplu. Daca X={1, 2, 3, 4}, Y={a, b, c, d} si iX—>Y definita
prin f{(1)=b, f(2)=a, f(3)=c, f(4)=d
atunci existd functia inversd f:¥Y —X definitd prin f'(b)=1, f'(a)=2,
fl(e)=3, f(d)=4.

Daca exista g cu proprietatile din enunt atunci
g=1x2g=(g °f)°g=g °(fog)=g °Iy=g deci, inversa unei functii daca exista este
unici. Vom nota inversa functiei fcu f, ca in exemplul dat.

Definitie.  Multimea tuturor elementelor din X a caror imagine
prin f este Y, spunem cd formeaza imaginea reciprocd prin f a lui Y si se
noteaza cufj(Y).

Din f{X)=Y urmeaza f’(Y)2X.

Observatie. Graficele functiilor f, f' sunt simetrice fata de prima
bisectoare a axelor.
intr-adevir, fie yo=f(xp), deci xo=f ! (o), punctul B(xy,yp)e Gy, iar punctul
A(yp,x0)€ Gf'l ; deci punctele B(xy,yg) si A(yp,Xp) sunt simetrice fatd de prima
bisectoare, deoarece prima bisectoare este chiar bisectoarea unghiului xOy.

6. Functii monotone, functii pare, functii impare.

Definitie. Fie X, Y submultimi ordonate ale lui R. Spunem ca
[ X—>Y este crescatoare (respectiv descrescdatoare) dacd x<y in X implica
J0)Sf(y) (respectiv flx)=f(y)) In Y.
Inlocuind peste tot "<" cu "<" (si respectiv ">" cu ">") obtinem notiunile de
functie strict crescatoare (respectiv functie strict descrescatoare). Functiile
crescdtoare si functiile descrescatoare alcdtuiesc la un loc clasa functiilor
monotone. Clasa functiilor strict monotone se defineste similar.

Exemplu. Functia fiR,—R,, fix)=x+1 este o functie strict
crescatoare.

Observatie. Fie f:X—R si M, NcX submultimi nevide. Dacad f este
strict crescatoare pe M si N atunci f nu rezulta ca este strict crescatoare si pe
MON.

Intr-adevar, functia f{x)=——, xe R\{0} este un exemplu suficient.
X

Pe M=(-»0,0), N=(0,+0) functia este strict crescatoare, dar pe MUN= R\{0}
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nu este strict crescitoare cum ar fi de exemplu pentru -I<I=
f(-1)>f (1).

Fie DcR o submultime reald simetricd fatd de originea axelor si
f:D—R.

Definitie. Functia f se numeste functie para daca f(-x)=f(x) pentru
orice xe D.

Exemplu. Functia f:R—R, f (x)=x > este o functie pari.
Graficul siu este simetric fata de axa Oy, adici V (a,b)eR’ apartinind
graficului, simetricul sdu (-a,b) fata de axa Oy apartine graficului.

Definitie. Functia f se numeste impara dacd f(-x)=-f(x) pentru
orice xe D.

Exemplu. Functia fR—R, f(x)=x" este o functie impari;
Graficul unei functii impare este simetric fatd de originea axelor, adicd
Y (a,b)e R’ apartinand graficului, simetricul siu fati de origine (-a,-b)
apartine graficului. O functie care nu indeplineste conditiile de mai sus se
numeste functie fara paritate.

7.Exercitii

1.Fie functia f:R—R definita prin:
Sx—2, daca x<1
f(x)=4-7, daca 1<x<5
-2x+ 3, daca x =5

a)Sa se calculeze f{-3), f(-1), f(3), f(5), fl6) ;

b)Sa se traseze graficul functiei f.

2.Folosindu-se diagrama asociatd unei functii sd se determine
numarul functiilor injective de la multimea A={a,b} in multimea B={c.d,e}.
Exista functii surjective de la A la B?

3. Consideram functiile:

fiR - R: f(x>={

3x—1, daca x<0

x, daca x>0

2 . < _
2:R > R: g(x)={x , daca x< -1

Determinati g°f, fog .

x—1, daca x>-1
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4. Fie functia f:N—N definita prin:

f(n)z {1, daca n=0

ultima cifra alui 3", dacan=>1

a)Sa se arate ca fin+4)=f(n);
b)Sa se schiteze graficul functiei f.

5. Fie functia f:R—R definita prin:

3x, daca x>0
f(x)= 3
x, daca x<0

a)Sa se arate ca f este bijectiva;
b)Si se traseze graficele lui fsi .
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Capitolul V. Structuri agebrice

1. Lege de compozitie interna

Definitie.  Fiind datd o multime nevida M, se numeste operatie
algebrica internd sau lege de compozitie internd, definitd pe M, orice
functie

0:MxXM—M; (a,b) — p(a,b)e M.
Exemplu. Pe multimea @ (M) a tuturor partilor lui M definim:
p: P(M)x P?(M)— (M), (A,B)—=p(A,B)=AUB.

Observatie. Daca ¢:MxM—M este o operatie algebricd pe
multimea M, in loc de ¢ se mai folosesc notatiile:

-+ A 0,0, 0,0, 0®,0,Y, A etc.

Definitie. Fie M o multime pe care este datd o lege de compozitie
@. O submultime H a lui M cu proprietatea:

Y abeH = ¢p(a,b)eH
se numeste parte stabila a lui M in raport cu H.

Exemplu. Fie A multime si F(A)={f:A—A}. Definim operatia
algebrica:

P:F(A)XF(A)=F(A), (£.8)— ¢(f.8)=f og.

Notam prin H multimea tuturor functiilor bijective din F(A). Este
evident cd H este parte stabila a lui F(A).

Observatie. Daca H este parte stabild a lui M 1n raport cu legea de
compozitie p:MxM—M, atunci pe H putem defini legea de compozitie:

¢ :HxH—H, ¢’(a,b)=p(a,b)e H, YV abeH.
si spunem cd ¢’ este legea de compozitie indusd pe H de catre ¢ sau ca
operatia din G induce o operatie pe H.

2. Proprietitile operatiei interne
Asociativitatea.
Definitie. Fie M#0 multime si p:MxXM—M o operatie algebrica

pe multimea M. Spunem cd ¢ este o operatie algebrica asociativa, daca:
Y a, b, ce M = ¢(a, p(b,c))= p(p(a,b), c).
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Exemplu. Pe multimea @ (M) atuturor partilor lui M definim
o: @(M)x ®(M)— P (M), (A,B)—p(A,B)=AUB.

Demonstram ca ¢ este asociativd. Avem:

9(A,0(B,0))= p(A, BUC)=AU(BUC) 1)

9(9p(A,B),C)= p(AUB,C)=(AuB) UC 2)
folosind (1) si (2) avem ca ¢(A,p(B,C))=p(p(A,B),C) din asociativitatea
reuniunii. In concluzie operatia algebrica definitdi mai sus pe multimea
partilor unei multimi este asociativa.

Comutativitatea.

Definitie. Fie M#@ o multime si p:MxM—M o operatie algebrica
pe multimea M. Spunem cé ¢ este o operatie algebrica comutativa, daca:

Y a, beM = o(a,b)=p(b,a).
Exemplu. Pe multimea @ (M) a tuturor partilor lui M definim:
o: @(M)x ?(M)— P (M), (A,B)—p(A,B)=AUB.
Demonstram ca ¢ este comutativa.
Avem:
»(A,B)=AUB 3
9(B,A)=BUA “
iar din (3) si (4) avem cd ¢(A,B)= ¢(B,A), adica ¢ este comutativa.

In cazul in care ¢ nu este comutativi, se spune ci ¢ este o operatie
algebrica necomutativa.

Element neutru.

Definitie. Fie M#@ o multime si p:MxM—M o operatie algebrica
pe multimea M. Spunem ca ec M este element neutru pentru operatia ¢,
daca:

YV ae M = g(a,e)=p(e,a)=a
Daca considerdm o operatie algebricd oarecare, notata prin:
A:MXM—M, (a,b)—alAb
atunci conditia de mai Tnainte a elementului neutru se scrie:
ale=eAa=a, ¥V ae M.

Exemplu. Fie A multime si F(A)={f:A—A}. Definim operatia

algebrica:
9:F(A)XF(A)—F(A), (f9)~> o(f.g)=f og.

Aplicatia identicd I, a multimii A este elementul neutru al
operatiei de compunere a functiilor din F(A).

Teoremd. Elementul neutru, daca exista, este unic determinat.

Demonstratie.

Presupunem ca e si e
algebrica "A". Avem:

" sunt elemente neutre pentru operatia

I_ 1
e=eAe'=e
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Elemente simetrizabile.

Definitie. Fie M#@ o multime si p:MxM—>M o operatie algebricad
pe multimea M cu element neutru e. Daca ae M este un element al lui M, se
spune ca a este simetrizabil fatd de operatia data, daca:

dbe M, astfel incat p(a,b)=p(b,a)=e ¥ a,be M.
Exemplu. Orice numar rational este simetrizabil 1n raport cu

. . . . a a
adunarea numerelor rationale. Simetricul lui — fiind ——.

Teoremd. Daci M#() este o multime, iar A:MxM—M,
(a,b)—aAb, este o operatie algebrica pe M, care admite element neutru
e, atunci e este simetrizabil, simetricul sau fiind e.

Demonstratie.

Avem eAe=e.

Teoremd. Fie M#® o multime inzestrati cu o operatie
algebrica asociativi A:MxM—M, (a,b)—aAb, si cu element neutru e.
Daca ae M este simetrizabil, atunci simetricul siu este unic.

Demonstratie.

Fie aeM iar b,ce M, simetrici ai lui a, adica aAb=bAa=e si
aAc=cAa=e atunci cA(aAb)=cAe=c iar (cAa)Ab=eAb=b. Operatia fiind
asociativa, avem cA(aAb)=(cAa)Ab de unde c=b.

Observatie. Daca operatia algebricd A nu este asociativd atunci
simetricul nu este unic.

Demonstratie.

Fie M={e, a, b, c} si A:MxM—M, (a,b)—aAb definita prin:

eAx=xAe=x, pentru orice xe M

aAa=aAb=bAa=e

cAa=a

cAb=bAc=b

cAc=alAc=bAb=c
Aceasta operatie nu este asociativa, de exemplu (aAb)Ac=c#e=aA(bAc).

Elementul a are ca simetrice pe a si pe b.

O multime nevidd M Inzestratd cu o operatie algebrica A o notam,
uneori prin perechea (M, A), punand in evidentd multimea si operatia
algebrica.

3.Tabla unei legi de compozitie.
Fie M o multime finita, M={a,, ay, . . .,a,}. in acest caz o lege de

compozitie p:MxM—M, se poate reprezenta prin ceea ce este cunoscut de
tabla operatiei ¢, care constd dintr-un tabel cu n linii §i n coloane afectate
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celor n elemente ale lui M. Tabla legii de compozitie ¢ contine la intersectia
liniei lui a; cu coloana a; elementul ¢(a;,a;) si este reprezentatd prin:

9 a; | a | | a | a,
a;

a

a; o(a;a;)

al‘l

Din tabla unei legi de compozitie datd pe o multime finita M se pot
verifica operatiile algebrice definite mai sus.

Spre exemplu:

-comutativitatea unei legi de compozitie, pentru ca operatia ¢ sa fie
comutativd trebuie ca elementul ¢(a;a;) de la intersectia liniei lui a; cu
coloana lui a; sa fie egal cu elementul ¢(a,a;) de la intersectia liniei lui g; cu
coloana lui a;.

Cu un rationament analog se verifica celelalte operatii.

Exercitiu. Fie C multimea numerelor complexe si H={1,-1,i,-i}

g

submultime a lui C. Pe H definim “*” (Inmultirea) prin:
o:HxH—H; (a,b)—a*b, ¥ a,bcH .
Folosind tabla legii de compozitie verificati ca operatia algebrica
definitd pe HXH este comutativd, admite element neutru §i element
simetrizabil precum si faptul cd H este parte stabila pe C.

4. Structura de monoid.

Definitie. O multime nevida M se numeste monoid in raport cu o

lege de compozitie:
O:MxXM—M; (a,b)—¢(a,b)

daca sunt indeplinite simultan relatiile:

M) ¢(a.p(b.c)=p(p(a.b).c),

M,) 3 ee M astfel incit p(a,e)=p(e,a)=a, ¥V a, b, ce M.
Daca 1n plus este Tndeplinitd si conditia
Ms) ¢(a,b)= p(b,a), ¥V a, beM

spunem cd monoidul M este comutativ.

Exemplu. Pe multimea ®(M) a tuturor partilor lui M definim:

p: P(M)x P(M)— (M), (A,B)—p(A,B)=AUB.
Atunci (PM), L) este monoid comutativ.
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Reguli de calcul intr-un monoid

Presupunem in continuare cd M este monoid cu element neutru e
si ca operatia algebrica de pe M este data in notatie multiplicativa (" - ).

Definim produsul unui numar finit de elemente aj, a,, ... ,a, (n=>1)
astfel:

a12;...a2,= (a;a;... 4,1 )a, & A;a;...3,= (a;2;...a)( ayg...a,) (1)

Daci a;=a,...=a,=a, In loc de a;a,...a, scriem a" si definim inductiv

puterile lui a astfel:
a’=¢; a'=a; a’=a-a; a’=a’a, ... .a"=a""a, . ...
Teorema. Oricare ar fi numerele naturale m si n avem:
a'l'n.al'l=a'l'ﬂ+l'l, (am)n=am~n

Dacd legea de compozitie a monoidului M este adunarea (+),

definim multiplii n ai lui a, cu ne N, astfel:

def (n—1Da+a dacan>0
o dacan=0

Rezultatul din teorema se scrie aditiv astfel:
ma-+na=(m+n)a, n(ma)=(nm)a oricare ar fi m, ne N.

5.Structura de grup

Definitie. Se numeste grup o multime nevida G, Inzestratd cu o

operatie algebrica:
@:MxXM—M; (a,b)—¢(a,b)

care satisface urmatoarele conditii:

G1) p(a,0(b,c))=p(p(a,b).c),

G,) deeM astfel incit p(a,e)=p(e,a)=a, ¥ acM,

G3)orice element din G este simetrizabil, adica:

Y ae G, I a e G astfel incit p(a,a )=p(a ,a)=e.

Daca in plus operatia algebricd ¢ este comutativa, se spune ca grupul este

comutativ sau abelian.
. . o 1w e+ . .. 3 ..
Exemplu. Fie G multimea radacinilor ecuatiei x’=1. Definim *“¢”

(Tnmultirea-notatia multiplicativa) prin:
*:GXG—G; (a,b)—ab, V a,beG
atunci (G, °) este grup abelian.

Subgrup.

Definitie. Spunem ca o submultime nevidd H a grupului G este un
subgup al lui G, dacd operatia algebricd din G induce pe H o operatie
algebrica fata de care H este grup.
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Exemplu. Fie n>0 numir intreg si nZ={nh ‘ heZ} multimea
multiplilor lui z. In aceste ipoteze nZ este subgrup al grupului (Z,+).

Teorema. Fie (G,*) grup cu element neutru e si H o submultime
nevida a sa. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1) H este subgrup al lui G,

2)

1°) V a,be H produsul ab, efectuat conform operatiei
din G, este un element din H,

2%eeH,

3% V aeH, inversul siiu a”’ in G, apartine lui H,

3) V abeH,ab”’ (saua’b) efectuat in G, apartine lui H.

Demonstratie. Exercitiu

Observatie.

Daca G este un grup, atunci G Insusi este un subgrup al lui G,
numit subgrupul total al lui G. De asemenea submultimea {e} a lui G este
subgrup, numit subgrupul nul al lui G. Subgrupul total si subgrupul nul al
lui G se numesc subgrupuri improprii ale lui G. Orice subgrup diferit de
acestea se numeste subgrup propriu.

Reguli de calcul intr-un grup.

Dacd ay, as, . . . ,a, (n=0) sunt elemente ale unui grup G (in notatie
multiplicativd) cu element neutru e, atunci

(aiar . .. an)’lzan’l. .. az'lal'l
Intr-adevir, tinand cont de asociativitatea operatiei multiplicative avem:

(a1ay . .. ay)(aa; . . .an)’lz(an'l. .. az’la{l) (ai1ar . . . ay)=e.

in particular (ctb)'lzla'la[1 iar dacd a;=a,=. .. =a,=a, atunci pentru
orice n>0 are loc

@y'=@"" (1

intr-adevar, (") '=((a™'=((a") " "=(a) "=(a”")".
Observatie. Relatia (1) se extinde si pentru n<0.
Ca si la monoizi si la grupuri, pentru orice numere naturale m §i n avem:
am.an=am+n, (am)n=am-n
mai mult Intr-un grup sunt adevarate regulile de simplificare:
1%Daci (a, b, ce G si ab=ac) atunci b=c;
2%Daci (a, b, ce G si ba=ca) atunci b=c

6.Structura de inel

Definitie. Se numeste inel o multime nevida /I, inzestratd cu doua
legi de compozitie notate de obicei "+" si "-", astfel Incat:
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a) (I, +) are o structurd de grup.

b) operatia "-" este asociativa.

c) operatia "-" este distributiva in raport cu legea "+".

Pentru a evidentia faptul cd pe multimea / s-au considerat doua
operatii vom nota (/,+,-).

Exemplu. Fie Z[il={a+bi | a,be Z }. Daca definim:

+ : Z[i]x Z[i]— Z[i] prin (a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)ie Z][i]
si
- Z[i]x Z[i]— Z[i] prin (a+bi) - (c+di)=(ac-bd)+(ad+bc)ie Z[i]
atunci (Z[i],+,-) este inel.

Observatie. Dacd multimea [ este formata dintr-un singur element
a atunci putem defini o singur structurd de inel punind a+a=a-a=a. In acest
caz a=1=0 iar I se numeste inel nul. Un inel care contine cel putin doud
elemente se numeste inel nenul;

Observatie. Daca legea de compozitie a inelului [ are
proprietatea de comutativitate atunci inelul 7 se numeste comutativ;

Observatie. Inelul I se numeste unitar sau inel cu element unitate
daca operatia de "-" are element unitate.

Teoremad. Fie (I,+, *) un inel. Daci 0 este element unitate pentru
operatia ''+" din I, atunci 0-a=a-0=0, pentru orice a€l.

Demonstratie.

Avem 0-a=(0+0)-a=0-a+0-a si deci adunand la ambii membri ai
acestei relatii pe —(0-a), obtinem 0-a=0. Pentru cealaltd egalitate scriem
a-0=a-(0+0)=a-0+a-0 si deci adunand in ambii membri pe -a-0 se obtine
a-0=0.

Daca (I,+,) este un inel unitar, atunci elementele lui / simetrizabile
in raport cu operatia "-" se numesc elemente inversabile sau unitati ale
inelului /. Inversul sau simetricul lui a in raport cu legea "-" se noteaza cu
a iar in raport cu legea "+" se noteazi cu -a. Multimea unitatilor lui / se
noteazd cu U(l). Elementul unitate / al inelului 7/ este unul din unitatile
inelului 7 si are rol de element neutru in grupul (U()),-).

Definitie. Elementul acl, se numeste divizor la stanga (la dreapta)
al lui zero daca exista bel, b+0, astfel incat a-b=0 (b-a=0).

Daca inelul este comutativ, atunci b-a=a-b=0 si deci notiunile de
divizor la stdnga si divizor la dreapta al lui zero coincid.

Definitie. Un inel (I,+,-) nenul, comutativ, unitar si fara divizori ai
lui zero diferiti de zero se numeste domeniu de integritate sau inel integru.

Subinele

Definitie.  Fie (I,+,-) un inel i S o submultime nevida a sa. S se
numeste subinel al lui I daca operatiile din I induc pe S o structura de inel.
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Din definitie rezulta, in particular, ca S este subgrup al grupului
(I,+) si S este o parte stabild a lui / 1n raport cu operatia "-".

Prin urmare conditiile:

Si)a-be S, pentru orice a,be S;

S2)a-be S, pentru orice a,be S;
sunt conditii necesare si suficiente pentru ca S sa fie un subinel al lui I.

Observatie. Daca (I,+,-) este un inel, atunci I si submultimea {0}
a lui I este subinel.

7. Structura de corp.

Defintie. Un inel (K,+,)) unitar si care contine cel putin doud
elemente se numeste corp daca orice element nenul din K este inversabil
fata de operatia "-" din K.

Existenta elementelor inversabile este asiguratd de faptul ca inelul
admite element unitate Tn raport cu operatia "-".

Faptul ca elementul unitate al operatiei "-" este diferit de elementul
unitate al operatiei "+" este asigurat de faptul cd inelul este diferit de inelul

nul.

Exemplu. Fie d #0,]1 numir care nu se divide prin patratul nici
unui numdr prim. Notdm

le/gjz {a+bx/ga,be Q}

+:Ql\/EJ><Ql\/EJ—>Ql\/EL
(a+b\/g)+(u+v\/g)=(q+u)+(b+v)\/ae Ql\/EJ

si
-:le/EJle\/EJe Ql\/zl
(a+0Vd )-(u+ v )= (au+dbv)+ (av+bud e Q4 |
Atunci (Q l\/g L+,-) este corp.

Teoremd. Orice divizor al lui zero intr-un inel nenul 7 nu este
inversabil.

Demonstratie.

Fie a un divizor al lui zero la stinga, adica exista b=0, bel astfel
incat ba=0. Daca a ar fi inversabil in I, atunci ar exista a’el astfel incat
aa’= a’a=1. Deducem c@ baa’=0a’=0=b lucru care intrd in contradictie cu
b#0. In concluzie un corp nu are divizori ai lui zero diferiti de zero.

Definim:
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Definitie. Un corp se numeste comutativ daca
comutativa.

Observatie. Deoarece orice corp este inel, toate proprietatile
inelelor raman valabile 1n cazul corpurilor.

Subcorpuri.

Definitie. O submultime nevidd k a unui corp (K,+,") se numeste
subcorp dacd operatiile de inmultire si adunare de pe K induc pe k operatii
algebrice impreuna cu care este corp.

Din definitie deducem: k impreuna cu operatia aditiva este subgrup
1n K, ceea ce este echivalent cu

a) oricare ar fi x,ye k=>x-yek
iar din faptul ca elementele din k\{0} formeazd subgrup al grupului
elementelor nenule din K, avem:

a)oricare ar fi x,ye K\{0}=xy ek .

Exemplu. (Q,+, -) este subcorp al lui (R,+, -)

Observatii.

1.Conditia x#0 putea fi eliminatd deoarece pentru x=0 se obtine
totdeauna xy e k.

2.Din definitia subcorpului rezultd ca orice subcorp contine
elementul nul si elementul unitate al corpului.

Caracteristica unui corp.

Fie K un corp si e elementul unitate la inmultire in K.

Definitie. Caracteristica lui K este cel mai mic numar natural p>0
cu proprietatea :

este operatie

O=pe=e+e+...+e, de p ori.

Daca nu existd nici un numar natural cu aceasta proprietate vom
spune cd, corpul K este de caracteristica 0.

Teoremia. Numirul p cu proprietatea de mai sus daca exista
este prim.

Demonstratie.

Daca p=p,p,, atunci pe=(p,e)(p,e) si pe=0, iar K fiind corp, se
obtine p,e=0 sau p,e=0.
Din proprietatea de minimalitate a lui p se obtine sau p,=p sau p,=p.
Se noteaza

def . =
C(k)zf min{f ne N |n-1, =0} *
0, n-1, #0 Vne N

Teoremd. Orice domeniu de integritate are caracteristica 0 sau
un numar prim p.

Demonstratie.
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Fie K domeniu de integritate si presupunem caracteristica lui k# de
un numar prim = c(K)=mn=1<m,n<c(K).
mlg nlg=mnlg=c(K)Ix=0—>mlg=0 sau nlg=0. Din prima relatie rezultd
m>c(K) iar din a doua n>c(K) ceea ce este absurd.

8.Exercitii

1.Pe R se defineste legea de compozitie “*” :
*  RXR—-R, (x,y) — x*y=xy+2ax+by
Determinati a,b€ R astfel incat legea de compozitie “*” sa fie
comutativa si asociativa.

2.Pe R se defineste legea de compozitie “*” :
* ' RXR =R, (x,y) = x*y=xy-4x-4y+20
Aratati ca (G,*) este monoid comutativ.

3.Pe R se defineste legea de compozitie “*” :
* RXR—R, (x,y) = x*y=ax+by+c; V a,b,cE Rsiab#0.
Determinati valorile lui a,b,c pentru care (R,*) este grup cu
elementul neutru 2005.

4.Fie a,b,c€ R. Pe R se definesc legile de compozitie “A” §i “*” :
A:RXR >R, (x,y) > x A y=ax+by-2, V x,y€ R
*RXR—R, (x,y) > x * y=xy-2x-2y+c, V x,y€ R
care sunt valorile lui @,b,c€ R astfel incat (R, A,*) sa fie corp?

5.Pe C se defineste legea de compozitie “*” :
*: CXC —=C, (21,20) = z1*00=2120+i(21+22)-1-1
Se cere:
a)Elementul neutru;
b)Elementele simetrizabile;
¢)Sa se rezolve ecuatia z*(i-1)=3+i.

45-



Capitolul VI. Analiza combinatorie

Teoremd. Daci A este o multime cu n elemente, iar B o multime cu
m elemente atunci AXB are n-m elemente, adica:
|axB|=|a||B]

Demonstratie.

Observam ca pentru fiecare ae A putem construi n perechi ordonate
de forma (a,y), cu ye B. Cum B are m elemente, numarul total de perechi
ordonate este n-m.

Definitie. Fie A multime cu n elemente. Multimea A se numeste
ordonata daca fiecarui element al sau i se asociaza un anumit numar de la /
la n, numit rangul elementului, astfel Tncét la elemente diferite ale lui A
corespund numere diferite.

1. Aranjamente

Definitie. Dacd A este o multime cu n elemente atunci

submultimile ordonate lui A avand fiecare cite r elemente, unde 0 <r<n, se

numesc aranjamente de n elemente luate cate r si se noteazd A | .
Teoremd. Numdrul aranjamentelor de n obiecte luate cdte r
estedatde A" =n(n—1)n—-2).(n—r+1).
Demonstratie.  in constructia unui aranjament de r -elemente
dintr-o multime A cu n elemente, la fiecare pas p se poate alege un
element dintr-o multime cu n—-(p—-1)=n-p + 1 elemente. Aplicam

regula produsului |A X B ‘ = ‘A | : ‘ B | si rezulta ce era de demonstrat.
Observatie. Un calcul simplu conduce la

nn—1)(n—-2).(n—r+1)= (n%‘r)'

unde n!=n(n-1)...3-2-1 (citeste ,,n factorial”).

.. . . 0_1 i A0 _
Notafii:  Prin conventie, punem A, =1 §1 A; =1. Cu aceste

notatii

A’ =—')|, pentru0<r<n; 0!=1.
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Exemplu. Numarul de moduri in care pot fi asezati 3 studenti pe 6
locuri este:

Al=6-5-4=120.

2. Permutari

Fie n 2> 1, intreg fixat. Aranjamentele de n elemente dintr-o
multime A cu n elemente (distincte) se numesc permutdari ale multimii A.
Numarul P, = A,'; =n!. Prin conventie, se extinde aceastd formula si la
cazul cind A = @, pundnd Py=0!=1.

Exemplu. Cate moduri posibile de asezare a 9 oameni in jurul
unei mese pot fi facute ?

Solutie. Fie A = {ay, ay, ..., ay} multimea celor 9 oameni.
Notam cu X multimea tuturor permutarilor §i cu Y multimea permutarilor
din jurul meselor, din A. Definim functia f: X — Y stabilind ca pentru
orice permutare Xxi, X, ..., Xo, f(X|, Xz, ..., Xo) este permutare circulard
legdind x; si xo Tmpreuna pentru a forma un cerc. Este clar ca functia f
este bijectiva si cele 9 permutari:

X1 X2 ... X9, XpX3... XgX1, Xog, X1y ..., Xg
sunt corespondente permutarile circulare.

|
Avem | Y| 2%2 81=40320.

Analog, numarul agezarilor a n oameni in jurul unei mese este
n!
—=(n-1).
n
3. Combinari

Definitie.  Fie A o multime cu n elemente (n > 1)si r fixat,
1<r<n . Se numeste combinare de r elemente din A orice submultime a
Iui A avand r elemente.

Teoremd. Numdarul C de combindri de r elemente ale unei
multimi A cu n elemente este
Cn,:n(n—l)(n—Z)...(n—r+1): n! .
r! r! (n - r) !
Demonstratie. Fie B = {ay, a,, ..., a;} o combinare fixatd de r
elemente din A. Putem asocia acestei combinari r ! aranjamente de r
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elemente din  A. In felul acesta, se obtin toate aranjamentele. Asadar
r!C = A’ de unde rezultd formula din enun.
Conventii. ~ Vom extinde formula combinarilor si la cazul r = 0,

prin CS =1 (existd o singurd submultime cu O elemente, anume @). De

0
asemenea, C, =1.

Aceste conventii sunt compatibile cu o conventie mai veche 0! = 1.
Trebuie remarcat ca natura elementelor multimii A nu joacd nici

un rol pentru calculul lui C:f (ceea ce explica absenta multimii A din

X k .. e ~ »
notatie). De aceea, C’ se mai citeste ,,combindri de n luate céte k”.

n

Exemplu. Se dau cinci puncte distincte intr-un plan, oricare patru

necoliniare. Cate patrulatere se pot forma avand varfurile In cele patru
puncte ?

Solufie. Avem C; =C;*=Ci=5 patrulatere.

4. Principiul cuibului

Teorema 1. (Principiul cuibului). Daca n obiecte sunt plasate
in m cdsute si n >m, atunci existd cel putin o cdsutd care contine doud
sau mai multe obiecte.

Principiul cuibului vine de la un chinez care a spus: cand pui
porumbei in cuiburi cu mai multi porumbei decét cuiburi, atunci cel putin
doi porumbei trebuie pusi in acelasi cuib.

Exemplul 1.  Printre cele cinci numere intre 1 si 8, sunt cel putin
doua din ele care adunate dau 9.

Solutie.  Putem divide multimea {1,2, ... ,8} in patru submultimi
distincte unde fiecare are doud elemente care adunate dau 9: {1,8}, {2,7},
{3,6}, {4,5}. Cand selectezi cinci numere din aceste patru submultimi, cel
putin doud din cele cinci numere selectate trebuie sd fie din aceeasi
submultime. Suma elementelor fiecéreia este 9.

Exemplul 2. Aratam ca 1n fiecare grup de doi sau mai multi
oameni existd doi oameni care au acelasi numar de prieteni (Este presupus
ca daca x este prietenul lui y atunci y este de asemenea prietenul lui x).

Solutie.  Presupunem cd sunt n oameni in grup. Numarul
prietenilor unei persoane x trebuie sd fie intre O si n-1. Daca existd o
persoand x* care are n — 1 prieteni, atunci oricine este prieten cu x*.
Astfel 0 si n— 1 nu pot fi ambele numarul de prieteni a unor oameni din
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grup. Deci principiul cuibului ne spune ca sunt cel putin doua persoane care
au acelasi numar de prieteni.

Teorema 2. Dacd n obiecte sunt plasate in m cdsute, atunci

. . - . n ,
una din cdsute trebuie sd contind cel putin [—} obiecte, unde
m

n n
[—} denota cel mai mic intreg sau egal cu — (adica, partea intreagi a
m m

. n
lui —).
m

5. Relatia de probabilitate

Sunt multe probleme in viata noastrd zilnicd legate de sansa,
posibilitate sau probabilitate. Cand aruncdm cu o moneda putem avea doud
avem pe partea externd Cap este 1 la jumatate sau 50 %. Cand rotim o
pereche de zaruri putem avea pe exterior o colectie de perechi de numere

intre 1 §i 6. Sansa evenimentului de a arunca cu un zar 6 este de —, pe

amandoud zarurile sd avem 6 este —-— = ,...(In acest caz spunem ca

6 6 36
rezultatul aruncarii cu un zar este independent de celalalt zar).
Probabilitatea ca un eveniment A sa se intdmple, este data de:

_ Nr.total de cazuri favorabile

Nr.total de cazuri posibile

Exemplu. Presupunem ca urna U; contine a; bile albe si b; bile
negre, i=1,2. Din fiecare urnd extragem la intdmplare cite o bila. Sa se
calculeze probabilitatea ca bila extrasa sa fie alba.

Solutie. Observdm cd numdrul cazurilor egal posibile este
(aj+by)(ay+b,) Intrucat un eveniment elementar posibil este o pereche (m,n),
unde m este bila provenita din U, si n este bila provenitad din U,. Fie acum A
evenimentul ca bilele extrase sd fie albe. Numadrul cazurilor favorabile
producerii lui A este a;a, Intrucat eveniment elementar favorabil lui A este o
pereche (m,n) formata cu o bild alba din U, si o bila alba din U,.
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a,d,

" (@, +b)-(a, +b,)

Deci : P,

6.Exercitii

1.Cate numere diferite se pot forma cu cifrele 0, 3, 5, 6, 7 daca
fiecare astfel de cifra intrd o singura data?

2. Dintr-un grup de 6 persoane se aleg un rector, un prorector, $i un
secretar stiintific, fiind interzis cumulul de functii. In cate moduri se poate
face alegerea ?

3. Cate numere diferite se pot forma cu cifrele 0, 3, 5, 6, 7?

4.Ardtati ca daca ay, ay, ..., ax sunt intregi nu necesar distincti,
atunci se pot gasi unele care adunate dau un numar multiplu de k.

5.Dandu-se zece numere ajp, dy, as, ..., ajp astfel incat 0 < g; <

100, demonstrati cd putem gasi submultimi A, B de forma suma
elementelor din A sd fie egald cu suma elementelor din B.
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Capitolul VII. Multimea numerelor naturale

1. Relatia de echipotenti. Cardinalul unei multimi.

Definitie. Fie A, B multimi. Spunem ca multimile A, B sunt
echipotente daca exista o functie bijectivd f:A—B.

Notam prin:

A=B

faptul ca A, B sunt echipotente.

Exemplu. Daca B={ a,b,c}, A={1,2,3} atunci f;A—B definita prin
f()=a, f(2)=b, f(3)=c este bijectiva, deci A,B sunt echipotente.

Teorema. Simbolul " =" este o relatie de echivalenta.

Demonstrafie.

Reflexivitatea: A = A rezulta din faptul ca /,:A—A este bijectiva.

Simetria: (A = B=B = A) rezultd din faptul ca dacd f,A—B este
bijectiva atunci si f':B—A este bijectiva.

Tranzitivitatea: [(A = B si B = C)]=>A=C rezulta din faptul ca daca
fA—B si g:B—C sunt functii bijective atunci si gef;A—C este bijectiva.

Relatia " = " fiind reflexiva, simetrica si tranzitiva este o relatie de
echivalenta, deci Tmparte multimile in clase de echivalenta.
Exemplu.

Ai={ar}, As{ar}, ..o An=land,
Bi={ ai,b:}, Bo={ ap.b2}, . .., By={an,bn}, . ..
Ci={ ai.bi,c1}, C={ az.brca}, . . ., C={ anbnsca}s - -
Multimile Aj, Ay, .. .,A,, ... formeaza o clasd. Multimile B, B,,
. .,By, . .. formeaza o alta clasa etc.

O clasd de echivalentd, definita de relatia de echipotentd, se
noteaza prin simbolul | | si se numeste numar cardinal sau puterea fiecarei
multimi din clasa respectiva.

Daca multimile A,B sunt echipotente, ele au aceeasi putere si li se
asociaza acelasi numar cardinal.

Notam cardinalul multimii A cu |A | .

Prin definitie

|Al=|B| e A=B
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2. Axiomele lui Peano

Multimea numerelor naturale constitue un sistem (N,0,f) format
dintr-o multime N, un element fixat Oe N al sau si o functie fN—N (numita
functie de succesiune) pentru care sunt satisfacute urmatoarele axiome:

P1) ne N=£(n)#0 (0 nu este succesorul nici unui numar natural)

P2) n,me N, f(n)=f(m)=>n=m

P3) (McN)MN0e M) AMne M=f(n)e M)y=M=N

Elementul O poartd numele zero.

Axioma P3) std la baza demonstratiei prin inductie (primul principiu
de inductie).

Teorema. Fie (N,0,f) un sistem Peano. Atunci:
DY yeN, y20, dxeN astfel incat y=f(x);
2) Oricare ar fi tripletul (M,0,g) format cu o multime nevida M, un element
0e M si o functie g:M—M existd o unica functie h:N—M, astfel incat ~(0)=
0 si hof=goh, adica h(fix))=g(h(x)), V xeN.
3) Daca (M,0,g) este de asemenea un sistem Peano, atunci f este functie

bijectiva.
Notam
fin)=n".
Presupunem indeplinite axiomele P;) — P;) pentru o multime N.
Notdm 0 * prin 1, 1¥ prin 2, 2* prin 3, . . . ceea ce conduce la:

N={0,1,23,...,n,...}
Elementele multimii N se numesc numere naturale. Numerele 0,
1, 2, 3, . . . se numesc respectiv zero, unu, doi, trei, . . . si sunt folosite
pentru a exprima cantitatea de elemente pentru multimile fard nici un
element, cu un element, cu un element si inca un element, . . .
Axiomele P1)-P3) poartd numele axiomele lui Peano si mai pot fi
formulate astfel:
P;) 0 nu este succesorul nici unui numar natural;
P,) numere naturale diferite au succesori diferiti;
P3;)daca M este o submultime a lui N (M < N), care contine
pe 0 si daci contine pe n va contine si pe n*, atunci M=N
Observatii:
e  QOrice numar natural n afard de O este succesorul unui alt numar
natural numit precedent al lui .
e in continuare notim N\{0} prin N,
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3. Operatii cu numere naturale.

Adunarea.
Teoremd. Exista o unica operatie algebrica pe N (notata prin
+ ” si numitd adunarea numerelor naturale astfel incit pentru orice
m,ne N sa avem:
AirO0+m=m
Apnt+m=(n +m)*
Demonstratie. Probam unicitatea. Pentru aceasta sa presupunem ca
mai existd o operatie algebrica “ @ ““ pe N astfel incat sunt satisfacute A; si
Az.

”

Fie P={n eN‘n + m=n @ m, pentru orice me N}cN
Din A; deducem ca Oe P (deoarece 0+0=0 si 0 @ 0=0) iar din A,
deducem ci dacineP,atunci n*+ m=n"@® me (n + m)'=(n @
m )" ceea ce este adevirat (lucru rezultat din axioma P, a lui Peano). Deci
P=N, adica cele doua operatii coincid.
Teoremad. Pentru orice m,ne N avem:
A':n+0=n
A% n+mt=(n +m)
Demonstratie. Fie P={me N | m+ 0=m}cN. Dacain A; facem
pe m =0, deducem ca 0+0=0, adica Oc P. Daca me P, (adica m + 0 = m),
atuncim*+0=(m+0) "=m", adicd m*e P, deci P=N. Anolog se probeazi
si a doua relatie.
inmultirea.
Teoremd. Exista o unica operatie algebrici pe N notata si
numiti inmultirea numerelor naturale astfel incat pentru orice m,n € N
sa avem:
Iitm-0=0
Lim-n"=m-n+m

nn

In cazul in care nu existd pericol de confuzie, vom scrie n-m=nm
pentru n,me N.
Teoremd. ¥ n,m € N avem:
1:0m=0
P:n*m=n-m+m

Pornind de la observatia cd o sumad de de mai multi termeni, toti
egali (de exemplu: 5+5+5+5), poate fi inlocuitd prin scrierea ce reprezintd
produsul dintre numarul termenilor i termenul 1n sine (in exemplul nostru
cu 4-5), s-a pus problema scrierii prescurtate a produsului a n numere egale
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ca valoare (de exemplu: 5:5-5'5). S-a convenit ca un asemenea produs sa se
irllocuiascé cu scrierea ,,numirul dat "mar! aparitiilor sales 2, exemplul nostru
59.
Proprietati ale operatiilor cu numere naturale:

1) Adunarea este asociativa:

(n+p)+r=n+(p+r), V pnreN
2) Adunarea este comutativa:
n+p=p+n, V pneN

)V pnreN,p+n=n+rep=r.

4) Doua numere naturale au suma zero daca si numai daca
amandoud numerele sunt zero.

5) Inmultirea este asociativa:

(np)-r=n-(p-r), VpnreN
6) Inmultirea este comutativa:
n-p=p-n VpneN
7) Inmultirea numerelor naturale este distributivi fata de adunare :
m-(n +p)=mn+m-p, V. mnpeN

8) VneN=n-1=n

9)Suma a p elemente toate egale cu n este egald cu pn.
Demonstram ca exemplu proprietatile 1), 2), 3), 7), 8) si 9):

1) Fie

P={reN| (n+p)+r=n+(p+r) VnmeN}cN.

Pentru r=0 avem (n+p)4+0=n +p si p+0=p decin+ (p
+ 0) =n + p, prin urmare:
m+p)+ 0=n+(pP+0)=n +p siegalitatea este adevarata.

Ardatam cd dacd egalitatea este adevaratd pentru r, va fi de
asemenea adevaratd pentru r .

Avem (n+p)+r'=[n+p)+rl'=ln+@P+N]'=n+@P+r'=n
+ (p + r") de unde totul este clar.

Din axioma P3) si cele de mai sus =1).

2) Fie P={neN| n+p=p +n V peN}cN.

Evident Oe N.

Demonstram ci dacd ne P atunci si n "eP.

Intr-adevar, n*+p=p + n* < (n + p)' = (p + n)* iar din axioma
P,avemn + p = p + n ceea ce este adevarat.

3) P={neN| p+tn=n+ r(:)p:r,ip,neN}gN.

Observam ca O N.

Presupunem ne N si demonstrdm cd n'e N. Egalitatea p+n*=r+n"
este echivalenticu (p +n)"'=(r+n)*, iardinaxioma P2) deducem ci
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p+n=r+noSp=r.
Prin urmare proprietatea 3) este adevarata.

7)Fie P={peN | m-(n + p) = mn + mp,¥ mneN}cN.

Tinand cont de I; deducem cd OeP. Sa presupunem acum cd peP
sifiemne N.Avemm-(n +p*) =m-((n+p)") =m- (n+p)+m=mn + mp
+m=mn+mp”,adicipeP de unde P=N.

®)Intr-adevar,n-1=n-0"=n-0+n=n

9)Intr-adevar, dupa definitia Tnmultirii avem:
n(1H=nl4n=n+n=2n
Dacd suma S, = nj+ny+ . . . +n,, unde toti termenii sunt egali cu n

este egald cu p =, atunci deducem ca:
Spri= Sp+n=np+n=np =(p+)n
1) Prin urmare, oricare ar fi p avem S, = p .
Exercitiu. Ce structurd algebrica este (N,+) si (V, -)?

4. Relatia de ordine in N

4.1. Relatia de ordine totala

Definitie. Pentru m,ne N scriem m < n (si spunem cd m este mai
mic sau egal decat n sau cd n este mai mare sau egal decat m) daca existd
peN astfel incat m +p = n.

Proprietatile relatiei ''< "

Relatia "< "' este reflexiva: n< n. Adevarat deoarece exista Oe N
astfel incat n+0=n.

Relatia "< "' este antisimetricd: (n<in si m<n) = m=n. Adevarat
deoarece existd numerele naturale p si g astfel incat m=n+p si n=m+q.
Adunam ultimele doud egalitati:

m+n=m+n+p+q=>0=p+q.
Numerele p si g fiind naturale, ultima egalitate este adevaratd numai dacd
p=4=0.

Relatia ''< " este tranzitiva: (n<m $i m<r) = n<r. Adevarat
deoarece existd numerele naturale p, g astfel incat m=n+p si r=m+q.
Adunam ultimele doud egalitati:

m+r=n+m+p+g=>r=n+(p+q)= n<r.
Relatia "'<" fiind reflexiva, antisimetrica, §i tranzitivd este o relatie de
ordine.

Observatie. Inloc de m <n se mai scrie n >m.

Teorema. Fiind date numerele naturale n, p are loc una si
numai una din relatiile: n <p saup <n.
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Demonstratie. Presupunem dat un numar natural n. Aratdm ca
relatia datd ordoneaza toate celelalte numere naturale in raport cu n, adica
avem: n <p sau p <n. Folosim axioma P; a lui Peano. Observam ca 0 este
ordonat In raport cu n, deoarece n = 0 + n = n = 0. Presupunem ca un
numar natural oarecare p este de asemenea ordonat in raport cu n, adicd
avem una din relatiile: n <p sau p <n. Aritim ci in acest caz si p * este
ordonat in raport cu n. Daca n <p atunci existd aeN ai. p = n + a deci
p*=(n +a)*=n+a*, prin urmare n < p*.

Cum "'<" este o relatie de ordine deducem ca "'<" este o relatie de
ordine totala, astfel NV este o multime total ordonata.

Relatia de ordine totala si adunarea
Teoremd. Fie m,n,p,qgeN.

1) Daca m+p<i+p atunci m<h si reciproc.
2) Daca m<n si p<q atunci m+p<n+q.

Relatia de ordine totali si inmultirea

Teoremd. Fie m,n,p,qeN.

1) Daca m<n atunci mp <iip (p#0) si reciproc.

2) Daca m<n si p<q atunci mp <igq.

Observatie. A scadea dintr-un numar natural N, numit, descazut,
un alt numar natural M, numit scazator, Tnseamna a gasi un al treilea numar
natural A, numit rest sau diferentd, care, adunat cu scézatorul, s ne dea
descazutul, scriem:

A=N-M"

4.2.Relatia de ordine stricta

Definitie. Pentru m,ne N scriem m<n (si spunem cd m este strict
mai mic decit n sau ci n este mai mare strict decit m) daci existd pe N°
astfel incat m +p = n.

Proprietatile relatiei ''<
Relatia "< " nu este reflexiva : n nu este mai mic ca n. Adevérat deoarece
pentru pe N* = p+n#n.
Relatia "< " nu este simetrica. Adevarat, deoarece daca m<n nu mai putem
avea n<im.
Relatia "< "' este tranzitiva, adicd (n<m si m<r)=>n<r. Adevarat deoarece
exista numerele naturale p, g nenule astfel incat m=n+p §i r=m+q. Adunam
ultimele doua egalitati:

m+r=n+m+p+qg=r=n+(p+q)= n<r.
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O relatie """ nereflexiva, nesimetrica, si tranzitivd se numeste relatie de
ordine stricta. In cazul nostru "< "' este relatie de ordine stricta.

Relatia de ordine strictd are aceleasi proprietdti ca relatia de ordine totala
<" introdusa pe N 1n raport cu adunarea si inmultirea.

Observatie. inloc de m <n se mai scrie n> m.

Teoremd. Daci mneN si m <n,atuncim*<n.

Demonstratie. Din m <n rezultd ca existd pe N ailm+ p=n.

Cum pe N existd ke N a.i. p = k. Atunci din m + p = n deducem
cim+k=n=>m+'=n=>m"+k=n=>m*<n.

Consecintd. Pentru orice n eN avemn <n'.

Teorema. Daca neN atunci toate numerele naturale sunt
ordonate in raport cu n.

Demonstratie.

Dacip <navemn =p + b cu b # 0.Cum b # 0 = existd aeN
astfel incat b=a". In concluzien = p + (a+ 1)=(p+ 1) +a=p* +a de unde
p*< n. Analog cazul p>n.

Teoremd. Orice submultime nevidd AcCN are un cel mai mic
element.

Demonstratie. Fie

P={neN|nsin, V me A }cN

Avem (OeP din axioma P1). Daca pentru orice ne P ar rezulta
n*e P, atunci am deduce ci P=N. Astfel pentru ge A avem ci ge P, deci
g*e P. In particular ar rezulta ci ¢'<q ceea ce este absurd. in concluzie P#N,
adici existd pe P astfel incat p*e P.

Demonstram ca pe A si cd p este cel mai mic element al lui A.
Intr-adevir, dacd pe A, atunci pentru orice me A avem p<m, de unde p*<m,
adica p*e P ceea ce este absurd. In concluzie peA si cum pe P deducem ci
p<in pentru orice me A, adica p este cel mai mic element al lui A.

Consecinta. Orice sir descrescator de numere naturale este
stationar.

Demonstratie. Fie (a,),cn un sir descrescdtor de numere naturale
iar

P={a,| neN} cN.
Stiim ca P are un cel mai mic element gy ; atunci pentru orice m=k avem
am=ay $i cum a,<a, deducem ca a,=ay, adica sirul (a,),cN este stationar.
5. impirtirea

Lema lui Arhimede. Fie n un numar natural diferit de zero. Atunci
oricare ar fi me N existd pe N astfel incat pn>m.
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Demonstratie.  Fie  gqeN  astfel incit n=¢". Cum
mn=mgq'=mg+m>m, rezulti ci mn>m. Fie p=m+l. Atunci
pn=(m+1)n=mn+n>mn=m, deci pn>m.

Teorema impartirii. Oricare ar fi numerle a,beN, a > b (b%0),
exista i sunt unice doui numere naturale ¢ si r astfel incat a=bqg+r si
r<b.

Numarul a se numeste detmpartit, b Tmpartitor, g cit si r rest.

Demonstratie. Daca a=0 putem lua ¢g=0 si r=0. Presupunem ca
a=bq+r cu r<b si aritim ci existd ¢, r €N astfel incit a*=bg +r’, r <b.
Avem a*=a+1= bg+r+1.

Fie peN, p#0 astfel incat r+p=a si fie se N astfel incat p=s". Avem
a=r+p=r+s"=r+(s+1)=(r+1)+s. Dacd s=0 luim ¢ =g+1 si r =0 iar daca
s#0 luam ¢ =q si ¥ =r+1 si avem

a*=bg +r’, r'<b

Astfel partea de existentd a teoremei este demonstratd conform
axiomei P3) a lui Peano.

Sa demonstram acum unicitatea numerelor g si r. Presupunem ca g
si ¥ nu sunt unice. Atunci a = bqg + r = bq1 +7r, cur, rl<b si sd aratam ca
g=q'sir=r..

Sa presupunem de exemplu cé g <q¢', adicig+s=q' cuseN".

Avem a =bq' + r' =b(q + s) + r' =bg + bs + r', adici r=bs + r' > b
ceea ce este absurd. In concluzie g,r sunt unice.

Algoritm de determinare a catului si restului.

Numerele de mai jos sunt multiplii lui b:

0<b<2b<3b< ... <gb<(g+1)b< ...

Daca a este multiplul lui b atunci a=nb, g=n si r=0, unice.

Dacd a nu este multiplul lui b, el se situeaza intre doi multipli
consecutivi de b. In acest caz

bg<a<(q+1)b=>a=bq+r si r<b, g si r sunt unice.

6. Multimi finite. Multimi infinite. Multimi numarabile. Multimi
nenumarabile.

In acest paragraf vom studia multimile din punctul de vedere al
cantitatii de elemente pe care le contin.

Definitie. O multime A se numeste finita dacd este echivalentd cu
multimea {1, 2, ... ,n}.

Definitie. O multime care nu este finitd se numeste infinita.

Cardinalul multimii N.

Fie N—N", fin)=n+1. Aceasta aplicatie fiind bijectivd, multimile
Nsi N’ sunt echipotente si au acelasi cardinal. Pe de altd parte
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N'={1,2,3,....n,...} are cardinalul |N"|
N={0,1,2,3,....n,...} are cardinalul |N"|+1.
Rezulta ca |N*|:|N*|+1, deci |N| nu este finit.

Definitie. O multime A se numeste numarabila daca este cardinal
echivalentd cu multimea numerelor naturale. O multime care nu este
numadrabild se numeste nenumdrabild.

Teoremda . Orice multime infinitda A contine o submultime

numarabila.

Demonstratie.
A infinitd putem alege a; In A. Deoarece A\{a,}# @ putem alege a, in
A\{a,} si in general a, in A\{a;, . . . ,a,;} pentru fiecare n>2. Multimea

{ay,a, . . .} astfel construitd constitue o submultime numarabila a lui A.
Consecintd. Daca A este o multime infinita si B este o submultime
finitd a sa atunci A si A\B sunt multimi cardinal echivalente.
Teoremd. Daci A, B sunt numarabile si ANB=0, atunci AUB
este numarabila.
Demonstratie.
Daca A:{Cll, ay, ... }, B:{bl,bz, . } atunci AUB:{Cll,bl,Clz,bz, e }
este numadrabila.

7. Sisteme de numeratie

Defintie. Se numeste sistem de numeratie totalitatea regulilor de
reprezentare a numerelor folosind un anumit set de simboluri diferite, numit
alfabet .

Dupa felul de grupare si ordonare a semnelor se deosebesc doua
sisteme de numeratie:

a) sisteme de numeratie nepozitionale.

b) sisteme de numeratie pozitionale.

a) Sisteme de numeratie nepozitionale. Cel mai cunoscut sistem de
numeratie nepozitional este sistemul de numeratie roman care foloseste
urmatoarele semne (cifre romane):

I v X L C D M
1 5 10 50 100 500 1000

Reguli de scriere cu cifre romane.

In cadrul unui numdr scris in sistemul roman nu pot sd apard mai
mult de trei semne consecutive de acelasi fel.

De aceea:

-orice semn pus la stdnga altuia de valoare mai mare decat a lui, se

scade.
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Astfel urmatoarele numere se scriu cu doud semne, primul
reprezentand un numar care se scade din al doilea:

Iv. IX XL XC CD CM

4 9 40 90 400 900

-orice semn pus la dreapta altuia de valoare mai mare sau egala
decat a lui, se aduna.

Un numdr oarecare pana la 4000 se scrie aldturdnd numere scrise
mai sus incepand cu cel mai mare.

Exemple.

LXXXIV=50+10+10+10+4=84;

MMCDXXVIII=2428.

Pentru numere mai mari de 4000, indicim numarul miilor punand
deasupra numarului de mii o linie, deasupra numarului zecilor de mii doua
linii s.a.m.d.

Exemplu.
IVC = 4100

XIICDX DC = 12410600

b)Sisteme de numeratie pozitionale. in sistemele de numeratie
pozitionale, un simbol din alcatuirea unui numadr (cifrd) are valoare
intrinsecd dar i o valoare prin pozitia pe care o ocupd un numar. Aceasta
implica existenta unui simbol cu valoare intrinseci nuli (zero). In unele din
sistemele pozitionale (spre exemplu babilonian) in care regulile o permit,
este posibil si se renunte la acest simbol. In continuare prezentam sistemul
de numeratie indian care foloseste urmatoarele semne (cifre arabe): 0, 1, 2,
3,4,5,6,7, 8,9 (de altfel fiind sistemul de numeratie folosit in prezent).
Principiul numeratiei de pozitie. Fie a un numadr natural, pe care
il numim baza a sistemului de numeratie.
Teoremd. Orice numir natural N poate fi scris sub forma
N=x,a"+x,.,a" "+ . . . +xa+x,
unde numerele x; sunt numere naturale care verifici relatia
0< x;, <a-1,k=1,2,...nsia>l.
Demonstratie. Admitand ca expresia existd vom nota
R= xkak + xk,Iak'I +...+x0+ X
N-Ri= x,a" + x,. 0" + ... + x40 = Qud"*!

Oy sl Ry sunt catul si restul impartirii lui N la a**!, fiindca avem
Ri<s(a-1)d"+(a-1)d""+...+(a-1)a+(a-1)= d"-1.
Vom defini coeficientii x; din aproape in aproape, 1n ordinea descrescatoare
a indicilor, luand drept x, — citul Tmpértirii lui N la a", drept x, a + x,.—
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catul impartirii lui N' la a"”’, drept x, a® + X,.;a + x,., — cAtul impartirii lui N
la a2 etc.

Se obtine astfel singura solutie posibild daca aceasta existd. Or
numerele x; introduse sunt realmente mai mici decat a, daca n a fost definit
prin a" <N < a"' fiindca dacd una din impartiri este N = Qid"*’ + Ry,
impartirea urmatoare este N = (Q,a + xk)ak + R;.;, de unde, R, = xkak + R <
a*!, prin urmare x; <a.

in fine, ultima impartire, cea de la a, dd pe X, i demonstreaza ca
expresia obtinuta este apta sa reprezinte pe N.

Deci, existd o corespondentd biunivocad intre numerele N care
verifici a SN <a™*' si sirurile de n+1 numere x;, 0 < x; <a .

Supraliniind pentru a evita confuzia cu un produs, vom scrie

N = (xnxn_l...xlxo)(a)

Se spune ca N este scris 1n baza a, iar daca a=10 vom spune cd numarul
este scris in baza zece.

Astfel am fundamentat ideea de scriere a unui numar natural Tn
bazaa:

—1
N=(x,x, .%) ) =x"a, +x""a, +..+xa+x,

Teoremid. Daci N = X,,X,,_...XXo(,) s M = ¥, ¥,1--Y1Yo(s) s
a€ N atunci N<M < m <1 si x,<y,, unde p€ N este cel mai mare
i€ N astfel incat x; # y;.

Exemplu. 1001101, >100110,,,

Trecerea unui numir din baza 10 in baza a.
Pentru a trece un numar din baza 10 intr-o altd baza de numeratie a,
a>1 se aplica algoritmul:

Se fac Tmpartiri intregi, succesive la baza a, pornind de la numarul
intreg care se converteste;

- in urma fiecarei Tmpartiri se obtine un cit §i un rest;

- noul cat este deimpdrtitul urmatoarei Tmpartiri intregi;

- algoritmul se incheie cand se obtine catul 0;

- resturile obtinute, incepand cu ultimul i pana la primul,

reprezinta cifrele numdarului cautat.

Demonstratie. Fie N numarul natural Tn baza 10 care se converteste in

baza a si fie reprezentarea in baza a obtinuta prin transformare de forma:
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Xy Xyg o Xo ()
Algoritmul este corect daca se termind intr-un numar finit de pasi si daca:

n
N= Zx,a’
=0

Notam cu a; catul obtinut dupa prima impartire Intreagd si cu x, restul
acestei impartiri; au loc relatiile xo= N - a;a, cu a; < N.
Cu a, catul obtinut dupa a doua Tmpartire intreagd (la baza a) si cu x;
restul acestei impartiri, au loc relatiile: x; = a; - a,a, a, < a;.

Analog pentru i=2,...,n+1 au loc relatiile x; ;=a; ; - aja, a; < a;.;.

Din sirul de inegalitati a; < a;; (i = 2,...,n) rezultd finititudinea
algoritmului.

Fie ultimul rest, x, = a,-a,.a, unde a,; =0.
Rezultd N = xp+ a;a = xo + x;a + a2a2 =..= x0+x1a1+x2a2 +... + xn,Ia"'I
+a,a" = xpad’ + xia’ +. .+ x0" +x,0"

Exemplu. S se treacd numadrul 327 din baza 10 1n baza 4

Numar Baza Cat Rest
327 4 81 3
81 4 20 1
20 4 5 0
4 1 1
1 4 0 1

Rezultatul obtinut este 327 = 11013 4).

Operatii intr-un sistem de numeratie dat.

In continuare vom stabili anumite reguli de efectuare a sumei,
produsului, scaderii si Tmpartirii a doud numere reprezentate in aceeasi baza.

Adunarea

Fie N si M doua numere scrise in aceeasi bazd a. Vom arita cum se
va scrie in baza a numarul A = N + M numit suma lui N cu M..

Avem:

n—1

N=(x,%, .. %%) ) =a"x,+d" X, +..+xa+Xx,
respectiv
M = (3, Y- D% =" Y, 4" Y, Hot yia+y,
Daca n>m, atunci adunam la M, fara a-i schimba valoarea, expresia:
ya'+y a"+.+y a" undey, =y  =.=y =0
Atunci:

m-1
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N+M = (xn +y, )a" + ()cn_1 +y.. )a"_1 +...+(xi +y, )ai +...+

2
+(x2 + yz)a +(x1 + )’1)a+(x0 + yo)
Daca toate numerele (x; + y;) sunt mai mici decat a, numarul
A=N+M
se scrie:
A= ('xn +y, )('xn—l +¥,.. )"'(xi +y; )"'(xl +y )(xo + Y )(a)‘
Daca exista numere (x; + y;) mai mari sau egale cu a, vom scrie:
Xi'+ V; =:a-+-z[,zi <a

Atunci avem:
(&+y)dz%a+ghi=dﬂ+gd

si vom Inlocui: x; + y; prin z;, 1ar X, ; + Yy prin x;.; + vy +1
Exemplu. Fie N = (5376 ), si M = (7147 ),

Sa aflam numarul A:

6+7=a+5=15 Scriem 5 si retinem 1 Aranjarea folosita:
7+4+1 = a+4=14 Scriem 4 si retinem 1 5376 +
3+1+1=5 Scriem 5
S+7=a+4=14 Scriem 14 7147

14545

Deci A =(14545) )

Scaderea

Fie N si M doua numere scrise in aceeasi baza a.

Vom arata cum se va scrie in baza a numarul A = N — M numit
scaderea lui N cu M.

Avem:

n—1

N=(x,%, .. %%)=a"x,+d" X, +..+xa+Xx,
respectiv
M =03,y VX)) = a"y, +a"! Y Tt yiaty,
Pentru ca operatia sd fie posibila este necesar sd avem N =M.
Daca n>m, atunci scddem la N, fara a-i schimba valoarea, expresia:

-1 1
ynan + yn—lan +...+ ym+lam+ ’ unde YH = yn—l == ym+l :O

Atunci:
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N-M=(x,—y,)a"+(x,_ -y, )a"" +.+(x,—y)a +..+

2
+(x2 _)’2)0 +(x1 _yl)a+(x0 _yo)
Daca toate numerele (x;-y;) sunt definite, numarul A = N — M se scrie:
A=(x, =y, Mx, =y, =y ) =y ) = vo )
Daca existd vreo diferentd (x; - y;) care nu se poate efectua Tnseamna ca
existd un numar i, astfel ca y; > x; caz in care scriem:
i+1 i _ i+l
('xi+l Vi )a + ('xi Y )a = (‘xi+1 —Vin _1)a + (a XY )a
Dar: 0 <x; <y; <a ceea ce atrage 0 <a + x; - y; < a. Cifra unittilor de

ordinul i din diferenta este deci a + x; - y; , iar cifra unitatilor de ordinul i+1
este micsorata cu o unitate.

Exemplu. Fie N = (14545) ) si M = (5376) )54 aflam numarul A:

i

a+5-6=7 Scriem 7 retinem 1 Aranjarea folosita:
a+4-(7+1)=4 Scriem 4 retinem 1 14545 —
a+4-3=1 Scriem 1 retinem 1

a+4-5=7 Scriem 7 retinem 1 5376

1-1=0 S-a terminat scaderea 7147

peci A =(7147),,

Inmultirea

Fie N, M doua numere scrise n aceeasi baza a. Vom ardta cum se
va scrie in baza @ numarul A = NM.

Avem:

N=(x,%, X)) =a"x, +a"'x, , +..+xat+x,

respectiv

M =03,y V%)) = a"y, +a"! Y Tt yiaty,

Aratam ca Tnmultirea numerelor naturale scrise in aceeasi baza se
reduce la urmatoarele operatii: ‘

a) tTnmultirea numarului natural N cu o putere a' a bazei a;

b) Inmultirea numarului natural N cu un numadr j cu proprietatea 0
<j<a.

¢) adunarea 1n baza a.
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n+j Jj+l

Nd' =(x,x,,..x%), &' =a"x, +a"x_ +. +xa"™ +xa’ =

a) =(x,%,--%%00..0)

j-ori

adica am aratat cum se face o inmultire de tipul a)
b) Dacd i si j sunt doud numere naturale < a, avem ci ij < o’ iar dupa
teorema Tmpartirii cu rest pentru numere naturale, avem:

ij = aq(i,j) + (i), 0 < 1) < (i), 0< i) <a
catul q(i,j) si restul r(i,j) Tmpartirii numarului ij prin a depinzand de i si j.
Fie acum j o cifra a sistemului de numeratie de baza a. Atunci:

N - J—me Z(aq(xnj)+r(xn1))a =
—Z (X,,J)a +> qla,, jla™

i20 i20
Deci efectuarea produsului Nj in baza a revine la a face suma numerelor N;
si N, reprezentate in baza a:
N, = r(xo, j)+ r(xl, j)a + r(xz, j)a2 + ..
respectiv

N2 = q(x(), ])+ q(xla j)al + ..
Astfel am vazut cum se face o Tnmultire de tipul b)
Concluzionam ca:

N-M =3 Ny,a’
j=0
Adica produsul NM se poate efectua facand suma in baza a a numerelor
Ny/a’ j=0,1,2, ..., m. Tinand cont ca Nyja’ (Ny/)a’ avem Ny, este o operatie
de tipul b) si ca (Ny/ ) este o operatie de tipul a).
Exemplu. Se considera N=3523 si M=500 scrise in baza 7. Se cere
A = NM. Aflam numarul A:

5-3=2.7+1 Scriem 1 retinem 2 Aranjarea folosita:
2+5-2=1.745 Scriem 5 retinem 1 3523 x
14+5-5=3-7+5 Scriem 5 retinem 3 500
3+5.3=2.7+4 Scriem 24 2455100
=(2455100),,
Impartirea

Impartirea unui numar x numit deimpartit la un numar y numit
impartitor se reduce la gasirea numerelor g si r unice astfel Incit:
X=yg+rsir<y.
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Fie

-1 2
X=a,;a"" +ad+ ... +aa+a
N

-1 -2
Y= d + ad"+ L +aatoa

numere scrise 1n baza a.
Gasirea catului (g) si restului (r) presupune parcurgerea etapelor :
E1: Determinarea numarului de cifre a catului;
E2: Determinarea primei cifre a catului;
E3: Determinarea altor cifre a catului;
E4: Aranjarea practicd a operatiei;
El. In cazul ci:
a) y>ux catulesteg=0¢sir=x;
b) y=x catulesteg=151r=0
Presupunem y < x.
Teoremd. Daci existia doui numere q; si ¢, astfel ca yq; < x < yq,, citul ¢
verifica ¢; < g< ¢q>.
Demonstratie. Presupunem cd existd doud numere naturale g; si g,
astfel ca yg; < x < yq..
Observam ca
q;>qrezultd q;> g + 1 sau yq; >y (g+1) > x, contradictie
cu definitia catului;
q» < q rezultd  yq > yq, > x, contradictie cu definitia
catului.
Deci, nu putem avea nici g; > ¢ $i nici ¢, < q.
Am demonstrat ¢; < g < g,.
Teoremd. Numairul cifrelor catului ¢ este numarul minim de 0 care
trebuie scrise la dreapta lui y, pentru ca numarul obtinut sa fie superior
lui x.
Demonstratie.
Notdm cu r numdrul minim de O pe care trebuie sd le scriem la
dreapta lui y pentru ca numirul y astfel obtinut sa fie sa fie mai mare ca x.
Numirul y este produsul lui y prin o’
Din alegerea lui r avem ya'' < x < ya" care rezulti ¢;=da""si
q» = d" indeplinind conditiile din teorema. Citul ¢ are in baza ¢ un numar
de r cifre.
E2. Calculam prima cifra a catului c,.;.
Avem:
cd < g< (e q+1) a”l.
Cum toate numerele sunt naturale, avem:
crid' < g< g+l <(cog+l)d”’
de unde :
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crad™y < qy <x < (q+1)y <(c.+1)d"y
din care deducem:
cd™y< x< (¢ +1)dy.
Cifra c,.; este deci cétul dintre x si a”"y.
E3. Dupa determinarea lui c,.; scriem:
x= cad”ly + x;cux; < aly.
Catul dintre x si y este suma dintre c,. ,a”! si catul dintre x; si .
Un calcul analog cu cel precedent ne da prima cifra c,., a catului
dintre x; si a"?y.
Avem:
X = ¢0d Y+ xacux; < ay.
Din aproape 1n aproape, avem relatii analoage de forma:
Xi= Cr-i-IaHL]y + Xy CU Xy < ClHL]y,
care pentru
i=r-2 neda x,.,=cjay + x,;cux,;<ka
i=r-1 neda x,.;=coy + scus<y.
Scoatem din aceste egalitati relatia:
X =yfe, a7+ et 4. ¥ Cppgd L ejatco]+s cu s < V.
Catul ¢ se scrie in baza a sub forma:
Cr2Cr.ge-..C2CICY .
E4. Scriem datele astfel:

X y
r-1 R R
Cra _a CriCr2
RY]
r-2
Cr2a Y
X2

Exemplu.
Sa se efectueze Tmpdrtirea dintre numerele 4628 si 35 scrise in
baza 9.

4628 | 35

3500 | 128
1128
710
318
314
4
Astfel ca 1n baza 9 catul dintre 4628 si 35 este q=128, restul r=4.
Avem: 4628=128-35+4
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8.Exercitii

1.Fiesirul 1, 4, 7, 10, 13, ....
a)Completati sirul cu incé doi termeni;
b)Gdsiti al o suta™® termen;

2.Calculati:
220020, 211

3.Demonstrati ca nu exista ke N astfel incat 5n+7=k’, ¥ neN.

4 Demonstrati cd printre n+1 numere naturale cel putin doua dau
acelasi rest prin Tmpdrtirea la n.
5.Determinati a, b, ¢, d, e, feN astfel incat:

24ab73 — 98d5 =e6019f
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Capitolul VIII. Divizibilitate pe N

1. Teorema fundamentala a aritmeticii

Din teorema Tmpartirii cu rest rezultd ca:

Y abcub=0, 3! greN astfel incit a = bg + r si 0<r<b.

In cazul particular in care =0 spunem ci a este un multiplu al lui
b, sau ca a este divizibil cu b, sau ca b divide pe a, sau cd b este un divizor
al lui a.

in scris, exprimam aceasta prin unul din simbolurile: b | a, care se
citeste b divide pe a, sau a : b, care se citeste a este divizibil cu b.

Exercitiu. Verificati ca dacd a,b,ce N atunci:

a | a
@lbsiblay = a=b.
(albsibley=ale.

Observatie. Nu definim divizibilitatea prin 0.

Numere prime.

Definitia numerelor prime vine din scoala lui Pitagora (sec. 6
f.e.n.). Poate ca numai forma de exprimare a cdpatat transformari,
continutul rdménand obligatoriu acelasi: “prim este numarul care se divide
numai cu el insusi si cu 1”. Numarul 1, avand numai un divizor nu face
parte din numerele prime.

Putem recunoaste daca un numar n este prim Incercand ca divizori
numerele prime inferioare primului numar prim p al cérui patrat este mai
mare decét numérul dat n (p*> n).

Exemplu. Pentru a stabili ci 167 este numar prim, avand 13°~167,
va fi suficient sa verificam ca el se divide cu numerele 2, 3,5, 7, 11.

In continuare ne vom ocupa de cea mai importanti problema din
domeniul numerelor prime: posibilitatea descompunerii oricarui numar in
factori primi. Aceasta revine la a scrie in mod unic orice numar natural sub
forma unui produs de numere prime.

Teoremd. (Teorema fundamentald a aritmeticii) Orice numar
natural se scrie in mod unic ca produs de numere prime.
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Demonstratie.

Etapa 1: Aratdm ca orice numar natural nenul se scrie ca un produs
de numere naturale prime.
intr-adevar, fie A multimea numerelor naturale nenule ce nu se scriu ca
produs de numere naturale prime. Daca prin absurd propozitia este falsa,
atunci A # @. A fiind submultime a lui N deducem céd A are un cel mai mic
element pe care-1 notdm prin m. Spre exemplu, m>1 §i cum m nu este prim
putem scrie m=xy cu 1<x,y<m. Cum x,y<m iar m este cel mai mic element
din A deducem ca x,y¢ A, deci x si y se scriu ca produse de numere prime —
absurd. Deci A = @ si cu aceasta propozitia este demonstrata.

Etapa 2: Demonstrdm ca descompunerea in factori primi a lui n
este unicd.
Presupunem posibile urmatoarele descompuneri ale lui n:

n=piPr-- Pm
n=qiqa ... qs
unde p1p;. ... .Pm $1 G142, --- ,qs SUnt numere prime.
Avem:
PiP2--- Pm=q192 --- s (1)
Membrul 1ntéi al egalitdtii este divizibil prin p;; deci si membrul al
doilea va fi divizibil prin p,. Deducem ca unul din factorii g, g, ... ,gs se

imparte la p;. Admitem cd acesta este g;. Cum ¢, este prim, el se imparte
numai prin 1 si prin el insusi ceea ce impune cu necesitate g; = p;.

Impartind egalitatea 1) prin p; obtinem p, ... pn=¢qs ... qs .

Repetand rationamentul ajungem la concluzia g, = p,, iar dupa o
noua simplificare, la relatia ps3py ... pn=q3q4 ... gs -

Tot astfel gasim p;= g3, p4= qu, - - - .Pm = g5, Prin urmare avem tot
atatia factori g cati p; fiecare g este egal cu cite un p, adica cele doua
descompuneri ale lui n 1n factori primi sunt identice.

Unii factori se pot repeta. Deci, orice numadr n poate fi reprezentat
in mod unic sub forma:

n=p.p

unde py.py, . . ,px sunt numere prime diferite iar o, . . . ,0€ N sunt numiti
exponenti si reprezintd multiplicitatile factorilor diferiti.

Aceastd ultima reprezentare este denumita descompunere canonica
in factori.

Teorema. Exista o infinitate de numere prime.

Demonstratie.

Presupunem ca existd un numar finit de numere prime, fie ele py,

p27 .. '7pk'
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Observam cad a = p\p,. . .pi+1 nu este divizibil prin py, pa, . . .,px
deoarece ar rezulta ca a | 1. Din rezultatele anterioare deducem ca exista
peN\{0,1} astfel incat p | a.

Din presupunerea cd py, p;, . . .,px sunt singurele numere prime
deducem ca exista ie {1,2,. . ..,k } astfel incét p; = p. Absurd deoarece a nu
este divizibil prin p;. Deci exista o infinitate de numere prime.

2. Criterii de divizibilitate.

Definitie. O reguld pe baza careia putem spune cé a este divizibil
cu b fara a face impartirea se numeste criteriu de divizibilitate.

Teoremad. (Criteriul de divizibilitate cu 2* si cu 5k) Un numar
natural m este divizibil cu 2* (sau cu 5°) daci si numai daci numirul
format de ultimele & cifre din scrierea sa in baza zece este divizibil cu
2 (sau cu 5%).

Demonstratie. Scriem m 1n sistemul zecimal sub forma m = a,10"
F o 4a 105 4a 10 a4, - . . ajap unde agay, . . . ,a, sunt numere
cuprinse intre 0 si 9, a,#0. Prin urmare a, reprezinta cifra unitatilor, a, cifra
zecilor, a, cifra sutelor s.a.m.d.,

astfel ca m :1Ok(an10n>k+éln_110n>k>1+ e +ak+110+ak)+ ax10x2 . . . A1Agp.

Deci m = 10+ aan - . . ajag unde ¢ = a,10™+q, 1054 . . .
+Clk+110+élk‘

Atunci 2| m rezulta 2| (n-10%7), adica 2" | @y ars . . . araq -

Reciproc, 2k| A1y - . . a1ay  rezultd 2k| 10kt+ ax1dgp . . . A1Qy
adica 2* | m. Analog se procedeazi pentru 5,

Exemple.

> numerele 3724 si 18760 sunt divizibile cu 2° (pentru ca 24
si 60 sunt multiplii de 4).

» numerele 6900; 4925; 3250; 1475; 5000 sunt divizibile cu
25.

Teoremd. (Criteriul de divizibilitate cu 3 si cu 9) Un numar
natural m este divizibil cu 3 (respectiv cu 9) daca si numai daca suma
cifrelor sale este divizibila cu 3 (respectiv cu 9).

Demonstratie. Scriem m in sistemul zecimal sub forma:

m = a,10™a, 10"+ . . . +a,10%+a;10+ay = a,(10"D+a, (10" -D+. ..+
a>(10%-1)+a;(10-D+(ap+ay 1 +. . .+a;+ag).

Din formula

104-1=(10-1)(105'+10%%+...+1)=9k ,
rezultd 10°'-1 este multiplu de 9, oricare ar fi ke N*. Prin urmare m =
9% +(ay+ay,+...+a,+ay) adica m este divizibil cu 3, respectiv cu 9, daca si
numai daca suma cifrelor sale este divizibila cu 3, respectiv cu 9.
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Teoremda. (Criteriul de divizibilitate cu 7, 11, 13) Un numar
natural a este divizibil respectiv prin 7, 11 sau 13 daca diferenta
obtinutd prin sciderea numairului reprezentat de ultimele 3 cifre ale
numirului dat, din numéarul reprezentat de toate celelalte cifre (sau
invers) este egalia cu 0 (zero) sau se divide prin 7 sau prin 11 sau prin
13.

Demonstratie.

Fie

n=numarul reprezentat de ultimele trei cifre ale lui a;
m=numarul reprezentat de toate celelalte cifre ale aceluias

numar a;

Avem

a=m- 1000+n=m- 1000+n+m-m= m- 1001+n-m
Caz I. Dacd m<n scriem

a= m- 1001+(n-m)
Caz II.Daca m>n scriem
a=m- 1001-(m-n)
Cum 1001=7- 11- 13 deducem ca m- 1001 este divizibil cu 7, 11 si 13.

Exemplu. Numdrul 367311 este divizibil cu 7 deoarece
m-n=367-311=56=7- 8.

Teoremd. (Criteriul (2) de divizibilitate cu 11) Un numar natural
n este divizibil cu 11 daca si numai daca diferenta dintre sumele
alternante ale cifrelor sale este divizibila cu 11.

Exemplu. Numarul 18326 este divizibil cu 11 deoarece suma
alternanta a cifrelor sale este 1-8+3-2+6=0 divizibila cu 11 .

3.Divizorii unui numar natural.

- < a; Q, o v
Teoremd. Daci n= p,"...p,* este descompunerea canonici a

numérului » € N atunci, toti divizorii lui » sunt toate numerele de
forma

d=p{pl*..p
0<p <0,058,<0,,., 086 <, (1)

Demonstratie. Presupunem ca d | n. Atunci n = dg cu ge N si prin
urmare, toti divizorii primi ai lui d intrd in descompunerea canonicd a lui n
cu exponentii ce nu sunt mai mici decit aceia cu care ei intrd in
descompunerea canonica a lui d. Din aceasta cauza, d are forma (1).
Reciproc, orice d de forma (1) 1l divide, evident pe n.
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Exemplu. Toti divizorii numérului 720=2*3%5 se obtin daci vom
face ca in expresia 25 3'6 25'6 *  exponentii ,51, ,52, ,53 sd parcurgd

independent unul de altul valorile
B,=0,1,23,4;8,=0,12; B, =0,1;

De aceea, acesti divizori sunt: 1,2,4,8,16,3,6,12,24,48,9,18,
36,72,144,5,10,20,40,80,15,30,60,120,240,45,90,180,360,720.

Daca toti ﬂ sunt nuli, obtinem d = 1; daca ,Bk =q, , obtinem
d=n.

Numarul divizorilor.
Folosim tabelul:

p.pip;--p —(a, +1)- termeni
pgpépzz...p;% - (0!2 +1)- termeni
PLPLPL D —(a, +1)- termeni

Inmultind pe rand fiecare numdr din linia I cu fiecare numar din

linia II, obtinem
(a, +1)e, +1) produse de formap” p?-.
Continuand sd le Tnmultim cu fiecare numar din linia III, obtinem
(0{1 +1)(052 +1)(053 +1) produse de forma p; 'pfzpf’.
Analog, procedand pana la ultima linie, obtinem produsele de forma
B
Pflpfz'"pkk ’

adica toti divizorii.

Numarul lor este:

(@, +1)a, +1)..(a, +1)
Exemplu. Numarul 720=2"3%5 are (4+1)(2+1)(1+1)=30 divizori.
Suma divizorilor.

Sa efectuam produsul de k sume, avand termenii pe cele k linii
considerate mai sus.

(1+ p+pl A+t pl )(1+p2+...+ pZZ)..(1+...+p,f’k)=

ak+1 _1

_p-1pPt -1 py
-1 p,-1 pi—1

Exemplu. Suma divizorilor numarului 72=23% este
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24 -13°—1
2-1 3-1

ceea ce se poate verifica usor.

=195,

4. Divizori si multipli comuni a doua sau mai multe numere naturale.

Definitii.

1) Orice iIntreg care divide simultan intregii a, b, ¢, . . . , m se
numeste divizor comun al lor. Cel mai mare dintre divizorii comuni se
numeste cel mai mare divizor comun (prescurtat c.m.m.d.c) si se noteaza
prin simbolul (a,b,c,...,m). Existenta sa este evidentd deoarece numarul
divizorilor comuni este finit.

2)Daca cel mai mare divizor comun al numerelor a,b,c,...,m este 1,
atunci a,b,c, . . . ,m se numesc prime ntre ele sau relativ prime.

3)Dacad fiecare dintre numerele a, b, c, . . . , m este prim cu oricare
altul dintre aceste numere, atunci a, b, c, . . . ,;m se numesc prime doud cite
doua.

Exemple:

1. Numerele 6, 10 si 15 au (6,10,15)=1

2.Numerele 8, 13, 21 sunt prime doud cate doud, deoarece
(8,13)=(8,21)=(13,21)=1.

Teoremd. Daca a este un multiplu al lui b, atunci multimea
divizorilor comuni ai lui a si b coincide cu multimea divizorilor lui b, iar
(a,b) =b.

Teoremd. Daca d,a,be N sunt astfel incat d=(a,b) atunci exista
x,yeN cu d=ax+by.

Demonstratie. Este evident pentru a=b=0. Presupunem ca a, b nu
sunt simultan nule i consideram S={au+bv | u,ve N}. Multimea S nu este
vida deoarece a’+b*>0. Fie s cel mai mic element din S cu proprietatea
s=auy+bvy i ug,voe N. Aratam ca d=s. Este clar ca d divide toate elementele
din S . In particular, d divide s; astfel ci d < s. Din teorema impartirii cu
rest existd ¢g,re N unici astfel incat

au+by = gs+r, 0<r<s.
Atunci r=a(u-qvy)+b(v-qvg)e S, deci, d divide r. Cum re S si r<s intrdm in
contradictie cu minimalitatea lui s. Daca r=0, atunci, s divide au+bv. in
particular, cand (u,v)=(0,1) si (#,v)=(1,0), deducem ca s este divizor comun
al lui a,b. Prin urmare s<d.

Teoremd. Daca a = bg+r atunci multimea divizorilor comuni ai
numerelor a si b coincide cu multimea divizorilor comuni ai numerelor
bsir.
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Demonstratie. Daca (n divide a si n divide b) atunci (n divide pe r)
si deci n este divizor comun al numerelor b si r. Reciproc, aceeasi egalitate
ne aratd ca daca (n divide b) si (n divide r) atunci (n divide pe a). In
particular, trebuie sd coincidd si cei mai mari dintre acesti divizori, adica
(a,b)=(b,r).

Observatie. Din teorema deducem ca pentru gasirea divizorilor
comuni ai lui a si b (cazul a nu este multiplu de b) este mai usor sa-i cautam
pe cei ai numerelor b si r.

Exemplu. Calculdm cel mai mare divizor comun pentru 297 si 3627
astfel:

3627=12-297+63
297=4-63+45
63=1-45+18
45=2-18+9
18=2-9;
(297,3627)=(63,297)
=(45,63)
=(18,45)
=(9,18)
=9

5.Algoritmul lui Euclid.

Fie a, b numere naturale # 0 astfel Incat a>b. Conform teoremei
impartirii, formam sirul de egalitati:

a=bqy +ry , 0<ry <b

b=roq\+ry , 0<r <ry
r0=r1q2+r2 N OS}’2< ry
=it ,  0Src <
e 1=hgie1+0 (rs1=0)

Cum s-a aratat, acest lucru este inevitabil, deoarece sirul b, ry, 1y, ...l il
fiind un sir de intregi descrescdtori, nu poate contine mai mult decat b
numere pozitive.

Considerand egalitatile de mai sus si tindnd cont de rezultatele de
mai sus ne convingem ca divizorii comuni ai numerelor a §i b sunt aceeasi

cu divizorii comuni ai numerelor ry si ry, ai numerelor r; si rp, . . ., ai
numerelor r; si r si, in sfarsit, cd sunt aceiasi cu divizorii numarului 7.
Totodata avem: (a,b)=(b,ry)=(ro,r1)= . . . =(ric1,r)=ry -

Ajungem la urmatoarele concluzii:
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1) Multimea divizorilor comuni ai numerelor a si b coincide cu
multimea divizorilor celui mai mare divizor comun al lor.

2) Acest cel mai mare divizor comun al lor este ry, adica egal cu
ultimul rest diferit de zero din algoritmul lui Euclid.

Exemplu. Sa se gaseasca (525,231), aplicand algoritmul lui Euclid.

525 | 231
462 | 2 525=231-2+63
231 231=63-3+42
189 [.63 63=42-1+21
3 42212
63 | 42
1
221
4|2

Ultimul rest fiind r,=21 avem (525,231)=21.
Mai practic, mentionam procedeul uzual (cel putin in Franta) in
cadrul caruia citurile sunt plasate deasupra divizorilor corespunzatori.

Exemplu.
2 3 1 2

525 231 63 42 21 0
Deci, (525,231)=21.
Remarcd. In cazul in care ultimul impirtitor este 1, c.m.m.d.c. este
1, numerele sunt prime intre ele.
Exemplu. Pentru numerele 616 si 285 avem:
2 6 5

616 285 46 9 1
6.Cel mai mic multiplu comun.

Definitie. Orice intreg divizibil simultan prin intregii a, b, c, . . .,
m, se numeste multiplu comun al lor. Cel mai mic dintre multiplii comuni se
numeste cel mai mic multiplu comun (prescurtat c.m.m.m.c) §i se noteaza
prin simbolul:[a,b,c,...,m].

Teoremd. Cel mai mic multiplu comun a doui numere este egal
cu produsul lor impértit prin cel mai mare divizor comun al lor.
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Demonstratie. Fie m un multiplu comun oarecare al intregilor a si
a
b. Avem m=ak, unde k este un ntreg. Atunci si 7 este intreg.

Facem notatiile (a,b)=d, a=a\d, b=b\d.
Atunci

ak adk ak
= =" unde (a,,b,)=1
b b,d b,
De aceea, trebuie b, | k, adica k=bt, unde t este intreg.
Din notatii
ab

b, = z,deci k = Ez ceea ce impune m = ak = —¢
d d d

Cel mai mic multiplu comun se obtine pentru t=1, el fiind

ab
== (1)

Remarca. Algoritmul lui Euclid permite aflarea c.m.m.d.c. fara
descompunerea in factori primi, iar relatia (1) permite aflarea c.m.m.m.c
fard descompunerea in factori primi.

7.Exercitii

1.S4a se 1nlocuiasca literele prin cifre, stiind ca:
a)numarul 306a este divizibil prin 6;
b)numarul 71»28¢ este divizibil prin 45, dar nu prin 2.

2.Intr-un anumit moment, planetele Mercur si Venus ocupid o
anumitd pozitie. Dupa cat timp se vor afla in aceeasi pozitie, stiind cd
Mercur face ocolul Soarelui in timp de 88 de zile, iar Venus 1n 225 de zile?

3.Determinati numerele naturale n astfel Incat:

[n’n + 1](11n+2,4n+1) — znz(n + 1)2

4 Determinati numerele de trei cifre care au suma cifrelor 13 si
sunt divizibile cu 11.

5.Fie cﬁ) si c?l numere Tn baza 10 astfel Tncét cﬁ? > c?l si cﬁ)-

cd =10. Determinati a, b, ¢, d stiind ¢a 25 | abed .
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Capitolul IX. Multimea numerelor intregi

1. Constructia multimii numerelor intregi

Pe E=NxN definim relatia "=" prin:
def
(m,n)z (ml,nl)<:>m+n1 =m,+n Vmm,n,n N

Ardtam ca relatia "=" este o relatie de echivalentd pe E.
intr-adevar,

din comutativitatea adundrii numerelor naturale:

m+n=n+m = (m,n)=~(m,n), vV mn€ N
= "=" este reflexiva.

Din proprietatea de simetrie a semnului "=":

m+n;=m;+nsmi+n=m+n, = [(m,n)=(m,n)=>(m,n))=(m,n)],
v m,n,m,n € N
adica "=" este simetrica.
De asemenea avem:
[(m,n)=(my,ny) si (my,n)=(man) |=(mn)=(mayno) Y mn,mynymyneN,
deoarece:
(m,n)=(my,n;) ©Sm+n=m+n *
R (my,n1)=(my,ny) & my+no=ny+n, (**)
Inmultind (*) cu —1 si adunind la (**) obtinem
-mM-ny+my+n1=-m-n+m+n,S—-m-+nmyr=-n+n, & m+n,=n+n
adica (m,n)=(m»,n,) asadar "=" este tranzitiva.

Relatia "=" definitd mai sus, fiind o relatie de echivalenta
determind o impirtire unicd a lui N* in clase de echivalenti. Multimea
tuturor claselor de echivalenta NXN/= o notdm cu Z i o numim multimea
numerelor intregi. Un element al acestei multimi se numeste numar Intreg.

Teorema. Fie m,neN. Relatia "'='" are proprietitile:

10) (m,m)=(0,0) pentru orice numiér natural m;

20) (m,n)=(m-n,0) pentru orice m>n;

3% (m,n)=(0,n-m) pentru orice n>m;

Teoremd. Daca (mn)=(p,q) si (r,s)=(u,v) oricare ar fi
m,n,p,q,1,s,u,ve N atunci:

1) (m+rn+s)=(p+u,q+v)

2) (mr+ns,ms+nr)=(pu+qv,pv+qu)
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Demonstratie.
Din (m+g=p+n §i r+v=u+s) = m+r+g+v=p+u+n+s adica:
(m+r,n+s)=(p+u,q+v)

Analog = 2).

Cum Z este multimea claselor de echivalenta in raport cu "=", vom
nota cu [m,n] numarul intreg determinat de (m,n).

Consecintd. Aplicatiile + :ZXZ—Z, « :ZxXZ—Z definite prin

[m,n]+[r,s]=[m+r,n+s]
respectiv
[m,n][r,s]=[mr+ns,ms+nr]
sunt corect definite.

Astfel + si - sunt operatii binare pe multimea Z si le numim
adunarea respectiv Tnmultirea numerelor Intregi.

Teoremd. (Z,+,-) este un domeniu de integritate.

Demonstratie.
1)(Z,+) este grup abelian.

Y m,n,p,q,r,s€ N au loc:
-Asociativitatea:
[m,n]+([p,ql+[r,sD=[m,nl+[p+r,g+s]=[m+p+r,n+q+sl=
=[m+p,n+ql+[r,s]=([m,nl+[p,q])+[rs]
-Elementul neutru este [0,0]:
[m,n]+[0,0]=[m,n]

-Opusul  -[m,n] al numarului [m,n] este [n,m] deoarece
[m,n]+[n,m]=[m+n,m+n]=[0,0]

-Comutativitatea:

[m,n]+[p,ql=[m+p.n+q]=[p,ql+[m,n]
2) - este asociativa:
([m,n]-[p,q))-[r.s1=[mp+ng,mq+np]-[r,s]=
=[mpr+nqgr+mgs+nps,mps+ngs+mqr+nprl=[m,n]-([p,q]-[r,s])
3) Elementul neutru fata de - este [1,0]:
[m,n]-[1,0]=[m,n]
4) - este comutativa:
[m,n]-[p.q)=lmp+nq,mq+np]=[p,q]-[m,n]
5) inmultirea este distributiva fatd de adunare:
[m,n]-((p.q1+[r,s)=[m,n]-[p+r,q-+s]=
=[mp+mr+ng+ns,mq+ms+np+nrl=[m,n]-[p,ql+[m,n]-[r,s]
6) Absenta divizorilor lui zero:

Fie [m,n]-[p,q]=[0,0]. Presupunem ca m>n, deci exista u=0 astfel
incat m=n+u de unde [m,n]=[u,0]. Egalitatea intiala devine
[1,0]-[p,q]=[0,0], adicd up=uq de unde p=q, adica [p,q]=[0,0].

Am probat faptul ca (Z,+, -) este un domeniu de integritate.
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Fie z=[m,n]e Z. Daca m=n, atunci z=0 conform proprietatii 1°).

Dacd m<n, atunci existd pe N astfel incat m+p=n (in acest caz
convenim sd notdm p=n-m si astfel m+(n-m)=n iar z=[0,p]=-[p,0] se
identifica cu numarul intreg —p.

Daci n<m, atunci existi ge N" astfel incit n+g=m si astfel z=[g,0]
identificAndu-se cu numarul natural g.

Tinand cont de acestea putem scrie pe Z sub forma

Z=(-N)uUNu{0}
unde ~-N={-n | neN}.
Astfel:
7={...,n,... -1,0,.+1,+2,+3,...,+n,...}

Multimea —-N (respectiv N’) se noteazd cu Z. (respectv Z,) si se
numeste multimea numerelor intregi strict negative (respectiv multimea
numerelor ntregi strict pozitive).

Teorema. Urmatoarele afirmatii au loc:

1)Z=72Z.UZ,U{0}

2)Orice numir intreg apartine uneia §i numai uneia din
multimile Z_ Z,, {0}.

Demonstratie.
1) Rezulta din definitiile multimilor Z_ Z,, {0}.
2) Fie [m,n] un numar Intreg oarecare si (m,n) un reprezentant al sdu.

Dacd (m,n)=(p,q) si m>n, atunci p>q, deoarece m+qg=p+n si
m+q>n+q=>p+n>n+q=>p>q. Deducem cd m>n nu depinde de
reprezentanti, ci numai de numarul Intreg [m,n]. Folosindu-ne de multimea
numerelor naturale, avem sau m>n si atunci [m,n]e Z,, sau m=n §i atunci
[m,n]=0 sau m<n si atunci [m,n]e Z., avand loc o singura situatie.

Observatie. Uneori notaim Z =Z\{0}

2. Ordonarea numerelor intregi

Definitie. Se spune ca numarul Intreg m este mai mic decit numarul
intreg n dacd diferenta n-me Z,. Vom nota aceasta relatie prin semnul < si
vom pune m<n dacd m<n sau m=n.

Teoremd. Multimea (Z, <) este total ordonata.

Demonstratie.

Reflexivitatea: m<in ¥ m,n€ Z — adevirat.

Antisimetria: (msn si n<in)=>m=n, V m,n€ Z — adevirat deoarece:
msn=n-me L, 0{0}= ke Z,U{0} astfel incat n-m=k;

nsm=m-ne L, {0}= k,e Z,U{0} astfel incat m-n=k,

Relatii care conduc la k+k,=0=k=k,=0=>m=n.
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Tranzitivitatea: exercitiu !
Relatia de ordine < este totald — adevérat deoarece:

Pentru m,n numere intregi, deducem din rezultatele de mai sus ca
numarul intreg m-n apartine fie lui Z. fie lui Z, fie lui {0}, dar numai uneia
dintre aceste multimi disjuncte. Dacd acest numar apartine lui Z, atunci
n<m. Daca el este zero, atunci m=n. Daca acest numar apartine lui Z. atunci
n>m.

Axa numerelor intregi. Axa numerelor este o dreaptd pe care
fixdm un punct O ( numit origine), un sens pozitiv (indicat de sdgeatd) si o
unitate de masurd.

o |*
Originea |,] | d(O,A)=1 sensul pozitiv
d(O,A) reprezintd lungimea segmentului cuprins intre O si A, fiind aleasa ca
unitate de masura.

Definitie. Distanta masuratd pe axa numerelor intre origine si
punctul corespunzator numarului Intreg a@ se numeste modulul lui a si se
noteaza | a | . Spunem ca a este abscisa punctului respectiv.

Teoremd. Urmaitoarele afirmatii sunt adevarate:

1) Pentru orice numar intreg a |a | >0;

2) |a | =0 atunci si numai atunci cind a=0;

3) PentruoriceaeZ: |[-a|l=|a |

-a daca a<0

4 |al= 0 daci a=0

a daci a>0

»
»

Demonstratie.
3)
| A ‘ 0] | A

Definitie. Doud numere fintregi se numesc opuse dacd sunt
abscisele a doud puncte simetrice de pe axa numerelor.
Daca ae Z, notam opusul lui a cu —a.

Exemplu. Opusul lui 20 este —20; opusul lui —10 este 10;

Teoremad. (impirtirea numerelor intregi). Oricare ar fi a,beZ,
b#0, exista g,reZ astfel incat a = bq + r si 05r<fb | .

Demonstratie.

Fie A={a-zb | zeZ} care evident contine si numere naturale. Fie
acum r=a-gb cel mai mic numar natural din A (cu geZ). Avem 0<r<b caci

»
-a a d(O,A)=d(0,Al)=a sensul pozitiv "
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dacd r=a-gb=b am 0<a-(g+1)b<r, in contradictie cu r cel mai mic numdr
natural din A.

Observatie.  Numerele g,r cu proprietatea de mai sus poartd
numele de catul, respectiv restul Tmpartirii lui a la b, si sunt unice cu
proprietatea respectivi. Intr-adevir, dacid am mai avea g,,r€ Z astfel incat
a = bg, + r; §i 0<r< | b | , atunci bq + r= bq, + r| care se mai scrie b(g-
q1)=r-r, adica b|(r1-r). Din 0<r,ri<|b|, cu presupunerea cd r; > r,
deducem ri-r<|b|, iar conditia b|(r-r) implicd r,-r=0 si de aici ri=r si
9=91-

Spunem cd dacd a,b sunt numere intregi cu b0, catul dintre a si b,
notat a:b, este acel numar Intreg g, In cazul in care el existd, pentru care
a=bqg. Numarul a se numeste delmpartit iar b impartitor.

3. Divizibilitate pe Z.

Definitie. Daca a,be Z, b#0, spunem ca a divide b (scriem a | b)
daca exista ce Z astfel incat b=ac.

Observatie. Ca si 1n cazul lui N nu vom defini, nici in cazul lui Z
divizibilitatea prin 0.

Numerele prime din Z se definesc ca fiind acele numere Intregi p cu
proprietatea cd p#-1,0,1 iar singurii divizori ai lui p sunt -1, 1, p, -p.
Deducem ca numerele prime din Z sunt numerele de forma -p, +p, cu p
numar prim 1n N.

Teoremd. Fie a, b, c numere intregi. Atunci:

Da |a H

2)Daca (a |b sib |a) atunci (a=b sau a=-b) adica relatia de

divizibilitate nu este antisimetrica;

3)Daci (a |b sib |c) atunci a |c.

Demonstram spre exemplu 2):

-dina | b deducem ca exista ¢ numar Intreg astfel incat b=ac (1)

-din b ‘ a deducem ca exista k numar intreg astfel incat a=bk  (2)

Prin Tnmultirea relatiilor (1) si (2) deducem ca ba=abck care prin
simplificare devine ck=1. Produsul a doud numere intregi fiind 1 deducem
ca avem (c=1 si k=-1) sau (c=-1 si k=1) adica se verifica 2).

4.Exercitii
1.Suma mai multor numere ntregi consecutive este 23. Aflati céte

numere sunt dacd numerele pozitive sunt cu doud mai multe decit numerele
negative.
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2.Sa se afle cel mai mare numar intreg negativ x pentru care
3
441 -x=n".

3.Fie n-2; n-1; n; n+1; n+2 patru numere intregi.

a)Sa se determine valorile pe care le poate lua suma lor in cazul
cand produsul lor este zero.

b)Sd se determine valoarea produsului acestor numere in cazul 1n
care suma lor este zero.

4 Este adevarata reciproca propozitiei:
“Oricare ar fi numerele a,be Z atunci a+b si a-be Z7?

5.Determinati perechile de numere ntregi (x,y) cu x #0, y#0, pentru
care 2<x’+y’<13
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Capitolul X. Multimea numerelor rationale

1. Constructia multimii Q

Notam
E=ZxZ'={(p.q) | pe Zsi qe Z"}.
Pe multimea E definim relatia "~" prin:
def
P.9)=p1.91) < pgi=qp

Teoremd. Relatia ''=" este o relatie de echivalenta.

Demonstratie.

Reflexivitatea: (m,n)~(m,n), ¥ (m,n)eE;

Adevdrat, din comutativitatea Tnmultirii numerelor naturale
(m-n=n-m).

Simetria: (m,n)=~(m,n,)=(my,n;))~(m,n), ¥V (m,n),(m,n,)eE;

Din proprietatea de simetrie a semnului "=":

m-ni=my-n&my-n=m-n; = (m,n)=(my,n)=>(ms,n)=(m,n)

Tranzitivitatea:
[(P.@)=P1q) 5t P1.g)=P2.9)] = P.9=P242), ¥ (9.9), (P1.q1), (P2.g2)EE;

Intr-adevar,

P 9)=P1.q1) < pqg1-qp: (©)
P1.90*P2q2) & Prga=qip> - (d)

Prin inmultirea membru cu membru a relatiilor (c), (d) obtinem

Pq1P192=9P191D>, relatie care simplificatd prin p;g; conduce la:
def

. Pa=qp> <= (0.9)=(P2,9>)

In concluzie "=" este o relatie de echivalenta.

Relatia "=" determina pe multimea E, clase de echivalenta.

Pentru (p,q)€ E notam prin P clasa sa de echivalentd in % .

q
Multimea tuturor claselor de echivalentd determinate de multimea
E 1n raport cu relatia de echivalentd "=" se noteazd prin Q.
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Deci:

Q:ZXZZ:{g‘pEZSqu Z)

Exemplu. In clasa — se afld toate perechile (p,q), astfel incét

(».9)=(3.5)=p5=¢3 cu peZ si geZ , adici perechile (6,10); (9,15);
(12,20); . ..

Un element din Q il numim numadr rational.

Perechile (p,q) aflate in relatia de echivalenta defintd, le numim

fractii si le notam tot prin L

q
Proprietatile aritmetice ale multimii Z ne permit sd identificam

n
orice numar intreg n cu numarul rational —. Prin urmare avem sirul de

incluziuni NCZ C Q.

Deci, multimea numerelor rationale este de fapt o extindere a
multimii Z a numerelor intregi.

Definitie. Numarul Intreg g se numeste numitor iar numarul intreg
p se numeste numardtor. Linia orizontald " - " se numeste linie de fractie.
Daca p<gq fractia se numeste subunitara. Dacd p>q fractia se numeste
supraunitard. In cazul p=q fractia se numeste echiunitard.

Definitie. Daca p-¢>0, p,q sunt numere iIntregi atunci P se
q

numeste numdr rational pozitiv iar multimea lor se noteaza prin Q,, iar

< . P 7 . . .
dacd p-g<0 atunci — se numeste numdr rational negativ iar multimea lor

se noteaza prin Q. .

2. Egalitatea fractiilor.

2 .. . P _Tr < .
Fie —, — fractii. Spunem cd — =— daca p=r i g=s.
q s q S
Exemplu.

3_I+141_2+41 _4-1,

4 341 242 5-1
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Teorema. Egalitatea fractiilor este o relatie de echivalenta.
Demonstratie.

Reflexivitatea: p_P , VpeZsiqgeZ\{0};
q9 4

£=£deoarecep-q=q-p
q9 4
r r
Simetria: £——:>—=£, YV p,re Zsi g,se I\[0};
q s s q
r r
£=—:>—:£deoarecep-s:r-q:>r-q=p-s
q S s q
Tranzitivitatea: EZL si LIK :>£=ﬂ ,Vp,r,meZ si
q s ' s n q n
q,5,ne ZI\{0};
Plops=rgq (e)
q N
r o m
—=—=r-n=m-s (f)
N n
Din (e) si (f) obtinem
psrn=rqms.
m

Impartind prin sr pentru r#0 obtinem pn=gm, adici =
q n

Observdm  ca si 1n cazul r=0 proprietatea ramane adevdarata.

3. Amplificarea fractiilor.

A amplifica o fractie Tnseamnd a inmulti §i numitorul si
numaratorul prin acelasi numar natural diferit de 1. Simbolic vom scrie:
n)
n.
PP e W1J
q n-q
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Exemplu.

4. Simplificarea fractiilor.

A simplifica o fractie Inseamnd a impdarti §i numitorul si
numardtorul prin acelagi numar natural diferit de 1 (atunci cand este
posibil).

Simbolic vom scrie:

(n

P p:n

q q:n
Exemplu.

3
20 20:5 4
25 25:5 5
Observatie. Prin amplificarea si simplificarea unei fractii se obtine
o noud fractie egala cu cea initiala.

Definitie. O fractie ce nu poate fi simplificatd se numeste
ireductibila.

Teorema. Fractia P (peZ si qe Z"), este ireductibili daci si

numai daci (p,q)=1.
Demonstratie.

-daca P este ireductibila atunci nu existd ne Z\{1} astfel Incat

q
n |p sinl q ceea ce conduce la (p,q)=1.
-dacd (p,g)=1 si exista de Z astfel incat d|p, dlq atunci d|1,

deci £ este ireductibila.

q
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S.Relatia de ordine pe multimea fractiilor.

Fie x= 4 cu peZ iar ge Z’. Observim ca in cazul g<0, putem

q

scrie x = p_—P si deci orice xe Q, se scrie sub forma = r cu
q9 —q s
o o k.
s=-g>0 (adicd seN).

SR p r .
Definitie. Fie x =—, y=—, V p,re Zsi ¢,se N\{0}.
q S
Definim pe Q relatia "<" prin x<y&=ps-gr<0.
Teorema. Relatia "< este relatie de ordine totala pe Q.
Demonstratie.
1) "<" este reflexivi: x<x , V xe Q;
def
Fie x=2 Avemes £<£ & p-q-q- p <0 ultima relatie
q q
fiind adevarata deducem ca "<" este reflexiva.
2) "<" este antisimetricd: (x<y si y<x) = x=y, V x,ye Q.
intr-adevar,

Fie x = 2 siy =L Avem
q
def
L <lg p-sr -qg<0 (2
q s
s
def
LS£(:)r~q—p~sSO (h)
s q

Din relatiile (g) si (h) avem ca ps-rqg=0<ps=rq<x=y, deducem ca
"<" este antisimetrica.
3) "<" este tranzitiva: (x<y si y<z) = x<z, V x,5,2€ Q

m * . .
Alegem 1n plus Z=-— cu neN astfel incit x<y si y<z, adicad
n

ps-rg<0 si rn-ms<0.

Cum g, s, ne N* deducem ca [(ps-rg)n<0 si (rn-ms)q<0], adicd
[psn-rqn<0 si rng-msq<0], deci psn-msq<0=s(pn-mq)<0= pn-mg<0&x<z,
adica < este tranzitiva.
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Din 1), 2) si 3) deducem ca "<" este o relatie de ordine pe Q.
Faptul ca relatia "<" este totald pe Q rezultd din aceea ca ordinea naturalad
"<" de pe Z este totala.

Observatie.

q>0, §>%:>p>p'

6.0Operatii fundamentale cu fractii.

Teoremad.
. . ro.m u
Fie pr,mu € Z si g, s,n, ve Z*cuﬁz— S1—=—.
' qg § ' n v
. n+m rv+su . pm _ru
Atunci 2 9 _ si 2L _ W
nq sV ‘ qn sV
Demonstratie.

Avem cd ps=rq si mv=nu astfel ca:
pn +mq v+ su

nq Y
(pn+mq)sv=(rv+su)nqpnsv+mqsv=rvng+sung<mqsv-sung=rvng-
pnsve(my-un)sq=(rq-ps)nv, adevarat deoarece ps=rq si mv=nu.

Prin Tnmultirea membru cu membru a relatiilor ps=rq si mv=nu
obtinem: psmv=nurq o, P"™ _ "™
qn  sv

Aceast rezultat ne sugereazd cd vy B’Ee Q operatiile de

q s
adunare (+) si inmultire (-) definite prin prin:
L+r—: ps + rq si prr _ pr
q s qs ‘ qg S qs

sunt corect definite.

Exemplu.
2 4 2-7+3-4 26
HND=—F—-—="—-——="—
3 7 3.7 21
H24_8
37 21
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7.Proprietitile adundrii fractiilor.

a)Adunarea este comutativa:

r r
pr_r.p
q9 s S q
b)Adunarea este asociativa:
r m r m
E+DH+2=L:C4 5
q s n q S n
c)Existenta elementului neutru:
0 a
= ;E Q astfel incat V EE QO si avem:

a, 0_0
b b b

d)Opusul unui numdr rational:

vie 0,3 (— %) € Q astfel incat:

b
T -4 = -4 +L=0
b b b) b

0
Numarul — s-a considerat 0.

a_a,
b b’

8.Proprietatile inmultirii fractiilor

a)Inmultirea este comutativi:
pr_
q S
b)inmultirea este asociativa:
( pr ) m p . r m)
q s n q s n
¢)Elementul neutru:

d)Inmultirea este distributiva fata de adunare:
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m r m m r
—_ £ + —_ = — £ + —_—
ni\qg s n qg n s
e)Inversul unui numar rational:
L 0, atunci 940 are proprietatea Pa_9r_,
q P qp P9

Deci, inversul lui P este i
q )4

Ce structura algebrica are (Q,+,-)?
9.Impartirea fractiilor.
L . q . .. P *
Definitie. Fractia — se numeste inversa fractiei — ; p,qeZ .
P q

A . r
Definitie. Impirtirea frac;ieiE prin — (5,g£0) este produsul
S

. P .. .
dintre — si inversa fractiei —.

q S

Scriem:

pr _ p S _ )

qa's qr qr

Exemplu.

72 73 21

53 52 10

Observatie.  Relatia de echivalentd "=~" definitd pe multimea

fractiilor ne permite sd extindem toate rezultatele si in cazul multimii
numerelor rationale.

Scrierea sub forma de numere zecimale.

Defintie. O fractie al carei numitor este 10, 100, 1000 . . ., In
general 10" cu n numdr natural oarecare se numeste fractie zecimald.
O fractie zecimald este egald cu numarul zecimal care se obtine astfel: se
despart de la numarator, de la dreapta spre stinga attea cifre zecimale cate
zerouri are numitorul. Daca numarul cifrelor de la numarator este mai mic
decat numadrul zerourilor de la numitor, completam cu zerouri addugate la
stdnga.
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Numarul B (reprezintd 5 zecimi) il notdm cu 0,5

Numarul (reprezintd 456 miimi) il notam cu 0,456.

10.Reprezentarea pe axa a numerelor rationale.

Am vazut ca axa numerelor este o dreaptd pe care fixam un punct
O (numit origine), un sens pozitiv (se indica printr-o sageata) si o unitate de
masura.

A reprezenta pe axa un numar rational, Tnseamna:

-reprezentarea pe axa a numitorului;

-numararea atitea parti din numitor cat este numaratorul, de la
origine spre directia 1n care a fost reprezentat numitorul;

-figurarea in desen a numadrului rational Tn dreptul ultimei parti de
la pasul precedent.

Sa reprezentam pe o axa numarul rational — .

A sensul pozitiv

o

S RS

Originea d(0,A)=1 g

Analog cum s-a definit modulul pentru numere intregi, se defineste si pentru
numere rationale.

11.0Operatii de grad superior cu numere rationale.
Ridicarea la putere. In general, pentru numere intregi pozitive n
avem:

Se citeste ca a n-a putere a lui a, sau

Putere
n factoria,n )0, intreg a la puterea n.

- a se numeste baza,

- n se numeste exponent

Ridicarea la putere reprezintd o inmultire repetatad a aceluiasi numar.
Este operatie de gradul 3.

Deoarece 0-0 = 0, avem 0" =0

Asemenea, 1-1 =1, deci 1"=1
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IPuteri a caror baza este cuprinsd Intre O si 1 devin mai mici la 0|

2

imajorare a exponentului:

3

1

>_

2

4

1
>§ Yoo

Puterea unui numadar negativ va avea o valoare pozitiva In cazul unui
exponent par si o valoare negativa in cazul unui exponent impar.

A

Inmultirea si impértirea puterilor.
a) puteri cu acelasi exponent. Din (ab)" = ab- ab- ab-... -ab (n factori) si

aplicand proprietatea de comutativitate a Tnmultirii deducem cad

(ab)' = a-a-a-a-...ab-b-b-b-...b=a"-b" .

n factori

n factori

(ab)' =a"-b"

n

Retinem deci ca

n

a a
b b"

b) puteri cu aceeasi bazd. Inmultirea. Conform definitiei puterii avem:
aa"=qa-a-...-a-a-a-....a=a-a-a-....a

Analog, ridicarea la putere a unei fractii:

m factori n factori m+n factori

Impartirea. Deoarece fiecare impartire poate fi exprimatd printr-o
fractie, obtinem la a™:a" o fractie cu m factori a la numardtor si n factori a
la numitor.
Prin simplificare,
dacd m >n, dupd simplificare vor rdmane m-n factori a la
numarator,
daca m < n, dupa simplificare vor raiméne n-m factori a la numitor
iar numaratorul va deveni 1,
daca m=n, dupa simplificare rezultatul va fi 1.

Asadar:
m>n: am :an :am—n
m n 1
min : a’ .a’ =
an—m
m=n: a”a" =1
Dezvoltarea notiunii de 0_ | a1
putere = a = 4"
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Ridicarea la o putere a unei puteri. Pentru a calcula puterea unei puteri

m

(fTawm:@my=amwl-nsamza-awrnsa.DwL

n factori mxn  factori
ml' _ _mn

Riadacina patrata. Prin rddicina patratd X =+/a , din numarul
nenegativ a intelegem numarul nenegativ x, care inmultit cu el insusi da

o valoare egala cu a.
XxX=ANa =>a= X2

Deoarece radacina patrata este operatie inversa ridicarii la putere vom putea
stabili urméatoarele: radacina patratd a unui numdr format din 2n si 2n-1
cifre va fi un numar format din n cifre.

Algoritmul extragerii rdddcinii patrate. Tmpartim cifrele numarului de sub
radical in grupe de doua cifre pornind de la virguld si spre stinga si spre
dreapta. Rezultatul va avea inaintea virgulei tot atitea cifre cite grupe sunt
inaintea virgulei, iar dupa virguld tot atitea cifre cite grupe sunt dupa
virgula.

De exemplu:

\/44 44 48,88 89

va fi un numdr zecimal cu partea intreagd formata din 3 cifre, iar partea
fractionara din 2 cifre.

A4 41 va fi un numir de dous cifre, adicd de forma a+b, unde a este un
multiplu de 10. Deci:

V441 = (a+b)* = a*+2ab+b’=a’+b(2a+b). Aceasti egalitate se foloseste
la extragerea radacinii patrate ficand intdi sciderea lui a” si apoi a lui

b(2a+b):
N . I .
-400

—41
0
Analog se calculeazd o radacina pdtratd care va avea trei, patru ... cifre.
Exemplificdm pentru 3 cifre:
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= TR
—4900
845

=725
120,64

-120,64

x,x)0
\/?=|x|: 0,x=0
—x,x(0

In continuare, prezentim proprietitile radicalilor de ordinul 2.

1. valb =+ab

Operatii cu radicali.

Scoaterea unui factor de sub semnul radical: se descompune
numarul de sub radical in factori si se aplica proprietatea 1.

Introducerea uni factor sub semnul radical: Se introduce sub
semnul radical puterea a 2-a a factorului.

Rationalizarea numitorului. Este operatia de eliminare a radicalilor
de la numitorul fractiilor, prin amplificare fie cu radicalul de la numitor, fie
cu conjugatul numitorului.

Expresia Ja ++/b are conjugat expresia Ja-+b.

12.Exercitii

1. Aduceti la o forma mai simpla expresia:

! + ! +...+ L.
22-1 32-1 7 100°-1

2.Sa se simplifice fractia:
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448+12+...+4-n

3+6+9+..+3-n
3.Ardtati ca S=n+1+2(14+243+...4+n) este patrat perfect.

454 se determine numarul natural n pentru care numarul

n+6

este numar natural.

p= n-2

5.Calculati:

n+2
O e e

3 3n+l
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Capitolul XI. Fractii zecimale

Fractii zecimale finite. Fie p = p,...p  scrierea zecimald a
numarului natural p si an, ne N fractie.

Folosind operatiile din sistemul zecimal si operatiile cu fractii putem scrie:
P _PiPyPs _ Dy 107+ p, - 107 + ...+ p, - 10+ p, _
10" 10" 10"
s—1 s=2
AL L LN S p11+...+&
10" 10" 10" 10" 10" 10"

In continuare:

p o P1DPoe-Pi> Pisi Pisa---P, »dacas-n =1
10" ]0,0..0p,p,...p, ,dacan-s=i

si spunem ci fractia P , n e N este sub forma de fractie zecimala
10"

finita.
Exemple.

% =45637,89; decarecen =2 jars =7

%556 =0,23456; deoarece n=5iars =5
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Observatii.

1) Grupul de cifre aflat in stdnga virgulei se numeste partea
intreaga a fractiei, iar cel aflat in dreapta se numeste partea fractionara a
sa.

2) In scrierea unei fractii zecimale finite avem atitea cifre dupa
virgula céte unititi are exponentul lui 10 in fractia _P

10"

Teoremd. Daca numitorul unei fractii are ca factor prim numai
pe 2 sau pe 5 atunci fractia admite scrierea zecimald cu un numar finit
de cifre dupa virgula.

Demonstratie.

Fie £ o fractie cu numitorul de forma 2i. Sk; 1,keN.
q

Prin amplificarea fractiei obtinem:

a-5* >k
p__J 100
25" Lk

%,kx

relatii care conduc la demonstrarea teoremei.

Exemplu.
7 7 7-2 14
50 5°-2 100 10
1111 _11-5* _11-625 6875
16 2 10 10* 10*
Intrucat numerele zecimale reprezintd doar notatii pentru numere
cunoscute, proprietatile de adunare, scadere, inmultire si impdrtire sunt cele

aratate la numerele naturale, intregi si cele fractionare.
Exemplu.

1,678+22,34 =

=0,6875

1678 N 2234 1678+22340 24018
1000 100 1000 1000

=24,018
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Acest exemplu ne conduce la 1,678+
scrierea unele sub altele: unitati sub
unitati, zeci sub zeci, . . . , zecimi 22,34
sub zecimi, sutimi sub sutimi etc.. 24,018
1678 2234 3748652
1,678x22,34 = =3,748652
1000 1000 1000000
1678
Se observa ca inmultirea fractiilor zecimale finite se 2234
bazeaza pe urmatorul rationament: 6712+
-se inmultesc numerele ca si cdnd nu ar avea virgule,
. : oL 5034
apoi la rezultat punem virgula despartind de la dreapta
spre stdnga atdtea cifre zecimale cdte au avut 3356
deinmultitul si inmultitorul impreund. 3356
3748652

Consideram impartirea 67,32:3,7. Scriind numerele date sub forma
de fractii, avem:

6732:37=0732.37_ 673210 _ 6732

100 10 100-37 370

Concluzionam ca Tmpartirea fractiilor zecimale finite se reduce la o
impartire In N

Se desprinde astfel urmatoarea regula:

-pentru a imparti un numar zecimal la un numar intreg, procedam
la fel ca la Tmpartirea numerelor naturale, punem virgula la cat Tn momentul
cand cobordm la rest cifra zecimilor. Dacad este nevoie partea zecimala a
detmpartitului o completam cu zerouri, pentru a putea scoate cifre zecimale
mai multe la cat.

-pentru a impdrti un numdr (intreg sau zecimal) la un numar
zecimal, Tnmultim si deimpartitul si impartitorul cu 10 daca Tmpdrtitorul are
o zecimald, cu 100 daca el are 2 zecimale, cu 1000 daca are 3 zecimale etc.;
in acest fel obtinem o impartire la care Tmpartitorul este numar Intreg si care
are acelasi cat ca si impartirea data.
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Fractii zecimale infinite.

Teoremd. Orice fractie £ ireductibili si subunitari pentru
q
care numitorul se afla in una din situatiile:
a) (¢,10)=1;
b) existi a prim diferit de 2 si 5 cu (¢,a)#1 si (¢,10)%1
nu se poate scrie sub forma de fractie zecimala finita.
Demonstratie.
Sa presupunem ca

P _PiPoPs are este
q

10°
echivalent cu p-10° =g¢q-p,p,..p, = q|p-10°.Din (q,10) =1

5 =0,p,p,...p,, deci

deducem  q nu este divizor al lui 10.

Am obtinut astfel o contradictie. In concluzie exista fractii care nu
pot fi scrise sub forma de fractie zecimala finita.

Fractiile zecimale care nu se pot scrie sub forma de fractie
zecimala finita se numesc fractii zecimale infinite si se noteaza prin:

pPupap3- - -
I nu poate fi scrisd sub forma de fractie
7

zecimala finitd. Se observa cd (7,10)=1 iar dupd teorema de mai sus

Exemplu. Fractia

deducemca ! nu poate fi scrisa ca fractie zecimala finita.

7

1. Fractii zecimale periodice.

Fie fractia £ ireductibild si subunitard in care numitorul satisface
q

una din conditiile teoremei precedente. Din teorema Tmpartirii cu rest pentru
p si g se obtin cel mult g-1 resturi nenule ry, r,, . . .,rq.;. Deoarece produsul
acestor resturi este diferit de zero rezulta ca algoritmul Tmpartirii lui a la b
se continud la infinit. Multimea { ry, 75, . . .,rq1} fiind finitd deducem ca
unele resturi se vor repeta periodic, rezultat care spune ca existd cifre care
se repetd dupa cat.

Fie acum py,ppops - . . o fractie zecimala infinita cu proprietatea ca
existd m,neN astfel Incat p,,.,=p, V a=n. Multimea tuturor fractiilor cu
aceasta proprietate alcatuieste o noud clasa de fractii, numita clasa fractiilor
zecimale periodice.

Vom nota fractiile zecimale periodice prin:
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pO’p]“'pn—l(pn"‘pn+a—l)

Secventa DyPyi-Prsp se numeste perioada fractiei

zecimale.

Distingem doud cazuri:

I. pentru n=1 perioada incepe dupa virguld iar fractia se numeste
fractie zecimald periodica simpla;

II. pentru n>1 spunem ca fractia este fractie periodica mixtd.

2. Fractii periodice simple.

Teorema . Daca (q,10)=1 fractia P este periodica simpla.
q

Demonstratie.

Prin Tmpartirea lui p la g obtinem aceleasi resturi care se obtin prin
impartirea la g a numerelor:

p; p10; p107. .. p-10%Y p-109; ... (a)

Fie SN CHEES N PR rg; sirul resturilor (daca g<p, ry=¢q). Fie
p-10™ si p-10™ doud numere din sirul (a) care dau acelasi rest prin
impartirea la g, deci p-10™™ - p-10™ =10"(p-10*-p)=qg-k cu k numar natural.
Cum (¢,10)=1 deducem ci ¢ | (p-10"-p), iar din definitia relatiei " | !
deducem ci p-10*-p=g-k cu k numdr natural. Ultima relatie aratd ca existd a
astfel incét p-10” si p dau acelasi rest prin Tmpartirea la g.

Concluzia este cd printre resturile partiale gasim repetat si primul
rest. Dacd fractia ar fi periodicd mixtd, primul rest care se repeta ar fi rg, ci
nu ry, sau r, . . . sau r; (i 22), adica in sirul resturilor partiale nu ar mai
reapdrea niciodata restul . Deci fractia este periodica mixta.

3. Fractii periodice mixte.

Teoremad. Fie P_o fractie cu g=2"- 5'-q,, unde (¢,,10)=1. In aceste

_Q

ipoteze P se transforma in fractie zecimald periodica mixta.
q
Demonstratie. Daca i >j , avem

pP__ D _q~5i’j 1 .q~5i’j
g 25 q, 10%q, 10" ¢,
unde 7 este cel mai mare dintre i si j.
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Fractia
q-5"
q,
conform teoremei din subcapitolul precedent, se transformd in fractie
zecimala periodicd simpla.
Prin Tnmultirea cu 1 se mutd virgula spre stanga peste n cifre.
10"
Aceste n cifre formeaza partea periodica.

Analog se trateaza cazul i<j ( se amplifica cu 2).

Observam ca fractiile periodice mixte se deduc din cele simple.

Se poate demonstra cd orice numar rational se reprezintd sub
forma de fractie zecimald infinitd periodica, care nu are perioada 9, de
asemenea ca orice fractie zecimald periodica, care are perioada diferita de 9,
reprezintd un numar rational, care se obtine prin algoritmul de Tmpartire.

4. Trecerea de la scrierea zecimala la scrierea cu linie de
fractie

a)Transformarea fractiilor zecimale finite.

Exemplu.
0,53:i+ 3 :50+3: 53
10 100 100 100
530 _5+i+ 2 _5+30+2"i’5 32 5-100 +32 532
’ R 10 100 100 100 100 100
In general,
not
Do Dr--Ds =Py b : P +...4 pS_1 =p Pz---fy =h Pz--fs :p1-~fs
10 100 10 10 10 10

b)Transformarea fractiilor zecimale infinite periodice simple.
Fie fractia zecimala

0,(p,p,---p,)
si

p -
;zov(plpz---ps)

scrierea ei cu linie de fractie.
Deci

10° -§= PiPyPy (P Py D) (D).
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Inmultind relatia (1) cu 10° se obtine
Prin scaderea acestei egalitéti cu egalitatea (i) avem:

10°-1)- 2= p., de unde £ =Lr=Ps
q qg 9..9

de s ori

Desprindem urmatoarea regula:

O fractie zecimald periodicd simpld subunitard se transformd in
fractie astfel: scriem la numarator perioada, iar la numitor cifra 9 de atatea
ori cate cifre are perioada.

Exemplu.

0.(567 ) = 2
999

¢) Transformarea fractiilor zecimale infinite periodice mixte.

» S =

Consideram fractia zecimala

0,p,p,--p:(q19--4,)

. p . L .
si — scrierea ei cu linie de fractie.
q

Deci

§ZO,P1P2~~pi(Q1Qqu]-) (2
Inmultind relatia (2) cu 10™ respectiv 10" avem:

m”tgzpmpmﬂMWQM%%”%)(a

lof.gzp1p2...p,~,(‘]142“'qj) @

Prin scaderea relatiilor (3) si (4) avem:

m%mtqygzpwp%m%—pwh

de unde

P _ PiPidid; = Pi P

q 99..99 -10°
de jori

Deci:
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PrPiq,4; = PrD;
99..99 00..00

de jori -de iori

14
—=0, P\Py-Pi(q,9,.-q;) = b _
q q

Desprindem urmatoarea regula:
O fractie zecimala periodica mixtd subunitard se transforma in fractie astfel:
-la numarator: consideram numarul Incepand de la virguld pana se
termind prima perioada; din el scddem partea neperiodica;
-la numitor: scriem de atatea ori cifra 9 cate cifre are perioada, apoi
in continuare de atatea ori cifra O cate cifre are partea neperiodica.

Exemplu.
O,H(E) _ 4142 - 41 _ 4101
9900 9900
S.Exercitii

1.Pentru fractiile zecimale, periodice urmadtoare, sd se gadseascd
numarul rational pe care-l reprezinta si sa se verifice apoi prin algoritmul de
impartire ca se obtine fractia zecimala initiala:

a)2,11(2); b)0,(3); ¢)-0,(12); d)2,01(13).

2.Fie x=2,31 si y=1,245. Sa se gaseascd primele trei cifre dupa
virgula ale sumei x+y.

3.Fie x=1,734 si y=1,245. Sa se gdseascd primele doud cifre dupa
virguld ale produsului x cu y.

4.54 se scrie sub forma de fractie zecimala infinita, numerele :

| 13 b 1 ) 2
a)—;b)—;0)—.
7 4 3

. N m . . .
5.Aratati cd un numar rational — , astfel incét n este prim cu m si
n

cu 9, se reprezintd sub forma unei fractii zecimale a carei perioadd
reprezintd un numdar multiplu de 9.
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Capitolul XII1. Multimea numerelor reale

Aratam ca nu existd numere rationale care ridicate la patrat sa fie 2.
Intr-adevar,

presupundnd contrariul ar exista P numar rational astfel incat

q
2
r|_,
q
Putem presupune ca (p,q)=1.
2
pin | 2| =22 p’=24".
q

Cum 24 este par, deducem ci si p° este par si deci p este par. Fie
p=2x, x un numir intreg. Inlocuind p=2x in relatia precedenti obtinem
(2x)*=2¢° , adica 2x’=¢4’, deci si g este par. Din cele demonstrate deducem
ca g si p au divizor comun pe 2, care este contradictoriu cu (p,g)=1.

Astfel de exemple conduc la extinderea multimii numerelor
rationale.

Definitie. Numim numdr irational (pozitiv sau negativ) un numar
care poate fi reprezentat cu ajutorul unei fractii zecimale neperiodice, cu
partea zecimald formata din numere care nu se repeta periodic.

Multimea tuturor numerelor irationale se noteaza prin I.

Reunind multimea Q a numerelor rationale cu multimea I a
numerelor irationale, obtinem o noud multime care o notdm prin R §i o
numim multimea numerelor reale.

Elementele acestei multimi se numesc numere reale. Intre
multimile N, Z, Q, R existd relatia de incluziune:

NcZcQcR
1.0rdonarea numerelor reale.

Fie x=xp,x1xox3 . . . §1 y=yo,y1¥2y3 . . . doud numere reale, unde
fractiile xp,x1x5x3 . . . $1 Yo,y1Y2y3 - . . au perioada diferita de 9.

Spunem cd x=y daca oricare ar fi j=0, 1, 2, 3, . . . avem x;=;.
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Exemplu.

2,345=2,345 deoarece xy=Yo; X1=Y1; X2=Y2; X3=Y3.

2,(9)=2,(9) deoarece x;=y; oricare ar fi j=0, 1,2, . ..

Definitie. Numarul real x=xq,x1x,X3 . . . este mai mic decat numarul
real y=yo,y1y2y3 . . . i scriem x<y, dacd existd un numar natural k>0, astfel
incat x<yy si xj=y; pentru orice j<k.

In acest caz se mai spune ca y este mai mare decit x si se scrie y>x.

Exemplu.
7,823 ...<8,273 .. ., deoarece x;=7<8=y,
7,8234 . . . <7,8235 . . ., deoarece xo=yo=7; x1=y;=8; X=y,=2;

X3=y3=3; X4<y4 (4<5).

Daca x<0 numadrul real x se numeste negativ, iar dacd x>0 atunci
x se numeste pozitiv. Este clar ca un numar real x=x(,x1x,x; ... este negativ
daca si numai daca x, este un numar negativ.

Observam ca dacd x si y sunt numere reale, atunci este adevarata
una si numai una din relatiile:

x>y, X<y, Xx=y

Definitie. Numarul real x este mai mic sau egal cu numarul real y,
si scriem x<y daca x<y sau x=y.

Relatia "<" are urméitoarele proprietati:

Deste reflexivd: x<x, V x€ R;

2)este antisimetricd: (x<y si y<x) =x=y, V x,y€ R;

3)este tranzitivi: (xsy si y<z)=>x<z, V x,5,z€ R.

Din proprietatile 1), 2) si 3) si observatia de mai sus deducem ca
"<" este o relatie de ordine totala pe multimea numerelor reale.

2. Aproximari zecimale ale numerelor reale.

Fie x un numar real oarecare reprezentat sub formd de fractie
zecimald infinitd. Aproximarile zecimale prin lipsd ale numarului x se
definesc ca fiind numerele care se obtin prin inlaturarea succesivd a tuturor
cifrelor sale asezate dupa virgula, incepand cu prima cifra, apoi cu cea de-a
doua, dupa aceea cu cea de-a treia etc.

Exemplu.

Pentru numarul x=3,456217 . . ., aproximdrile zecimale prin lipsa
vor fi:

3; 3,4; 3,45; 3,456; 3,4562; 3,45621; 3,456217; . . . ..

Dacd la ultimul numar de dupa virguld al fiecdrei aproximari
zecimale prin lipsd a numarului x se adauga 1, atunci se obtin aproximarile
(valorile aproximative) zecimale prin adaos ale numarului x.
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De exemplu, pentru numarul 3,456217 . . ., astfel de aproximari

vor fi:
4;3,5;3,457; 3,4563; 3,45622; 3,456218; . . . . ..

Avand 1n vedere relatia de ordine pe multimea numerelor reale,
introdusa mai sus deducem ca numadrul x este cuprins intre:

1) 3 5i 4; retinem 4-3=1;

2) 3,4 si 3,5; retinem 3,5-3,4=0,1;

3) 3,45 si 3,46; retinem 3,46-3,45=0,01 etc.
aceste aproximadri zecimale sunt, respectiv, cu o eroare mai mica decat 1,
0,1=1O'1 respectv 0,01:10'2 etc.

In general pentru un numdr real pozitiv reprezentat sub forma de
fractie zecimala definita, adicd x=xo,x;x,x3 . . .x, . . . aproximarile zecimale
cu o eroare mai mica decat 10™ sunt:

-pentru numere reale pozitive:

1)prin lipsa: x*,=xo,X1X0X3 . . X,
ii)prin adaos: X’ =xp,x1xXpx3 . . .X,+10™
-pentru numere reale negative:
i)prin lipsa: x** . =xo,X1XX3 . . Xp-10™
ii)prin adaos: x’ =X, X1 XpX3 . . X,
Astfel ca numarului x i-au asociat aproximdrile sale zecimale:
-prin lipsa: x’g, X’ 1, X’2, X3, . . .,
-prin adaos: X 7o, x* 71, X770, X773, . . .,
astfel Tncat:
X o< X7
X << Xy
X <x< X7y

Observdm cd aproximdrile zecimale prin lipsa si prin adaos ale

unui numadr real x sunt totdeauna numere rationale.

3. Adunarea si inmultirea numerelor reale.

Fie x, y doud numere reale reprezentate sub forma de fractie
zecimala definita si fie aproximarile zecimale prin lipsa si adaos cu o eroare
mai mica decét 10™. Atunci:

X< X7y
VaSy<y'a

Cum x’,, Xy, ¥y, ¥4 sunt rationale deducem ca au sens sumele
X o+ Yo six+y’’, pentru orice n.

Definitie. Se numeste suma numerelor reale x $i y un numar real s,
care pentru orice numar natural n, satisface inegalitatile:
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Xt VaSs<x+y7,

Exemple.
a)Sa gasim primele patru cifre dupd virgulad pentru suma numerelor
x=\/§ si y :\/7
Avem:
1</3<2 2<7 <3
1,7<~/3 <18 2,6 <7 <27
1,73 < /3 < 1,74 2,64 < /7 < 2,65
1,732 < /3 < 1,733 2,645 < /7 < 2,646
1,7320 < ~/3 < 1,7321 2,6457 < /7 < 2.6458
1,73205 < ~/3 < 1,73206 2,64575 < /7 < 2,64576

Deci s+ y'5=4,3778 < s=+/3 +4/7 < x5+ y*s=4,37782 de unde

c=4,3778
b)Sd se gaseascd primele patru cifre dupd virguld pentru suma
numerelor x=-7,43562 . . . .. siy=5,34187 ...

Avem:
X5+ y'5=-2,09376 < x+y < X5+ y’’5=-2,09374
Astfel putem scrie patru cifre dupd virgula pentru suma
x+y=-2,0937

Produsul numerelor reale pozitive se defineste asemandtor ca suma
numerelor reale pozitive, adica:

Definitie. Se numeste produsul numerelor reale pozitive x i y, un
numar real p, care pentru orice numadr natural n, satisface inegalitatile:

Xy YVaSp<x’yyy

Observatie.

1.Analog se defineste modulul (valoarea absolutd) unui numadr real;

2. Dacd unul sau ambele numere sunt negative, atunci se inmultesc
valorile lor absolute si apoi se tine seama de regula semnelor:

a)produsul este pozitiv dacd ambii factori au acelasi semn §i atunci:

xy=x|-lyl

b)produsul este negativ dacd semnele factorilor sunt diferite si

atunci:
xy=-|x[-1yl

Consideram ca sunt suficiente exemplele pentru suma a doua

numere reale, pentru produsul lor se face un rationament analog.
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4. Proprietatile adunarii si inmultirii numerelor reale.

1)Adunarea este asociativa si comutativa.

2)Exista numarul real O (zero) astfel Tncat x+0=x, pentru orice xe R

3)Pentru orice xe R exista numarul -xe R astfel incat x+(-x)=0.

Observdm cd daca mai existd 0’e R cu x+0’=x, pentru orice xe R
atunci pentru x=0, rezultd 0+0’=0 si pe de altd parte din 2) pentru x=0’
rezulta 0’+0=0", asadar 0=0" de unde deducem unicitatea elementului O.

Analog rezultd cd pentru orice x€ R exista un unic element y astfel
incat x+y=0, anume y=-x; in plus, -(-x)=x. Daca x,ye R, atunci se noteaza x-
y =x+(-y) si se numeste diferenta numerelor x si y.

4)Inmultirea este asociativi si comutativa.

5)Exista numarul real 1 (10) astfel Tncét x-1=x pentru orice xe R.

6) Pentru orice xe R, x#0 existd numarul x' (notat si — ) din R,
X

astfel incat x-x"'=1. Daci x,ye R si y#0, se noteaza ﬁ = )Cy_l si reprezinta
y
catul numerelor x si y.

7)Inmultirea este distributivi in raport cu adunarea, adici
x(y+z)=xy+xz, pentru orice x,y,ze R.

Din proprietatile enuntate deducem ca 1 este unic, avand
proprietatea 5) si, de asemenea, pentru x#0 dat inversul x”' este unic.

Apoi x-0=0 [Deoarece x-0=x:(0+0)=x-0+i-0, conform cu 7);

notand x-0=y rezulta y=y+y, deci y=0]

Demonstram ci daci x-y=0, atunci x=0 sau y=0. Intr-adevar, daca x-y=0 si
X0, atunci existd x! si Tnmultind relatia anterioara cu x"! rezulta x'l(xy):O,
adica (x"'x)y=0, 1-y=0, deci y=0.

Exercitiu. Ce structurd algebrica are (R,+,-)?

Reprezentarea geometrica a lui R.

Multimea R a numerelor reale va fi identificatd cu multimea
punctelor de pe axa numerelor. Aceastd identificare a punctelor de pe
dreaptd cu elementele din R, justificd faptul cd multimea R este uneori
numita dreapta reald, iar numerele reale se mai numesc puncte.

Considerdm o axa avand originea O, alegem: o unitate de masura
avand lungimea segmentului OU=1 si un sens pozitiv notat “+”.

Fie P multimea punctelor axei, definim aplicatia f: R — P care
asociaza oricdrui numadr real x acel unic punct M€ P astfel incat OM=x.

o u M +

»
I I I -
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Asadar f{x)=M si in particular f{0)=0, f(1)=U.
Aplicatia f este bijectiva si se numeste reprezentarea geometrica a
lui R pe P; inversa ei f':P — R asociaza oricirui punct al lui P abscisa

acestui punct, adica x.

S.Exercitii
1.Demonstrati ca daca a, be R\{0} sunt astfel Tncat a+b= -a b

atunci 1 {
|Cl b| S—(E‘F?j

2.Demonstrati cd daca a, beR sunt numere reale strict pozitive
atunci:

2 < a-béa+b

1
7+7
a b

(citeste: media armonicd < media geometricd < media aritmetica)

—

3.Fie numerele:

a3 —a+1 J3-1
po2bH V3l gy, o

b3 -b+1 J3-1

Aflati media aritmetica si media geometrica a numerelor date.

4.a)S4a se arate ca numarul \/E + \/g + \/g este irational;
b)Sa se extraga +/ 3\/Z cu doud zecimale exacte.

5.Dacd a, b, ¢, de R, determinati echivalenta propozitiilor:
pr: a-b+c-d=0 si a*-b*+c*-d*=0;
pa: d™-b"+c"-d"=0, ¥ neR.
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Capitolul XI11. Ecuatii si inecuatii de gradul 1.
Sisteme de ecuatii si inecuatii de gradul I

1. Ecuatii de gradul 1.

Definitie. Predicatul
pkx): "ax=b; abeR" (1)
se numeste ecuatie de gradul I Tn necunoscuta x.

O valoare a variabilei x pentru care egalitatea este verificata se
numeste solutie (radacind) a ecuatiei. A rezolva o ecuatie inseamnad a-i gasi
multimea solutiilor.

Consideram ecuatia ax=b; a,be R.

Pentru rezolvarea ecuatiei distingem cazurile:

a)a=0 si b#0 caz in care ecuatia nu are solutii.

b)a=0 si b=0 caz in care ecuatia are ca solutie orice numar real.

c)a#0 caz 1n care ecuatia are solutia x =—.
a

Observatie. Nu toate ecuatiile se prezintd sub forma (1), Insd se
pot aduce la ecuatii de acest tip.
Exemple. a) Sa se rezolve In R ecuatia
(+3)(x-2)=(x+1)(x+2)+2
Rezolvare. Avem
(0+3)(x-2) = (+ 1) (H+2)4+2 & X7-2x+3x-6 = X+ 2x+x4+2+2 &
X72x43x-x-2x-x = 6+2+2 & -2x=10.
Ultima ecuatie are solutia -5 si este echivalenta cu prima.
b) Sa se rezolve in R ecuatia: mx+3m=2x+6, unde m este
un parametru real.
Rezolvare.
mx+3m=2x+6mx-2x=6-3m<(m-2)x=3(2-m) 2)
Coeficientul necunoscutei x poate fi si O (anume, atunci cand m=2). Se
impune deci sd facem o analiza a cazurilor ce pot aparea.
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Cazul m#2.In acest caz impartim ambii membri ai ecuatiei (2) cu
numarul nenul m-2 si obtinem ecuatia: x=-3 care are solutia —3.
Cazul m=2.In acest caz ecuatia initiala se scrie
2x+32=2"x+6=0=0
in concluzie multimea solutiilor este R.

2. Inecuatii de gradul 1.

Definitie. Predicatul
p(x): ax+b>0; a,beR (1)
se numeste inecuatie de gradul I in variabila x.

O valoare a variabilei x pentru care (1) este verificatd se numeste
solutie (raddcind) a inecuatiei. A rezolva o inecuatie inseamnd a-i gasi
multimea solutiilor. Notdim multimea valorilor variabilei x prin S.

Consideram inecuatia ax+b>0; a,be R&ax>-b

Atunci:

b
a) daci a>0= x>——, multimea valorilor solutiilor
a

{4)

b)daca a=0 = 0 >—p, scriem cd S=® (dacd b<0) sau S=R (daca

este:

b>0);

b . b
c)daci a<0=x<——, scriemci S = (— M,——j ;
a a
Observatie. Nu toate inecuatiile se prezinta sub forma (1), insi se
pot aduce la aceasta.
Exemplu.
Sa se rezolve in R inecuatia:

x 2-x 1+x
=— +
3 4 6
Rezolvare. Dupa aducerea la acelasi numitor inecuatia devine:
4x-302-x)+ 2(1+x)2 0
12
Cum 12 > 0 punem conditia ca 4x-3(2-x)+2(1+x) = 0
Desfacem parantezele si reducem termenii; atunci: 9x-4>0

=0
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4
aflandu-ne in cazul a) deducem cia S = |:§,+00j .

3. Sisteme de ecuatii de gradul I .

Definitie. Predicatul
p(x,y): " ax+by=c si dx+ey=f " (a, b, c,d, e, feR) (1))
se numeste sistem de ecuatii de gradul I cu doud necunoscute.
Simbolic relatia (1) se scrie:
ax + by =c

dx +ey =f

a si d se numesc coeficientii lui x; b si e se numesc coeficientii lui y, iar c si
f sunt numiti termeni liberi.

A rezolva un sistem de doua ecuatii cu doud necunoscute inseamna
a gasi multimea perechilor (x,y)e RxR care verifica (1 M.

Pentru rezolvarea sistemelor de ecuatii de gradul I cu doud
necunoscute prezentdm 2 metode:

1. Metoda substitutiei care constd in:

al) " scoatem " dintr-una din ecuatiile sistemului o necunoscuta in
functie de cealalta;

bl) o inlocuim in cealaltd ecuatie a sistemului, obtinind astfel o
ecuatie cu o necunoscutd pe care o rezolvam;

cl) avand " valoarea " wunei necunoscute, obtinem solutia
sistemului.
Exemplu. Sa se rezolve In multimea numerelor reale sistemul:
2x—y=2
3x+2y=10

Rezolvare. Din 2x-y=2 deducem ca y=2x-2.

Din 3x+2y=10 si y=2x-2 deducem prin nlocuire 3x+2(2x-2)=10,
adica 7x=14. Deci x=2. Apoi y=2-2-2=2.

Deci, daca (x.y) este o solutie a sistemului, atunci

x=2 si y=2.

II. Metoda reducerii care consta 1n:

R1) inmultind ecuatiile, respectiv, cu e si —b, in asa fel incat prin
adunare termenii Tn y sa se reducd, obtinem:

aex-bdx=ce-fb echivalent cu (ae-bd)x=ce-tb
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R2) Inmultind acum in mod convenabil, pentru ca termenii in x si
se reduca, obtinem: (ae-bd)y=af-cd
R3) Observam ca dacd ae-bd#0, atunci sistemul are o solutie

ce—
G )

. ae—bd
unicé:
_af —cd
ae—bd
Exemplu. Sa se rezolve sistemul:
3x+2y=14
2x -5y =-16

in multimea numerelor reale.

Rezolvare. Reducem pe y. Pentru aceasta observdm cd y are in
prima ecuatie coeficientul 2, iar in a doua ecuatie coeficientul —5. Vom
inmulti ambii membri ai primei ecuatii cu 5, iar ai celei de-a doua cu 2; In
acest fel obtinem sistemul echivalent

15x+10y =70
4x -10y =-32

Adunand membru cu membru ecuatiile obtinem 19x=38, de unde x=2.
Reducem acum pe x. Observam ca x are in prima ecuatie coeficientul 3, iar
in a doua coeficientul 2. Vom inmulti prima ecuatie cu 2, iar a doua cu -3,
obtinandu-se sistemul echivalent

6x +4y =28
-6x +15y =48

Adunand ecuatiile membru cu membru vom obtine 19y=76, de unde y=4.
Sistemul are solutia x=2 si y=4.

4. Sisteme de inecuatii de gradul L.

Definitie. Predicatul

P(x,y): "ax+b>0 si cx+d>0" (a,b,c,deR) (1)
se numeste sistem de inecuatii de gradul 1.

Simbolic relatia (1) se scrie:

{ax+b>0

cx+d>0
A rezolva un sistem de inecuatii de gradul I inseamna:
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-a determina multimile de solutii ale inecuatiilor componente;
-a determina intersectia acestor multimi de solutii, obtinandu-se
astfel multimea solutiilor sistemului.
Exemplu. Sa se rezolve in R sistemul:
x 2-x N I+x >0
3 4 6

2x—-5<0

Rezolvare. Fie S multimea solutiilor primei inecuatii din sistem, S;
multimea solutiilor celei de-a doua inecuatii din sistem.

Am vazutca S = [g&ooj )

Determinam S,
Avem 2x-5<0 echivalent cu 2x<5, deci

Sl = (— oo;i—é}
2

SNS, = [gﬂ

reprezintd multimea solutiilor sistemului.

Cum — < — deducem ca

S.Exercitii

1.Aflati x€ R astfel Incat:
(n+1)-x+2-(142+..4+n)-x=(n+1),neN

2.S4a se discute si sa se rezolve ecuatia:
X-m’=0
in functie de valorile parametrului real m.

3.Rezolvati in N ecuatia:
xX+yz=3+xyz
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4 Rezolvati In multimea numerelor naturale sistemul:

2x—y)-x=2
Bx+2y)-y=10

5.Rezolvati 1n R sistemul:

x 2-x l+x

E-24 0 x20
3 4 6

2x—-5<0
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Capitolul XIV. Mutimea numerelor complexe

Fie

RxR={(x,y) | x, ye R}
Definim adunarea "+" ("+:RXxR—R ") si inmultirea"-" (" - :RXR—R «)
prin :
(Y1) +H0x2,y2)=(x1+x2, y1+y2) (D
si
(1Y) (X2, y2)=(X1x2 = y1y2, X1y2+ Xoy1)  (2)
Definitie. Elementele multimii RxXR, pe care sunt definite cele
doud operatii precedente (1) si (2), se numesc numere complexe.
Functia f:R—RXR definita prin f(x)=(x,0) este bijectiva, rezultat ce permite
sd identificam orice pereche de forma (a,0) prin numérul real a.
Observam cd
(3)=(x,0)+0,)=(x,0+(y,0)-(0,1) si ¢& (0,1)’=(0,1)-(0,1)=(-1,0)=-1.
Notdm cu C multimea RxR impreuna cu operatiile “+* si “*
numim multimea numerelor complexe.

sio

1. Proprietiti ale adunirii si inmultirii numerelor
complexe.

1%)Adunarea este asociativi:
(z1+22)+23=21+(22+23), V 21, 20, 36 C
2°% Inmultirea este asociativa:
. (z1r22) =2 (2223 V 21, 22, 236 C

3")Adunarea este comutativa:

+2=20+21, V 21, € C
4%Inmultirea este comutativi:

2=z, V 21, 226 C
5%) V ze C avem z+0=0+z=z (0 este element neutru la adunare).

6") V ze C avem z-1=1-z=7 (0 este element unitate la inmultire).
7% Orice numir complex are un opus in raport cu adunarea, mai exact

V ze C, dnumirul, notat —z astfel incat:
2+(-2)=(-2)+z=0
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8%)Orice numar complex diferit de 0 are un invers in raport cu inmultirea:
V ze C\{0} existd un numir complex notat 7', astfel incat zz'=z"z=1.
9°)inmulgirea este distributiva fatd de adunare, adicd oricare ar fi zj, 25, 23
din C, avem Zl(Z2+ Z3):Z1 D+ 83

Demonstram proprietatea 1°)

Fie

21=(x1,Y1)» 22=(X2,Y2) §1 23=(X3,)3).

Avem:

(Z1+22)+23=((x 1,y ) +(x2,y2))+(x3,3)=(x 1+x2, y 1#y2)+(x3,y3)=

(10X, y+yatys) ()
Z1H(zo+z3)=(x 1,x2)+((x2,y2)+(x3,y3))=(x1,x%2+(x2+x3, yotys)=
(10X, y+yatys) ()

Din () si () obtinem 1°).

Demonstram proprietatea 4°)

Fie

21=(x1,y1) $i 22=(x2,y2).
Avem:
21 20=(X1,Y 1) (X2,Y2)=(X1X2-Y 1Y2,X1 Y2+ X0y )=(X0X 1-Y2Y 1, X2y 1 +X1Y2)=
(X2,y2) (X1,y1)=22°21 -

Am folosit proprietatile multimii R.

Demonstram proprietatea 8°)

Fie

z=(a,b) diferit de (0,0).
Daci (x,y) este un numar complex astfel incat (a,b)(x,y)=1 deducem ca:
(ax-by,bx+ay)=(1,0).

Din egalitatea a doua

perechi avem ca: ax — by =1
bx+ay=0
Sistem cu solutiile:
a -b

xX= , Y=
a’+b’ a’+b’
Folosind si proprietatea de comutativitate a numerelor complexe avem ca:

Z_l— a _b
a’+b* a’+b*

. . o -1
Uneori se scrie — inlocdez
Z
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Impartirea a doud numere complexe z, z; se noteazd prin — si se defineste
2

prin:

2. Forma algebrica a numerelor complexe.

Fie z=(x,y) un numar complex.

Am vazut cd
(6, y)=(x,0)+(0.y)=(x,0)+(y,0)-(0,1)

Vom nota (0,1) cu i si il vom numi unitate imaginarad, iar perechile (x,0) si
(,0) le identificdm prin numerele reale x respectiv y.
Avem asadar (x,y)=x+y-i deci C={(x,y) |x, yeR}={ x+yi |x, yeR}.
Numadrul x+y-i va fi notat prin z iar expresia z=x+y-i se numeste forma
algebrica a numdrului complex i. Numerele de forma y-i se numesc
imaginare iar y coeficientul partii imaginare (se va nota y=Imz). Numarul x
se numeste partea reald a numarului complex (se noteazd x=Rez).

Fie z1=x,+y1-i §1 20= xp+y,-i doud numere complexe reprezentate
sub forma lor algebrica. Observam ca

212=(X1+y 1) oty D)=X1X0-y 1y H(X 2 +x0y1 )i
sica
2+2=(x1+x2)+ (V1+y2)-i

Adica, suma a doud numere complexe este un numar complex a carui parte
reald, respectiv imaginard, este suma pdrtilor reale, respectiv imaginare, ale
numerelor date.

3. Numere complexe conjugate.

Fie z=x+iy un numar complex.
Numadrul x-iy se numeste conjugatul lui z si se noteaza prin
Z sau prin  x + iy .
Se observa ca dintre toate numerele complexe, numerele reale sunt egale cu
conjugatele lor.
Observatie.
Cand nu existd pericolul de confuzie, in loc de x+i-y scrie x+iy.
Proprietati.
1%Suma a doud numere complexe conjugate este un numar
complex;
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2%Conjugatul sumei (respectiv produsului) a doud numere
complexe este egal cu suma (respectiv produsul) conjugatelor numerelor
respective (proprietatea ramane adevaratd si pentru un numadr oarecare de
numere complexe).

4. Modulul unui numir complex.
Modulul unui numar complex z=x+iy se defineste ca fiind numarul

real w/x2+y2 notat prin |z|=|x+iy|.

Exemplu.
a) [2+43i] =427 +3* =413
Proprietati:

Fie z, z; doud numere complexe, atunci:
1% |z]=0 & z=0
1% |zl =1zl |
2% |z]-lz < [z4z < [zl + 12

5. Puterile numarului i

Am vazut ca i’=-1. Avem ca i’=i’i=-i; i*=’i=-i-i=-i’=-(-1)=1.
Obsevam ca pentru un numar oarecare 7 avem:

1, pentru n = 4k

i, pentru n=4m +1

i" = ,V k,m p,qe N
-1, pentru n=4p + 2
- i, pentru n=gq+3
Exemple.
i12:i4-3:1
23_4543_

7= -1

6. Reprezentarea geometrica a numerelor complexe.

Am vazut cd multimea numerelor complexe este de fapt
produsul cartezian al lui R cu el Tnsusi. Deducem ca fiecarui numar complex
z=x+iy 1i corespunde un punct M din plan de coordonate (x,y). Punctul M se
numeste imaginea numarului complex x+iy iar numarul x+iy se numeste
afixul punctului M.

Fie XOY un sistem de coordonate, M;(0,y) si M»(0,x).
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y A Cum AOMM,; este dreptunghic =

OM =JOM >+ MM } =
Ml M(x.y) = xt+y? :‘Z‘

y si deci lungimea segmentului OM
este egala cu modulul lui z.
Observam ca fiecarui punct din plan
X i corespunde un numadr complex,
lucru ce explica interpretarea
geomtrica a numerelor complexe.

v

7.Exercitii

1.S4 se gaseasca numerele x §i y din ecuatia:
(Sx+4yi)+3y-5xi)=2-i

2.S4a se calculeze:
G-D*+G-D%+... +G-D)™
V ne N, numir par.
3.54a se reprezinte 1n plan numerele complexe:
a)3+5i;
b)2+7i;

4.Daca x+yi este un numdr complex dat, sa se gdseascd numerele
complexe z=x+iy, astfel incat z’=x+iy.

5.S4 se determine perechile (x,y) din plan pentru care:

NX +4+4y—4-i =10
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Capitolul XV. Metode de rezolvare a problemelor de
aritmetica

Notiunea de problema are un continut vast si poate fi definita ca
fiind totalitatea obstacolelor TntAmpinate de gandire in activitatea practicd
sau teoretica pentru care se cautd un raspuns.

Rezolvarea oricarei probleme se realizeaza in mai multe etape, in
care datele problemei apar in combinatii noi, reorganizarea lor la diferite
nivele ducand catre solutia problemei.

Cu toatd varietatea lor, problemele de matematicdi nu sunt
independente, izolate, ci fiecare problemd se incadreaza 1intr-o anumitd
categorie care se rezolva printr-o anumita metoda.

Organizarea  activitdtii = de rezolvare a problemelor  se
fundamenteazd pe cinci etape principale §$i momentul de efort mintal pe
care 1l parcurg elevii, anume :

e cunoasterea enuntului problemei

e fintelegerea enuntului problemei

e analiza si schematizarea problemei

e rezolvarea propriu-zisd a problemei

e verificarea rezolvdrii problemei §i punerea rezolvdrii sub

forma de exercitiu, formularea de alte probleme ce se rezolvd

dupad acelasi exercitiu, generalizarea etc.
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1.Probleme tip
Prin problema tip intelegem acea constructie matematica a carei
rezolvare se realizeazd pe baza unui algoritm. O asemenea problema
se considerd teoretic rezolvatd in momentul in care i-am stabilit tipul
si suntem Tn posesia algoritmului de rezolvare.

Metoda figurativa.

Metoda figurativa este o metodd ce constd in reprezentarea
prin desen a marimilor necunoscute si fixarea in desen a relatiilor
dintre ele si marimile date in problema.

Figura reprezintd o schematizare a enuntului, pentru a se pastra in
atentie relatiile matematice i nu toate aspectele concret. Rezolvitorul
de probleme de aritmetica simte nevoia sa-si apropie datele problemei,
precum si relatiile dintre acestea. Pentru aceasta realizeazd un desen, o
figura, un model, care sd oglindeasca datele problemei. Dacd rezolvitorul
este la inceput de drum desenul sau este cit mai detaliat, iar pe
masurd ce el isi formeaza unele priceperi si deprinderi, figura devine cat
mai abstractd, cat mai schematica, ea prinzdnd in cadrul modelului numai
esentialul.

Problemele care se rezolvd prin metoda figurativd le  putem
imparti in probleme cu marimi discrete, caz in care marimile pot fi
numarate si probleme cu marimi continui, caz in care, le figurdm prin
segmente.

Exemple.

1) Suma a trei numere este 144. Dacd ludam— din primul si o

adaugam la al treilea numerele devin egale. Care sunt numerele ?
Rezolvare.

W | —

Primul numar este: | | | | |

Al doilea numar este: | | | | |

Al treilea numar este: |

Avem in total 12 segmente a ciror suma este 144. In concluzie un segment
reprezintd numarul 144:12=12, deci:
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-primul numar este 12-5=60
-al doilea numar este 12-4=48
-al treilea numar este 12-3=36

2) Un elev a participat la g din numdrul olimpiadelor

desfasurate in 2005. Cate olimpiade s-au tinut Tn 2005 daca elevul respectiv
nu a participat la doar patru olimpiade ?
Rezolvare.

Numarul de olimpiade este: I I I I I I

T

olimpiade la care a participat elevul).
Numarul de olimpiade la care nu a participat elevul este: |_|_|

(din problema el fiind egal si cu cifra 4).

— din acest numar este: (adica numarul de

in concluzie, un segment este egal cu numarul 4:2=2, deci numarul de
olimpiade tinute Tn 2005 este 2-5=10.
3) Mihai i spune lui Sorin:
-Da-mi trei postere si 0 sd avem acelasi numdr de postere.
Sorin la randul sau spune:
-Ba nu, da-mi tu mie 5 postere si eu o sd am de trei ori
mai multe decat tine.
Cite postere avea Sorin ? Dar Mihai ?
Rezolvare.
Numarul de postere ale lui Mihai este:

Numarul de postere ale lui Sorin este: | R R

L A A 1ot Qs I o I T I
Presupunem ca Mihai 1i da lui Sorin 5 pgstere, deci Sorin va avea:

| | +5-postere | 3-postere | 3-postere| +5-postere |

iar Mihai va avea:

Din problema deducem ca lui Mihai ii rdman de trei ori mai putine postere,
adica un numar de: (5+3+3+5):2=8 postere.
In concluzie Sorin avea 8+5+3+3=19 postere iar Mihai 8+5=13 postere.
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4) Daca elevii unei clase ar fi agezati cate 2 in banca ar mai ramane
3 elevi 1n picioare, iar daca s-ar aseza cate 3 1n banca ar rdméne 2 banci
libere. Cati elevi si cate banci sunt in clasa ?

Rezolvare.
Figuram bancile prin linii orizontale, iar elevii prin linii verticale.
In prima situatie elevii si bancile pot fi figurate astfel:

1Ll I N

In a doua situatie se figureaza astfel:

NI I [ Fig.2

Distribuim cei trei elevi ramasi in picioare din Fig.1 cate unul in

celelate banci cu 2 elevi:

e e e Fig. 3

Avem acum banci cu céte trei elevi si cu cate 2 elevi.

Eliberdm acum 4 elevi din béncile cu céte 2 elevi in patru banci cu céte 2
elevi. Fig. 2 ne spune cad ne raman 2 banci libere iar restul bancilor cu cate 3
elevi.

Avem deci:

Deci, 1n clasa sunt 9 banci si 3-7=21 de elevi.

5) Sa se gaseasca trei numere, stiind ca raportul dintre primul si al
doilea este 3/2, raportul dintre al doilea si al treilea este 8/5, iar suma lor
este 400.

Rezolvare.

Primul numar este: [ | | | Fig. 1
I I I I

Al doilea reprezintd 2/3 din primul, adica: H—H—H—I—H Fig. 2
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Al treilea reprezintd 5/8 din al doilea, adica: Fig. 3

Un segment mic ca in Fig. 3 reprezinta numarul 400:(5+8+12)=16.
In concluzie primul numar este 12-16=192; al doilea numar este 8-16=128;
al treilea numar este 5-16=80.

6) Intr-o gradina zoologici sunt iepuri si porumbei. In total sunt 22
de capete si 72 de picioare. Cati iepuri si cati porumbei sunt?

Rezolvare.
Figuram iepurii in desenul aldturat:

Figuram porumbeii in desenul aldturat:

Pentru rezolvarea problemei vom decupa doud picioruse ale iepurasilor,

deci:

Problema ne spune ca avem 22 de capete, in concluzie au ramas 22-2=44 de
picioare.

Ne ntrebam acum cate picioare am decupat de la iepuri ?

Raspunsul este: 72-44=28. Deoarece am decupat 2 picioare de la iepuri au
mai ramas iepurilor tot 28 de picioare.

Putem afirma cd iepuri sunt (28+28):4=14 iar gaini 22-14=8.

Metoda comparatiei.

in aritmetica sunt unele probleme, 1n care, pentru rezolvare, este
nevoie sa se compare ntre ele marimile cunoscute.

Pe baza relatiilor ce se stabilesc Tntre aceste marimi, prin operatii
de adunare, scadere sau inlocuire, se inlaturd pe rand cate una din marimi,
pana cand se stabileste o diferentd Intre cele ramase, care duc la aflarea
rezultatului.

-126-



Exemplu.

1) 3 kg de fdind de calitatea I si 4 kg de fdind de calitatea a IT*
costd 55000 de lei. 5 kg de fdina de calitatea I si 2 kg faind de calitatea a IT*
costa 59000 de lei. Cat costa un kilogram de faind din fiecare calitate ?

Rezolvare:

Asezam datele problemei astfel:

3 kg de faind (cal I) . . . . 4 kg de fdind (cal a IT™) . . . 55000 de lei

5 kg de faind (cal I) . . . . 2 kg de fdind (cal a IT™) . . . 59000 de lei
Presupunind cd a doua oard am lua cantitati de 2 ori mai mari, pretul va fi
de doua ori mai mare, deci vom avea:

3 kg de faind (cal I) . . . . 4 kg de fdina (cal a IT™) . . . 55000 de lei

10 kg de faind (cal I) . . . 4 kg de faind (cal a IT'™) . . .118000 de lei
Observdm cd avem aceeasi cantitate de faind de calitatea a I, deci
diferenta de preturi se datoreaza diferentei cantitatilor de faina de calitatea
I. Rezultd ca un kilogram de faina de calitatea I costa
(118000-55000):7=63000:7=9000 lei iar 1 kilogram de faind de calitatea a
IT™* costd (55000-3-9000):4=28000:4=7000 lei.

Metoda falsei ipoteze.

Problemele din aceasta categorie sunt foarte numeroase. Orice
problemd ale carei date sunt mdrimi proportionale poate firezolvatd prin
metoda falsei ipoteze. De regula, se pleacd de la intrebarea problemei,
in sensul cd asupra marimii ce o cautdm facem o presupunere complet
arbitrara. Dupa aceea, refacem problema pe baza presupunerii facute.
Deoarece marimile sunt proportionale, rezultatele obtinute pe baza
presupunerii  se translateazd in plus sau in  minus, dupd cum
presupunerea facutd este mai mare, respectiv mai mica, decit rezultatul
real. Refacand problema, ajungem la un rezultat care nu concordd cu
cel real din problema. Este, fie mai mare, fie mai mic decét acesta.

In acest moment se compard rezultatul pe baza presupunerii cu
cel real, din punct de vedere al citului si observdm de cate ori am
gresit ciand am ficut presupunerea. Obtinem, asadar, un numdr cu
ajutorul caruia corectdm presupunerea facutd in sensul cd o micsordm
sau o marim de acest numar de ori.

Problemele a céror rezolvare se bazeaza pe metoda presupunerilor
sau ipotezelor, a falsei ipoteze, se pot clasifica In doud categorii:

a)Probleme pentru rezolvarea carora este suficientd o singurd
ipoteza.

b)Probleme pentru rezolvarea carora sunt necesare doud sau mai
multe ipoteze succesive.
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Exemplu.

1)La un concurs de matematica candidatii au avut de rezolvat 30
de probleme. Stiind ca pentru fiecare problema bine rezolvata ei au primit 6
puncte, iar pentru o problema gresit rezolvata 1i s-a scazut 3 puncte, sa se
spuna cate probleme a rezolvat un candidat care a primit 81 de puncte.

Rezolvare.

Presupunem: candidatul respectiv a rezolvat bine toate problemele.
In aceastd ipoteza el ar fi avut 6-30=180 de puncte. Diferenta dintre acest
punctaj si cel real se datoreaza faptului ca fiecare problema gresit rezolvatd
a fost Tnlocuita cu o problema bine rezolvata. La fiecare Tnlocuire numarul
punctelor creste cu 6 in loc si se scadi 3 puncte. Inseamni: candidatul
nostru a rezolvat gresit un numar de (180-81):(6+3)=99:9=11 probleme.
Deci 30-11=19 probleme a rezolvat corect.

Metoda mersului invers.

Aceastd metoda constd in faptul cd enuntul unei probleme
trebuie urmarit de la sfarsit spre inceput. Analizdnd operatiile facute in
problema si cele pe care le facem noi in rezolvarea problemei, constatim
cd de fiecare data, pentru fiecare etapd, facem operatia inversa celei
facute in problema. Deci, nu numai mersul este invers, ci si operatiile pe
care le facem pentru rezolvare sunt operatiile inverse celor din problema.

Exemplu.

1)Sorin, Alina si Mihai au impreund 3000000 de lei. Alina i da lui
Sorin cat avea acesta si inca 100.000 iar acesta 1i da lui Mihai cat avea
acesta si Inca 150000 de lei. Stiind cd dupa o astfel de operatie Mihai
ramane cu 2000000 de lei iar Alina cu 100000 de lei mai mult decat Sorin
sd se spuna citi bani au avut fiecare la Inceput.

Rezolvare.

La sfarsit Mihai avea

(3000000-2000000-100000):2=900000:2=450000 de lei iar Alina avea
450000+100000=550000 de lei.

Folosim metoda mersului invers: inainte de a obtine 2000000 Mihai avea
(2000000-150000):2=1850000:2=925000 de lei. Cunoscand cati lei avea
Mihai la Inceput problema devine: Alina §i Sorin au impreuna 3000000-
925000=20750000. Alina i da lui Sorin cdt avea acesta §i inca 100000 de
lei. Stiind ca dupa o astfel de operatie Alina ramdne cu 925000-
100000=825000 de lei mai putin sa se spuna cati bani au avut fiecare la
inceput.

La sfarsit Alina avea (2075000-825000):2=625000 iar Sorin
625000+825000=1450000 de lei. Inainte de avea acesti bani Sorin avea
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(1450000-100000):2=1350000:2=675000 de lei iar Alina
625000+675000+100000=1400000.

in concluzie la inceput Sorin avea 675000 de lei; Alina 1400000 de lei;
Mihai 925000 de lei.

Probleme cu mérimi proportionale.

Se pot grupa in mai multe categorii dupa structura si complexitatea
lor:

a)Probleme care se rezolva prin regula de trei simpla.

In aceastd categorie de probleme se dau trei valori cu ajutorul
carora se gaseste cea de a patra valoare:

Fie A={qa, b} si B={c,d} astfel incat

a c (lui a 1i corespunde c¢)

b d (lui b 1i corespunde d)

si una din cele 4 valori este necunoscuta.

Daca marimile A si B sunt direct proportionale, adica daca , putem

o

a
scoate termenul necunoscut din aceasta relatie.

Daca marimile A si B sunt invers proportionale, adicd daca

a d
b ¢’
putem scoate termenul necunoscut din aceasta relatie.

Procedeul care se foloseste pentru determinarea numarului
necunoscut din doud multimi de cite doud numere intre care existd o
proportionalitate directd sau o proportionalitate inversa se numeste regula de
trei simpla.

Exemple.

1) Un tren a parcurs distanta de 120 Km in 3 ore, considerand
viteza constanta, sd se afle distanta pe care o va parcurge in 5 ore.

Rezolvare. Formam mai 1ntdi multimea {3,5}, in care numerele
exprima orele parcurse de tren. Formam, apoi, multimea {120,x}, in care
numerele exprimi kilometri parcursi de tren. Intre aceste doud multimi
exista o proportionalitate directd, deoarece rapoartele

3 . 120

= i

5 ' X
sunt egale valoarea lor comuna fiind viteza de deplasare a trenului.
In concluzie
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1205

X =200 Km

2) Stiind ca o echipd de 7 muncitori termina o lucrare n § zile, sa
se afle in cate zile termina aceeasi lucrare 24 de muncitori.

Rezolvare.

Formdm mai 1ntdi multimea {7,28}, in care numerele exprima
muncitorii. Formam, apoi, multimea {8,x}, In care numerele exprima zilele
lucrate de muncitori. Intre aceste doud multimi existi o proportionalitate

X
inversa, deoarece rapoartele 2_8 si g reprezinta aceeasi lucrare.

in concluzie
28
b)probleme care se rezolva prin regula de trei compusa.
Problemele din aceastd categorie exprima dependenta direct sau
invers proportionald a unei marimi in functie de alte doud sau mai multe.

In cazul cand in problema intervin trei marimi, avem schema:
- . . X
Marimile

X (doud zile).

A B C

Valorile a b c

Procedeul prin care o problemd se rezolva prin aplicarea de mai
multe ori a regulei de trei simpla se numeste regula de trei compusa.
Exemple.
1)Un numdr de 3 avioane pot transporta 432 de caldtori in 6 zile,
facand cate 2 transporturi pe zi. Cite zile sunt necesare pentru ca acelasi
numdr de avioane sd transporte 15120 de persoane daca se fac zilnic 5
transporturi.
Rezolvare. Enuntul problemei il scriem sub forma urmatoarei
scheme:
3.2 avioane(facand un transport pe zi) . . 432 de calatori . . 1n 6 zile
3.5 avioane(facand un transport pe zi). .15120 de célétori . . In x zile
Notand cu y numarul de zile in care cele 15 avioane transportd acelasi
numar de persoane, avem:
3.2 avioane(facand un transport pe zi) . . 432 de calatori . . 1n 6 zile
3.5 avioane(facand un transport pe zi) . . 432 de célatori . . In y zile
Acum intre multimile {6,15} si {6,y} avem o proportionalitate inversa.
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Deci, avem o problemd care se rezolva prin regula de trei simplad. Cu

L y 6-6 36
metoda proportiei obtinute E === y=—=

6 15 15

Stiind cd 3-5 avioane(facind un transport pe zi) transporta 432 de calatori
in — zile putem afla 1n céte zile transportd aceleasi avioane (ficdnd un

transport pe zi) un numar de 15120 de célatori, facand urmatoarea schema:

15 avioane . ... 432 de calatori.... —

15 avioane . . .. 15120 de calatori . . . . x zile

Intre multimile {4320, 15120} si { 36, x} existd o proportionalitate
15

directa.

Avem o problema care se rezolva prin regula de trei simpla.
Deci:

36-15120 544320
15-432 64800

15 avioane . . . . 15120 de calatori . . . . 84 zile

Probleme de miscare.

Sunt acelea in care se cautd una din marimile: spatiu (sau distanta
notatd prin d), vitezd (notatd prin v) sau timp (notat prin f). Pentru
problemele de acest tip se utilizeaza formulele:

84 zile

v=—;d=v- t=g
t \%
Se clasifica in:
a)probleme de intdlnire, cind deplasarea se face in sensuri opuse;
b)probleme de intdlnire, cand deplasarea se face in acelasi sens;
c)probleme care utilizeaza direct formulele;
In rezolvarea problemelor de miscare se pot folosi metodele
aritmetice folosite pana in prezent.

a) de Intilnire (cand deplasarea se face 1n sensuri opuse);.
Datele problemei se transpun ca in desenul:

A D B
—_> «—
Vi V2
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Formula dupd care se calculeazd timpul de intdlnire intr-o problemd de

D

v, t+v,

migcare in sensuri contrare este [ =

Exemplu.

Din orasul A pleaci la ora 7 un tren spre orasul B cu o viteza de
70 km/,, . Dupa o ord pleaca un al doilea tren din orasul B spre orasul A cu
viteza de 80 km/},. Cénd si la ce distantd de orasul A se vor Intilni cele doud
trenuri stiind ca distanta dintre cele doud orage este de 1120 km?

Rezolvare.

Datele problemei se transpun ca in desenul:
D=1120 km

e~

-

—
A 70km i R
v,;=70 Eﬁﬂh < 1050 km V2=gb km/, L

Pand in momentul plecarii din B a celui de-al doilea tren, primul parcurge
70 km. El se afla la distanta de 1120-70=1050 km fatd de trenul care pleaca
din localitatea B.
Am redus astfel problema la o problema de miscare in sensuri contrare. in
fiecare ord distanta dintre cele doud se micsoreazad cu 70+80=150 km.
Pentru ca trenurile sa se Intilneasca trebuie s treacd atitea ore de
cate ori se cuprinde 150 Tn 1050, adicd 1050:150=105:15=7 ore.
Deci cele doud trenuri se Intdlnesc dupa 7 ore de la plecarea celui din B, sau
la 7+1=8 ore dupa plecarea celui din A.
Trenurile se vor intilni la ora 7+8=15% la distanta de 8-70=560Km de
orasul A.
b)_probleme de intilnire (cdnd deplasarea se face in acelasi sens)
Datele problemei se transpun ca in desenul:

D B
A -
—_— "
Vi
»
»
V2

Relatia dupd care se calculeaza timpul de intalnire intr-o problema

de migcare 1n acelasi sens este =
Vo™V
Exemplu.

Un tren personal pleacd din orasul A cu o viteza de 70 km/,. Dupa
o ord pleaca tot din orasul A, in aceeasi directie, un tren accelerat, avand
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viteza de 80 km/j,. In cét timp si la ce distantd de orasul A va ajunge trenul
accelerat trenul personal ?

Rezolvare.

Fixdm datele problemei astfel:

A B

V= ; U Eili’ll

V2=80 km/h

v

v

Intr-o ord trenul personal parcurge distanta de 70 km. Trenul accelerat
parcurge in fiecare ord, in plus: 80-70=10 km.
Cei 70 km vor fi recuperati Tn 70:10=7 ore, timp dupa care trenul personal
va fi ajuns.
Distanta de intalnire va fi: 80-7=560 km.
c)probleme care utilizeaza direct formulele.

Exemplu.

Doua trenuri parcurg distanta de la A la B. Primul tren a sosit in B
cu o ord mai tarziu decat al doilea. Viteza primului tren este de 70 km/,, iar a
celui de-al doilea este de 80 km/,. Determinati distanta dintre cele doud
localitati.

Rezolvare.
v;=70 km/h
| - | | |
T ! | |
v,=80 kKm/h

Avem ca v,-v;=10 km/h.

Deci 1n fiecare ora, primul tren ramane in urma celui de-al doilea cu 10 km.
Pana ce al doilea tren a ajuns 1n B, primul tren a rdmas in urma o distanta pe
care a facut-o intr-o ora, adica:

D=70 km/h-1 ore = 70 km

Aceastd ramanere in urma s-a realizat Intr-un timp t=70 km:10 km/h=7 ore
Al doilea turist a parcurs o distantd de 6-80=480 km.

2.Probleme nonstandard.

O problemd care nu necesitd aplicarea unei metode anume si care
pune giandirea §i imaginatia rezolvitorului la creativitate se numeste
problema nonstandard.

Exemple.

1) Sa se ridice la patrat fara hartie si creion numarul 65.

Rezolvare.

Un calcul mintal

(10n45)*=100n*+100n+25=n(n+1)100+25,
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deci 65%=6-7-100+25=4225.

2) La un turneu de fotbal de tip eliminator participa n echipe. Céte
meciuri trebuie jucate (sau castigate prin neprezentare) pentru a sti cine este
cﬁstigétorul?(mme“l de fotbal)

Rezolvare.

In fiecare meci va exista un invins. Fiecare echipa (in afara echipei
cagtigatoare) trebuie sd fie Tnvinsa o datd. Vor fi n-1 echipe Invinse si ca
atare vor fi n-1 meciuri.

3) Si se inmulteasca 5746320819 cu 125, (multire usor de efectuaty

Rezolvare.

125=1000/8, deci (5746320819)(125)=5746329819000/8=
=718290102375.

4) Inmultiti 91 cu 109 mintal.

Rezolvare.

Aplicand identitatea (a-b)(a+b)=a*-b*, avem:
91-109=(100-9)(1004+9)=10000-81=9919

3.Exercitii
1.0 florareasa a avut in cos un anumit numar de flori. La prima ora
1 2
a diminetii a vindut — din ele; In a doua ord — din cele ramase.

Numarand pe cele din cos, a constatat ca i-au mai ramas 5 flori.
Cite flori au fost In cosg?

2.Peste 3 ani tata lui Ionut va implini 30 de ani. Cati ani are Ionut

atunci, daca varsta lui reprezintd acum — din varsta tatalui?

3.Cate gdini sunt intr-o curte daca fiecare gdind oud din 2 n 2 zile
cate un ou iar intr-un interval de 10 zile 60 de oua, toate?

4.Doi raci pornesc unul spre celdlalt pe o distantda de 10 m cu
aceasi viteza. Cunoscand cd unul din raci merge 3 m fnainte si 2 Tnapoi sa se
spuna cati metri a parcurs racul care merge doar inainte, pana la intalnire?

5 (Problema lui Newton) p, intreaga Intindere a luncii, iarba creste uniform
si la fel de repede. Stiind ca 70 de vaci, ar putea paste aceasta iarba in 24 de
zile, iar 30 de vaci, in 60 de zile, cate vaci, ar fi pascut iarba de pe luncd in
96 de zile?
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Capitolul XVI. Unitiati de masura pentru lungime,
volum, masa, timp

In curgerea vremii unititile de masurd au fost structurate in trei
categorii: marimi fundamentale, marimi derivate si marimi suplimentare.

Marimile fundamentale folosite in matematicd sunt metrul
(unitatea de masura pentru lungime), kilogramul (unitatea de masura pentru
masd), secunda (unitatea de masurd pentru timp), amperul (unitatea de
masurd pentru intensitatea curentului electric), kelvinul (unitatea de masura
pentru temperaturd), molul (unitatea de masurd pentru cantitatea de
substantd), candela (unitatea de masura pentru intensitatea luminoasa).

Marimile derivate sunt acele mdrimi a carei unitate de mdsurad
depinde de una sau mai multe unititi de masurd ale marimilor fundamentale
si se grupeaza in unitati de masura pentru: arii, volum si viteza.

Marimile suplimentare sunt folosite in practica pentru a permite
scrieri economice ca numar de cifre si spatiu.

1.Unitéti de mésura pentru lungime.

Stramosii babilonienilor si ai altor popoare din antichitate si-au
fraimintat mintea ca sd stabileascd o metoda de mdsurare a lungimilor de
care se foloseau in viata de toate zilele. La acest rezultat s-a putut ajunge
abia dupa ce a fost stabilit un sistem de numeratie si dupa ce oamenii s-au
familiarizat cu linia dreapta si proprietatile ei. Dupa ce au stiut ca o parte
din linia dreapta se asazd exact peste alta parte a ei, au Inteles ca lungimile
liniilor puteau fi comparate, stabilindu-se care este mai mare si chiar de
cdte ori.

Pentru aceastd operatie era de ajuns sa stabileascd o unitate de
lungime, iar aceastd unitate nu era greu de gasit : putea fi palma, degetul,
cotul, bratul intreg, piciorul, pasul, unitatea aleasa fiind indicatd de Tnsasi
marimea ce trebuia masuratd. Numai ca aceste unitati de masurad desi aveau
numiri asemdnatoare in majoritatea zonelor, nu erau fixe si nici aceleasi
peste tot. Tocmai aceste deosebiri care ingreunau operatiile comerciale
dintre diferite state au condus la introducerea unei unitati internationale de
masurare a lungimilor, unitate care a fost numitd metru. Aceastd noud
unitate de lungime, cu multipli si submultipli exprimati in sistemul de
numeratie zecimal, a fost introdusd mai inti 1n Franta, in 1795, adicad dupa
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Revolutia franceza. Tara noastrd a fost una dintre primele tari care au
adoptat sistemul metric, anume prin legea din 1864, care urma sa se aplice
incepand din anul 1866.

Dar chiar Tnainte de aceasta data, legdturile noastre culturale cu
Franta au facut ca, in cartile tiparite la noi in tara, sa fie explicatd odatd cu
unitatile de masura folosite din stramosi §i notiunea, foarte moderna pe
atunci, de metru. Astfel in cartea de Geometrie tiparitd de Gheorghe Asachi
la Tasi Tn 1838 gdsim: « Unitatea legiutd a masurei pentru lungimi este
stdnjenul, deci a mésura o linie este a cauta cati stanjeni cuprinde, sau fractii
ale stinjenului. 1Insd, desi guvernurile se ingrijesc de a péstra pururea
aceeasi lungime a stanjenului, totusi aceastd masurd, neatdrndnd de vreo
baza statornicd, se schimba de la loc si epocd, de aceea urmeaza sminteli
intre numaratoarea masurilor vechi si a celor noi. Pentru a se feri de
asemenea sminteli vatdmatoare, 1n epoca reformelor, in Franta s-a
determinat o masurd neschimbatoare, In urma unor mari operatii
astronomice prin care s-a hotardt imprejmurimea Pamantului, Tmpartind
departarea de la pol la ecuator, sau patrariul de cerc, in zece milioane de
parti din care una au luat-o drept metru ».

Se vorbeste despre sistemul metric si In Aritmetica imprimata la
Bucuresti de Ion Heliade Radulescu in 1832 si apoi In Mos Pdtru sau
invatatorul de sat, publicatd de Alexe Marin, farad a-si mentiona numele, in
1839, de unde citdm : « toatd unimea de masura trebuie sa aiba o baza pe
care sa se razime, afard de aceasta, spre mai multd nlesnire a calcului, ar
trebui sa se supuna acest stinjen si sistemei zecimale. De aceea pana atunci,
noi vom lua o masurd frantuzeascd, care este numai pe jumatatea acestui
stdnjen, numita metru, si a carei lungime este atata ca inconjurand Pamantul
cu o atd ar fi tocmai de 40 000 000 de metruri ».

In scopul mdririi preciziei de materializare a metrului, in anul 1983
au fost Tnlocuite definitiile date metrului prin urméatoarea:

"Metrul este lungimea drumului parcurs de lumina in vid in timp
de 1/299.792.458 dintr-o secunda".

Vom nota prin litera m metrul. Msuratorile efectuate au urmat sa
se extindd si asupra lungimilor mai mici sau mai mari decat metrul dand
nagstere la noi categorii de unitati de masurd numite submultiplii metrului
respectiv multiplii metrului.

Submultiplii metrului:

-decimetrul (dm) =0,1 m
-centimetrul (cm) =0,1 dm=0,01 m
-milimetrul (mm) = 0,1 cm=0,01 dm =0,001m
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Multiplii metrului:
-decametrul (dam) = 10 m
-hectometrul (hm) = 10 dam = 100 m
-kilometrul (km) =10 hm = 100 dam = 1000 m
Denumirile s-au alcétuit cu prefixele din limba greacd veche si
latina: deca = zece, hecto = o sutd, kilo = o mie, deci = 0 zecime, centi = 0
sutime, mili = 0 miime.

2.Unitati de misura pentru arie.
Unitatea de mdsurad pentru arii este aria unui patrat cu latura de 1
m, arie numitd un metru pdtrat (se noteaza 1 mz). Deoarece s-a stabilit ca
unitatea de masurd a ariei sa fie aleasd ca fiind aria unui patrat de laturd
egald cu o unitate de lungime, spunem cd aria este o marime derivata, avand
la baza lungimea.
Multiplii sunt:
1 dam’=100 m*
1 hm’=100 dam’ = 10000 m’
1 km’=100 hm” = 10000 hm® = 1000000 m’
Submultiplii sunt:
1 dm’=0,01 m’
1 em’ = 0,01 dm’ =0,0001 m’
1 mm’= 0,01 cm” = 0,0001 dm” = 0,000001 m’

3.Unitéiti de mésura pentru volum.
Unitatea de mdsurda pentru volum este volumul unui cub cu
muchia de 1 m, volum numit un metru cub (se noteaza 1 m®)
Analog definim multiplii si submultiplii metrului cub, adica:
Multiplii sunt:
1 dam’=1000 m’
1 hm’ = 1000 dam’ = 1 000 000 m’
1 knm® = 1000 hm’ = 1 000 000 dam’ = 1 000 000 000 m’

Submultiplii sunt:
1 dm’=0,001 m’
1 em’=0,001 dm’ = 0,000001 m’
1 mm’=0,001 cm’ = 0,000001 dm’ = 0,000000001 m’

Cum determindm volumul unui corp solid, cu aproximatie?

Se scufunda corpul intr-un vas gradat cu lichid, astfel incat sa fie
acoperit complet. Se citeste pe gradatia de nivel volumul lichidului fnainte
si dupad scufundare ; diferenta dintre aceste volume este chiar volumul
corpului respectiv.
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4.Unitati de méasura pentru capacitate
Unitatea de mdsurd pentru capacitate este litrul si este
echivalentul unui dm’ de apad. Prin notatia 1 [ intelegem un litru. Avem deci
egalitatea 1 =1 dm’ .
Multiplii sunt:
1 decalitru (1 dal) =101
1 hectolitru (1 hl) =1001
1 kilolitru (1 kI) =10001
Submultiplii sunt:
1 decilitru (1dl)=0,11
1 centilitru (1 cl) =0,1dl=0,011
1 mililitru (1 ml) = 0,1 ¢/ = 0,01 dl = 0,001 [

5.Unitéti de masura pentru masa.
Masa unui centimetru cub de api distilati, la temperatura de 4°
Celsius s-a considerat ca fiind 1 gram si s-a notat prin 1 g. S-a stiut ca la
aceastd temperaturd densitatea apei este maxima. Cantitatile mai mari decat
gramul dau nastere urmatoarelor categorii:
Multiplii gramului:
10 g=1 decagram (se noteaza 1 dag)
100 g= 1 hectogram (se noteaza 1 hg)
1000 g=1 kilogram (se noteaza 1 kg)
100000 g=1 chintal (se noteaza 1 q)
1000000 g=1 tona (se noteaza 1 7)
Submultiplii gramului:
1 g=10 decigrame (se noteaza 10 dg)
=100 centigrame (se noteaza 100 cg)
=1000 miligrame (se noteaza 1000 mg)

6.Unitati de masura pentru timp.

Ziua solara este intervalul de timp care trece din momentul cind
soarele trece la meridianul locului (cand are indltimea deasupra orizontului
maxima, ceea ce popular se zice amiazd) pand a doua zi cand trece din nou
la meridianul locului.

Ziua siderala este intervalul de timp scurs intre doud treceri
consecutive ale unei stele fixe la meridianul locului si este egald cu timpul
unei rotatii complete a Pamantului in jurul axei polilor .

Intre ziua solari si cea siderala este o diferentd de aproximativ 4
minute. Aceasta diferentd, cu trecerea mai multor zile, se acumuleaza si se
ajunge la situatia ca intr-o zi soarele sa treacd la meridian (sd fie miezul
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zilei) la ora siderala 12, pentru ca dupa sase luni, tot la ora siderala 12
soarele sa fie la meridian in partea cealalta, adica sa fie miezul noptii.

Ziua solara mijlocie se poate defini ca fiind intervalul de timp In
care un mobil se miscd uniform (miscarea unui mobil este uniforma daca
intre diferite intervale de timp egale parcurge distante egale) astfel incat este
cand inaintea, cand in urma soarelui (in intervale de timp nu prea mari).

O zi solard mijlocie se Tmparte In 24 de ore; ora in 60 de minute;
minutul in 60 de secunde; intervalele mai mici ca o secunda se masoara cu
zecimea, sutimea etc., de secundd. Aceastd Tmpartire pentru unitatile de
timp, pastreazd impdartirea sexagesimala, ramasa de la babilonieni.

Sapte zile alcatuiesc saptamdna, 4 saptamani alcatuiesc luna, 12
luni alcatuiesc anul, care este intervalul de timp in care Pamantul face o
rotatie completa in jurul Soarelui. El are 365,2422 zile. Deoarece nu are un
numar intreg de zile s-a stabilit ca anul calendaristic sd aiba 365 de zile iar
din 4 in 4 ani sa aiba 366 de zile. Anul cu 366 de zile se mai numeste si an
bisect. Lunile : ianuarie, martie, mai, iulie, august, octombrie si decembrie
au cate 31 de zile ; lunile : aprilie, iunie, septembrie si noiembrie au céte 30
zile, iar luna februarie are 28 de zile (in anul bisect 29 zile)

Globul Pamantesc se Tmparte in 24 de fusuri orare, un fus fiind
cuprins intre doua meridiane ale caror longitudine diferd prin 15°.

X X
X

Pare de neinteles faptul cd, desi prima Comisie internationald
pentru introducerea sistemului metric In cele mai multe tari din Europa si
din celelalte continente s-a intrunit in anul 1875, abia in 1960 a fost fixat in
mod definitiv, sistemul international de masuri, bazat pe sistemul zecimal,
avand ca unitati fundamentale metrul, kilogramul, secunda, etc.

Anglia a recunoscut, Tn mod oficial, abia Tn anul 1065 ca ,, vechiul
sistem de unitati de masurd a fost depasit de dezvoltarea tehnicd actualad” si,
in consecintd ,urmeazd sd se pregiteascd in timp de 10 ani conditiile
necesare pentru folosirea sitemului metric”.

7.Exercitii
1.Renumitul matematician Arhimede a murit in anul 212 i.e.n.
Cite secole si cati ani au trecut de la data mortii lui Arhimede pana in ziua

de astazi?

2.Un ceas merge Tnainte cu 13 minute si 20 de secunde si aratd ora
2,5 minute si 30 de secunde. Ce ori este 1n realitate?
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3.Un balot de stofa are 138 m si 5 dm. Din el se taie bucati de cate
285 cm, fiecare bucatd pentru un costum. Céte costume vor iesi si ce bucata
ramane?

4.0 platformd de beton armat are 36 m’. La fiecare metru cub de
beton armat s-au folosit 6 saci de cite 50 Kg de ciment si 110 Kg de fier.
Cét costd materialul platformei, dacd 1 Kg de ciment costd 3000 lei, iar 1
Kg de fier costd 50000 lei?

5.Cate carute sunt necesare ca sa transporte pamantul scos prin
sdparea unei gropi care are o lungime de 7 m, o latime de 2,5 m i o
adancime de 3,5 m, daci 1 m’ de pamant cantireste 2 t si fiecare ciruti
incarca in medie 350 Kg?
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Capitolul XVII. Probleme date la examene si
concursuri pentru invatatori (institutori)

1.Probleme date la concursul pentru ocuparea catedrelor
vacante

-Februarie 1972-

1.Multimea A are trei elemente, numere naturale, doua din ele fiind
1 si 2, al treilea necunoscut. Multimea B are tot trei elemente, numere
naturale, doua din ele fiind 3 si 4, al treilea necunoscut. Sa se afle cele doua
elemente necunoscute, stiind ca:

{1,3}x{2} c AXB

(Semnul X este folosit pentru produsul cartezian al multimilor).

Rezolvare. Fie A={1, 2, x}, B={3, 4, y}.
Din ipoteza

{1,3}X{2}={(1.2), 3.2)} C
AXB={(1,3), (1,4, (1y), (2,3), (24), 2,), (x,3), (x4, (x.y)}

relatie care conduce la x=3 si y=2.

2.Un turist calatoreste 4 ore si 30 minute cu trenul si 2 ore cu
automobilul, parcurgind 565 Km. In alti cilitorie parcurge 706 Km,
mergand 3 ore si 12 minute cu automobilul §i 5 ore cu trenul. Stiind ca atat
automobilul cat si trenul nu si-au modificat viteza medie, sa se calculeze:

a)Viteza medie a trenului si viteza medie a automobilului;

b)Distanta parcursa cu automobilul de fiecare data;

c)Cat la sutd din distanta parcursa in fiecare din cele doud calatorii
a mers cu automobilul.

Rezolvare. Transpunem datele din problema:

Notatii Desenul

d; (respectv dy): distanta 565 Em |

parcursa cu trenul in prima | | -
s . d Fig1

calatorie  (respectiv.  cu | dz

automobilul  in  prima E E—— |

calatorie); P Fulosirist

Vr (Vp): viteza medie a LA v,

trenului (respectiv  viteza
medie a automobilului)

-141-



d; (respectv d,): distanta p——— Wk —————

parcursd cu automobilul in | | | Fig. 2
a doua calatorie calatorie i, 4 '
(respectiv cu trenul in a | —_— |% |
doua cilatorie); A"?’W' T’;}“

Vi (Va): viteza medie a 12k .

trenului (respectiv viteza
medie a automobilului)
a)Din Fig. 1 avem:

d,=v, 4,5
=d,+d,=v;-45+v, 2
d,=v,-2
565=v,-45+v, 2 (1)
Din Fig. 2 avem:
d;=v,-32
=d;+d, =v;-5+v, 32
d,=v.;-5
706=v,-5+v, 32 )
Din (1) si (2) rezulta sistemul:
v -45+v, -2=565
Vp-5+v, -3,2=706
cu solutia vr=90 Km/h, v,=80 Km/h.

b)
d;=90 - 4,5=405 Km;
d,=80 - 2=160 Km;
d;=80 - 3,2=256 Km;
ds=90 - 5=450 Km.
c)

Distanta parcursa cu automobilul este:

dy+d;=1604+256=416

Distanta totala parcursa cu cele doud mijloace de transport este:
706+565=1271;

161 = 0,32) 32%.

Cu automobilul a mers (
3.Pe distanta de 6,885 Km sunt agsezate 980 conducte, unele de

8,25 m si altele de 5,75 m fiecare. Cate conducte, de fiecare fel, sunt
folosite?
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Rezolvare.Presupunem: pe distanta de 6,885 Km=6885 m sunt
asezate conducte numai de 8,25 m. In aceastd ipoteza am avea conducte pe
distanta 980-8,25=8085 m. Diferenta dintre aceasta distanta si distanta reald
se datoreaza faptului ca fiecare conductd de 5,75 m a fost inlocuita cu o
conducta de 8,25 m. La fiecare inlocuire distanta pe care sunt asezate cele
980 conducte creste cu 8,25-5,75=2,5 m. inseamna cd avem (8085-
6885):2,5=480 conducte de 5,75 m si 980-480=500 conducte de 8,25 m.

-Martie 1974-

1.5a se afle ce numadr trebuie pus In locul lui x pentru a avea

egalitatea:
72—3g -£—2+i :§+1O :x=13
s 73)56 " 5]5

Rezolvare.

72_32 -£—2+i :§+1O x=13&
5 3) 56 515

37 11\ 45 . 4
2|2 24—

{Ks 3)56 5

4

5

+10}:x=13<:)

+10}:x=13(:)

95
——=+10|:x=13&
573
13:x=13 & x=1
2.Din acelasi port pleacd la aceeasi ord 3 vapoare; unul face cursa
dus si intors in 72 ore, altul in 14 ore, iar cel de al treilea in 192 ore.

Dupa cite zile vapoarele vor pleca din nou in aceeasi zi si la
aceeasi ora?
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Rezolvare. Transpunem datele din problema:
Notatii Desenul

V:primul vapor; — AV

V,:al doilea vapor; . i |
V;:al treilea vapor;
d;:distanta parcursd de V,
pana la destinatie; d (¥ 2 \E
d,:distanta parcursd de V, 40V 3
péna la destinatie; Tl 17
d;:distanta parcursd de V;
pana la destinatie;

Din ipoteza
V| parcurge pana la Intalnire multiplii de 72 h;
V, parcurge pana la Intalnire multiplii de 14 h;
V; parcurge pand la Intalnire multiplii de 192 h;
Aceasta sugereaza ca vapoarele se vor intalni dupa

[14,72,192] 4032

zile, adici dupi =168 zile.
24

1

3.Intr-un vas se pune apa 5 din capacitatea sa. Se scoate apoi Z

din continut $i mai raman 75 litri. Care este capacitatea vasului?
Rezolvare. Transpunem datele din problema:
Desenul
Din ipoteza dupa ce se scoate

Z din apa ramén 75 L.
Deci s-au scos 75:3=25 1 de

apa. ] 4
Astfel, in vas se afla 100 1 de .

";" did a3
apa, aceasta reprezentand 5 3 uap
4
. . . 8
din capacitatea vasului. i
Concluzie: capacitatea | |
vasului este 100+50=1501 Vas

4.Cate carti a 4 lei si cate carti a 10 lei se pot cumpara cu 200 lei
astfel ca in total sa fie 32 carti?
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Rezolvare. Presupunem: se cumpara carti a caror valoare este de 10
lei. In aceastd ipotezd cartile ar costa 32-10 =320 lei. Diferenta dintre
aceastd suma si cea reald provine dela faptul ca fiecare carte a 4 lei a fost
inlocuitd cu o carte a 10 lei. La fiecare inlocuire am pus la suma totald 10-
4=6 lei. Inseamni ca avem (320-200):6=20 carti a 4 lei si 32-20=12 carti a
10 lei.

R 2
5.In 12 zile o echipa de muncitori ar efectua — dintr-o lucrare, iar

alta echipd — din rest. In céte zile, lucrand impreund, ar termina lucrarea

cele doud echipe?
Rezolvare. Transpunem datele din problema

Lucrarea ——+— 1= fonjese}
Prima echipd ar efectua —
A doua echipd ar efectua [ I

Din figurd deducem ca in 12 zile cele doud echipe ar efectua 3 - 3+1=10
segmente mici. Problema se reduce astfel, la rezolvarea unei probleme prin
regula de trei simpla:

in 12 zile echipele efectueaza 10 segmente mici

in x zile echipele efectueazi 5-3 =15 segmente mici
in care marimile sunt direct proportionale.

Deci x =w =18 zile.
10

-Martie 1975-
1.Doua discuri metalice, de aceeasi grosime, au razele de 3 cm si 4
cm. Ele se topesc la un loc si se face un disc cu o grosime de 4 ori mai mica.
Care va fi diametrul noului disc?
Rezolvare. Transpunem datele din problema

Notatii Desenul
V:volumul discului 1; m
V,:volumul discului 2; m
V3:volumul discului obtinut e
dupa topirea celor doud
discuri, a carui raza o
notam cu R;
G:grosimea celor doud @ o KT = o

discuri.
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Se stie ca

V3:n-R2-% (1)

Din ipoteza Vi=V,+V,=7-3* -G+ 7x-4*>-G=25-t-G ().
Din (1) si (2) avem:

R?

T=25:>R=2-5=10.

2.Dacd unui dreptunghi 1i marim lungimea cu 2 m si 1i micsordm

latimea cu 1m, aria acestuia creste cu 1 m*; daci se micsoreaza lungimea cu
2 m si se mareste latimea cu 2 m, aria se micsoreaza cu 2 m’. Care sunt
dimensiunile initiale ale dreptunghiului?

Rezolvare. Transpunem datele din problema

Desenul
L

Initial dreptunghiul este

L+2

Dupa ce marim lungimea
(L) cu 2 m si micsoram
latimea (1) cu 1 m
dreptunghiul devine

L-2

Dupa ce micsoram

lungimea (L) cu 2 m si

mirim litimea (1) cu 2 m l+2
dreptunghiul devine

Din ipoteza:
L1=(L+2)-(1-1)-1
L1=L-2)1+2)+2
sistem care conduce la
21-L =3
-21+2L =2

cu solutia L=5 m i 1=4 m.

3.Trei biciclisti pornesc din acelasi loc, in acelasi timp si au viteze
constante. Ei parcurg aceeasi distantd in timpuri proportionale cu numerele
3,45i5.
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a)Stiind ca primul biciclist ajunge la destinatie la ora 14, iar al
doilea biciclist la ora 14 si 20 minute, sa se afle la ce ora soseste al treilea ;
b)Daca viteza celui de al doilea biciclist este de 30 Km\ora, sa se
afle vitezele celorlalti doi biciclisti.
Rezolvare.
Notatii
t;. timpul parcurs de primul biciclist;
tp.timpul parcurs de al doilea biciclist;
t3:timpul parcurs de al treilea biciclist;
vy:viteza primului biciclist;
v,:viteza celui de-al doilea biciclist;
vs:viteza celui de-al treilea biciclist.
Din ipoteza:

(1
a)Avem relatia t,=t;+0,(3), unde 0,(3) reprezintd 20 de minute, care
impreuna cu relatia t—l = % din (1) conduce la sistemul
t,—t, =—0,(3)

{4-tl -3-t,=0
cu solutia t;=1 h si tz:%h .
Cum t;=1 h ora plecarii celor 3 biciclisti este 13%. Tnlocuind t;=1 hin (1)
obtinem (; = éh , deci al doilea biciclist soseste la ora 14 si 40 de minute.
b)Din ipoteza

v, =30 Km/h:>d=30%=40 Km:>v3=ti:24 Km/h

iar v, :ti:40 Km/h.
1
-Aprilie 1976-

1.De pe trei loturi ale unei ferme agricole s-au strans 158 qgintale de
fan. De pe primele doua s-au strins cantitati egale de fan, iar de pe al treilea
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cu 11 gintale mai mult decat de pe fiecare din cele doua. Cat fan s-a strans

de pe fiecare lot?

Rezolvare. Transpunem datele din problema

Desenul

Cantitatea de fin de pe

primul lot este '

Cantitatea de fan de pe al |

doilea lot este '

Cantitatea de fin de pe al 11 gintale

treilea lot este ’ ‘

Cum de pe toate loturile s-au strins 158 gintale de fin rezultad cd de pe

primul si al doilea lot s-au strins (158-11):3=49 qgintale iar de pe al treilea

49+11=60 qintale.

2.Pentru o gradinitd s-au cumparat pachete cu branzd de 2,50 lei
pachetul si pachete de unt de 8 lei pachetul, 1n total 23 pachete care au
costat 74 lei. Céte pachete au fost din fiecare fel?

Rezolvare. Presupunem: s-au cumpdrat numai pachete a 8 lei
fiecare. In aceastd ipoteza pachetele ar costa 23-8=184 lei. Diferenta dintre
aceastd suma si cea initiald se datoreaza faptului ca fiecare pachet a 2,50 lei
a fost inlocuit cu un pachet a 8 lei fiecare. La fiecare inlocuire suma initiala
creste cu 8-2,5=5,5 lei. Inseamna ca avem:

(184-74):5,5=20 pachete a 2,5 lei fiecare si 23-20=3 pachete a 8 lei fiecare.
3.54 se efectueze:
{31440+1040:[150-2400:(67+53)]-20}:395+1001.

Rezolvare.

{31440+1040:[150-2400:(67+53)]-20}:395+1001=
[31440+1040:(150-2400:120)-20]:395+1001=
[31440+1040:(150-20)- 20]:395+1001=
(31440+1040:130-20):395+1001=
(31440+160):395+1001=
31600:395+1001=
80+1001=1081.

4.53 se efectueze

RS
10 12 8)] 59

1Li7. (3L 290,
10 12 8)] 59

Rezolvare.
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11 37 13)] 60
— 47 2 =
10 12 8)] 59

11 . 35) 60
— 472 2
10 "24) 59

(”11+_”7-24j.§93_f1§‘§9__24780__6

10 35 )59 70 59 4130

2.Probleme date la examenul de gradul II, invititori (institutori),
Universitaea Constantin Brancusi din TG-Jiu
-August 2002-
1.Metodologia predarii-Invatarii unitatilor de masura:
-mdrimi §i unitati de masura studiate;
-demersuri didactice specifice.
2.Suma a trei numere este 1988. Sa se afle numerele stiind cd, daca
impartim al doilea numar la primul numar obtinem catul 3 si restul O, iar
dacad Tmpdrtim pe al treilea la al doilea obtinem catul 2 si restul 108.
Rezolvare.
Transpunem datele din problema
Desenul
Primul numadr este —

Al doilea numar este

Al treilea numar este i ; : ; ' } |

Din ipoteza suma acestor nemere (segmente) este 1988.
Deci,

primul numadr este (1988-108):10=188;

al doilea numar este 188-3=564;

al treilea numar este 564-2+108=1236.

3.Distanta dintre localitatile A si B este de 540 Km. Din A pleaca
la ora 7 un automobil spre B, iar din B pleacd la ora 9 spre A un alt
automobil, care are viteza cu 20 Km\ora mai mare. Cele doua automobile se
intalnesc la ora 12. Sa se afle vitezele celor doud automobile si distanta
parcursa de fiecare pana cand se Intélnesc.

Rezolvare.
Transpunem datele din problema
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Notatii Desenul
Aj:automobilul care pleaca

a d
din A spre B; II ! lll 2 I?
Aj:automobilul care pleacd : I |
din B spre A;
vi:viteza lui A; Ay A 2
vyiviteza lui Ay; j 3

d;:distanta parcursd de A,
péna la intalnire;

d,:distanta parcursd de A,
péna la intalnire;

t;:timpul parcurs de A;;
ty:timpul parcurs de A,.

Din ipoteza
V2:V1+20;
t=12-7=5 h;
t,=12-9=3 h.
Din figura d,+d,=540.
Pe de alta parte
d1=V1 't1=5 Vi
d2=V2't2=3 %)
Scriem
d1+d2:540 = 5'V1+3 'V2:540.
Tindnd cont cd v,=v+20 avem 8v;=540-60 deci, v;=60 Km/h si
v,=60+20=80 Km/h.
Astfel,
d;=60-5=300 Km
d,=80-3=240 Km.
-August 2003-
1.Evaluarea in cadrul lectiilor de matematica:
-tipuri de evaluari;
-forme de evaluare;
-tehnici si instrumente.
2.Doua eleve, Elena si Gabi, au depus la C.E.C. impreund o suma

1
de bani. Elena a depus cu 306000 lei mai putin decat 5 din intreaga suma,

iar Gabi a depus gdin rest si incd 904000 lei. Sa se afle Intreaga suma

depusd de ele si cat a depus fiecare.
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Rezolvare.
Transpunem datele din problema:
Desenul
SumadepusdalaCEC. o . o - .
de cele doua eleve este

Elena a depus —

Ramaéne N .
+ apanes
Gabi a depus 1
o—0 & & 1 2 g

Din figura, un segment mic este egal cu 904000:2=452000 lei.

Deci,

Gabi a depus 5-452000=2260000 lei.

Jumadtate din suma depusa este 2260000-306000=1954000.

Elena a depus 1954000-306000=1648000.

Intreaga suma depusi de cele doui eleve este 1954000+1954000=3908000.
3.La un magazin de legume-fructe se aduce o cantitate de mere.

Jumadtate din ea se vinde in trei zile astfel: in prima zi g si incd 4 Kg, in a

doua zi 5 din rest si Incd 8 Kg, iar 1n a treia zi restul de 20 Kg. Cealalta

jumatate se vinde in a patra si a cincea zi, iar raportul cantitatilor vandute

1

este —.

Ce cantitati de mere s-au vandut in a patra §i a cincea zi?
Rezolvare. Transpunem datele din problema
Desenul
Jumatate din cantitatea
de mere este

+ dKg
In prima zi se vinde —
——a
Ramane
+3 Kg

In a doua zi se vinde

—ab—
Ly . . . kg
In a treia zi se vinde —
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Din desen

a doua zi se vinde (20+8)+8=36 Kg;

in prima zi se vinde (28-2+4):2+4=34 Kg;

jumatate din cantitate este 30-3=90 Kg;

in a patra zi se vand 30 Kg;

in a cincea se vand 60 Kg.

-August 2004-
1.Formarea la elevi a conceptului de numar natural
-etape;
-forme de realizare.

2.Rezolvati prin metoda figurativa:

Trei elevi au un numar de nuci. Dacd cel de-al treilea i-ar da
primului 6 nuci, atunci toti elevii ar avea acelasi numar de nuci. Daca al
doilea ar da primului trei nuci, numarul de nuci al primului elev ar fi un
numar prim. Dacé al doilea elev ar da trei nuci celui de-al treilea, atunci
numarul de nuci al acestuia ar fi tot un numar prim.

Cele douad numere prime astfel obtinute ar fi singurii divizori primi

ai numarului 1aa, iar suma lor s-ar divide cu la. Cate nuci are fiecare
elev?

Rezolvare.
Transpunem datele din problema

Desenul

. o | |
Primul numar este f |

Al doilea numar este | | |
[

. 5 t6 +&
Al treilea numar este | | | I

Din figura, dacé x este primul numdr atunci x+6 este al doilea numar, x+12
este al treilea numar.

Din ipoteza x+3 si x+12+3=x+15 ar fi numere prime.

Observam ca

laae {100,111,122,133,144,155,166,177,188,199}

Dupa scrierea divizorilor acestor numere ne convin doar divizorii primi ai
lui 133, ei fiind 7 si 19.
De unde tragem concluzia ca

x=4 (primul numar);

x+6=10 (al doilea numar);

x+12=16 (al treilea numar).
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3.Numerele 247, 297, 347 impartite la acelagi numar natural n dau
resturile 7, 9, respectiv 11.
a)Determinati cel mai mare numdr n care indeplineste conditiile
problemei.
b)Determinati cel mai mic numar n care indeplineste conditiile
problemei.
Rezolvare.
Din teorema Tmpdrtirii cu rest si ipoteza avem:
Existd q; , 2 , q3& N unici astfel incat
247=nq;+7,0<7 <n
297=nq,+9, 0<9<n 1)
347=nq;+11,0<11 <n
a)Relatiile (1) se mai scriu
240=nq;, 0<7<n
288=nqy, 0<9<n
336=nq;, 0<1l<n
Relatii echivalente cu
2*53=nq,
2*2:3%=nq,
2*3-7=nqs
Cerinta este indeplinitd daci n=2"3. Deci n=48.
b)Cerinta este indeplinitd daci n=2%3=12.
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