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Prefaţă 
 
 
 

Oricine procedează la o examinare retrospectivă a 
dezvoltării mondiale va putea constata că matematica 
reprezintă un real suport pentru aceasta. Noile dezvoltări 
economice apar adesea ca rezultat al intersecţiei comunităţii 
ştiinţifice cu matematica. 

Prezentul îndrumar acoperă programa analitică a 
seminarului de Matematici aplicate în economie ţinut de autor 
studenţilor din anul întâi de la Facultatea de Ştiinţe Economice 
din cadrul Universităţii Constantin Brâncuşi din Tg-Jiu. 

Cartea se adresează nu matematicianului format, ci 
celui care vrea să-şi făurească o cultură matematică riguroasă 
pentru a o folosi ulterior în domeniul în care va lucra. Ţinând 
cont de aceasta autorul s-a străduit să dea un caracter cât mai 
accesibil problemelor rezolvate. 

Autorul este recunoscător pentru orice observaţie sau 
sugestie ce va fi făcută asupra materialului. 

În încheiere doresc să adresez mulţumiri domnului 
profesor universitar doctor Miodrag Iovanov şi domnişoarei 
conferenţiar universitar doctor Mădălina-Roxana Buneci pentru 
amabilitatea de a accepta calitatea de referent la această 
lucrare.  

 
 

Asistent universitar: Dragoş - Pătru Covei 
Târgu-Jiu, 2009 
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Capitolul 1. 
Elemente de algebră liniar ă 

  
 

După parcurgerea acestui capitol ne propunem ca 

studenţii să poată efectua operaţii cu elemente din nR , 

determine coordonatele unui element din nR  într-o bază, 
aplice metoda pivotului, utilizeze algoritmul Gramm -- Schmit, 
determine vectorii şi valorile proprii ale unui operator liniar, 
determine nucleul şi imaginea unui operator liniar, determine 
forma canonică a unei funcţionale pătratice. 

 
 

1.1. Mulţimea nR . Produs scalar în  nR . Norma 
euclidiană. Distanţa în  nR . Elemente ortogonale în  

nR . 
 
 Problema 1.1.1. Să se determine  R∈βα ,   astfel încât  

TT ),2,3()1,,3( βα =− . 
 Soluţie:  

Din egalitatea a două elemente din 3R  obţinem  2=α   şi  
1−=β  . 

 Problema 1.1.2. Să se determine  R∈γβα ,,   astfel încât  

.

3

2

1











=












−+
+−
++−

γβα
γβα
γβα
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 Soluţie:  
Datele problemei conduc la sistemul  





=−+
=+−
=++−

3

2

1

γβα
γβα
γβα

 

cu soluţia  

.

,2

,

2
3

111

111

111

311

211

111
111

111

111

131

121

111

2
5

4
10

111

111

111

113

112

111

==

==

===

−

−

−

−

−

−

−

−

−

−

−

−

−

−

−

γ

β

α

 
 

 Problema 1.1.3. În spaţiul  4R   se consideră elementele  
x = −3,1,2,−1T,    y = 2,−1,4,3T,    z = −1,2,−3,−5T  .  

(a) Să se scrie vectorii ;,, zyx −−−  
(b) Să se calculeze ;,,, zyxzyxzxyx +−++−+  
(c) Să se calculeze  ;4,3,2 zyx −   
(d) Să se calculeze  .345,23,34 zyxzxyx +−−+  
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Soluţie:  
a) Observăm că 
− x = 3,−1,−2,1T,−y = −2,1,−4,−3T,−z = 1,−2,3,5T.

b) Calcule simple conduc la  

.)9,5,4,6(

)531,342,211,123(

;)3,3,2,2(

)531,342,211,123(

;)6,1,3,2()51,32,21,13(

);2,6,0,1()31,42,11,23(

T

T

T

T

TT

T

zyx

zyx

zx

yx

−−−=

−−−−+++−−−=+−

−−=

−+−−++−−+−=++

−−=++−−−+−=−

−=+−+−+−=+

 

c) Raţionamente similare punctelor a) şi b) implică  

.)20,12,8,4()5,3,2,1(44

;)9,12,3,6()3,4,1,2(33

;)2,4,2,6()1,2,1,3(22

TT

TT

TT

z

y

x

−−−=−−−=

−−−=−−=−

−−=−−=

 

d) Obţinem 

.)32,15,15,26(345

;)7,12,1,7(23

;)5,20,1,6(34

T

T

T

zyx

zx

yx

−−−=+−

−−=−

−=+

 

Problema 1.1.4. Să se determine  R∈γβα ,,   astfel încat  

.)2,1,3()0,0,1()0,1,1()1,1,1( TTTT −=+−+ γβα  
Soluţie: Relaţia din enunţ se mai scrie  

,)2,1,3(),,( TT −=−++ αβαγβα  
indeplinită dacă  





=
−=−
=++

2

1

3

α
βα

γβα
 

sistem cu soluţia  3,2 == βα   şi  2−=γ  . 
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 Problema 1.1.5. În spaţiul  3R   se consideră elementele 

.)9,2,1(,)4,1,2(,)3,2,1( TTT zyx −=−=−=  

a) Să se calculeze  ;,,,,, zyzxyx   

b) Să se calculeze  ;,,, zyxzyx −+   

c)Să se determine elementul  3),,( Ru T ∈= γβα   astfel 
încât să fie îndeplinite simultan condiţiile:  

.1,,0,,0, === uzuyux  

Soluţie:  
a) Avem  
 

.3294)2(11)2(,

;3293)2()2(11,

;8431)2()2(1,

=⋅+−⋅+⋅−=

=⋅+−⋅−+⋅=

=⋅+⋅−+−⋅=

zy

zx

yx

 

 
b) Observăm că  
 

.39)2(1)2(

2

1

2

;869)2(1

;2141)2(

;143)2(1

222

222

222

222

==−++−=














−

−
=−+

=+−+=
=++−=
=+−+=

zyx

z

y

x

 

c) Condiţiile ce trebuiesc îndeplinite se transformă astfel:  





=+−
=++−

=+−
⇔





=
=
=

192

042

032

1,

0,

0,

γβα
γβα

γβα

uz

uy

ux
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de unde deducem că:  
 

.

, 

,

6
1

18
3

921

412

321

121

012

021

9
5

18
10

921

412

321

911

402

301

18
11

18
11

921

412

321

921

410

320

===

===

===

−

−

−

−

−

−

−

−

−

−

−

−

−

−

−

−

−

−

γ

β

α

 
 

 Problema 1.1.6. Să se determine  R∈α   astfel încât  

.14

1

2

3

=















−
α

 

 Soluţie:  
Relaţia din enunţ devine  

,141)2(3 2222 =++−+ α  

care conduce la ecuaţia  02
=α   cu soluţia  0=α . 
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 Problema 1.1.7. Să se arate că în  mR   sunt adevarate 
urmatoarele afirmaţii: 

a)  ;)( xx TT
=   

b)  ;)( TTT yxyx +=+   

c)  ;)( TT xx λλ =   

d)  ;xyyx TT
=   

e)  ;)( zxyxzyx TTT +=+   

pentru orice  mzyx R∈,,   şi orice  R∈λ  . 
 Soluţie:  
Fie  
 











=











=











=

3

2

1

3

2

1

3

2

1

 şi  ,

z

z

z

z

y

y

y

y

x

x

x

x  

 

aparţinând lui  mR . 
a)  

( ) ;)(

3

2

1

321

3

2

1

x

x

x

x

xxx

x

x

x

x T

TT

TT =










==

























=  

b)  

( ) ( ) ;),,(,,,,

)(

321321332211

33

22

11

3

2

1

3

2

1

TT

TT

T

yxyyyxxxyxyxyx

yx

yx

yx

y

y

y

x

x

x

yx

+=+=+++

=














+
+
+

=



























+














=+
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c)  

( ) ( ) T

TT

T

xxxxxxx

x

x

x

x

x

x

x

λλλλλ
λ
λ
λ

λλ

==

=













=




























=

321321

3

2

1

3

2

1

,,,,

)(
 

 
d)  
 

( )

( ) ;

3

2

1

321

332211332211

3

2

1

321

3

2

1

3

2

1

xy

x

x

x

yyy

xyxyxyyxyxyx
y

y

y

xxx

y

y

y

x

x

x

yx

T

T

T

=













=

++=++=

=













=




























=

 

 
e)  

( )

zxyxzxzxzxyxyxyx

zxyxzxyxzxyx

zyxzyxzyx
zy

zy

zy

xxx

z

z

z

y

y

y

x

x

x

zyx

TT

T

T

+=+++++=
+++++=
+++++=















+
+
+

=




























+




























=+

332211332211

333322221111

333222111

33

22

11

321

3

2

1

3

2

1

3

2

1

)()()(

)(
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 Problema 1.1.8.  
(a) Să se scrie cu ajutorul coordonatelor inegalitatea 

lui Cauchy-Schwarz în  ;mR   

(b) Dacă  R∈21,αα   sunt astfel încat  ,12
2

2
1 =+αα   

atunci să se arate că  
2
2

2
12211 βββαβα +≤+  

pentru orice  ;, 21 R∈ββ   

(c) Dacă  R∈2121 ,,, ββαα   sunt astfel încât  

,12
2

2
1

2
2

2
1 =+=+ ββαα  atunci să se arate că   

;12211 ≤+ βαβα   

(d) Dacă  R∈2121 ,,, ββαα   sunt astfel încât  

2211 βαβα +    = 1,   atunci să se arate că  ( )( ) .12
2

2
1

2
2

2
1 ≥++ ββαα  

 
 Soluţie:  
a) Fie  
















=
















=

mm

yx

β

β
β

α

α
α

...
 şi 

...
2

1

2

1

 

elemente din  mR . Inegalitatea lui Cauchy-Schwarz în  mR   
este  

., yxyx ≤  

În coordonate, este echivalentă cu  
 

;......... 22
2

2
1

22
2

2
12211 mmmm βββαααβαβαβα ++++++≤+++
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b) De la punctul a) observăm că inegalitatea lui Cauchy-

Schwarz în  R2   scrisă cu ajutorul coordonatelor este  
 

.2
2

2
1

2
2

2
12211 ββααβαβα ++≤+  

 

Înlocuind în această inegalitate  12
2

2
1 =+αα   obţinem ceea ce 

trebuia demonstrat. 
c) Se înlocuieşte  
 

12
2

2
1

2
2

2
1 =+=+ ββαα  

 

în inegalitatea lui Cauchy-Schwarz pentru  2R   şi obţinem 
concluzia; 
d) Analog ca b) şi c), în sensul că se scrie inegalitatea lui 

Cauchy-Schwarz în  2R   şi se foloseşte faptul că  
.12211 =+ βαβα  

 Problema 1.1.9.  
(a) Cu ajutorul coordonatelor să se scrie inegalitatea 

lui Minkowski în  ;mR   

(b) Dacă  R∈2121 ,,, ββαα   sunt astfel încât  

,12121 =+=+ ββαα  
 atunci să se arate că   

;22
2

2
1

2
2

2
1 ≥+++ ββαα  

(c) Dacă  R∈2121 ,,, ββαα   sunt astfel încât  

,12
2

2
1

2
2

2
1 =+=+ ββαα  

 atunci să se arate că  
( ) ( ) .42

21
2

21 ≤+++ ββαα  
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 Soluţie:  
a) Fie  
















=
















=

mm

yx

β

β
β

α

α
α

...
 şi 

...
2

1

2

1

 

elemente din  mR . Inegalitatea lui Minkowski în  mR   este  
yxyx +≤+  

care cu ajutorul coordonatelor se transformă în  
 

( ) ( ) .......... 22
2

2
1

22
2

2
1

22
11 mmmm βββαααβαβα +++++++≤++++  

 
b) Pentru  R2   inegalitatea lui Cauchy-Schwarz scrisă cu 
ajutorul coordonatelor este  

( ) ( ) .2
2

2
1

2
2

2
1

2
22

2
11 ββααβαβα +++≤+++  

Înlocuind în această inegalitate  
12121 =+=+ ββαα  

obţinem ceea ce trebuia demonstrat. 

c) Se înlocuieşte 12
2

2
1

2
2

2
1 =+=+ ββαα  în inegalitatea lui 

Minkowski pentru  2R   şi se obţine concluzia. 
 Problema 1.1.10. Să se determine  R∈α   astfel încât 

elemenetele  Tx ),3,1( α=   şi  Ty )3,1,2( −=   din spaţiul  3R   
să fie ortogonale. Cu  α   astfel determinat, să se calculeze  
cosx,y  . 
 Soluţie  
Punem condiţia  0, =yx   şi obţinem  

.
3

1
0332 =⇒=+− αα  
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Deoarece   

cosx,y = 〈x,y〉
‖x‖‖y‖ şi 〈x,y〉 = 0

 

avem  cosx,y = 0. 

 Problema 1.1.11. În  2R   se consideră mulţimea  { }03;),( 2 =−∈= βαβα RTA  

 şi elementul  2)3,1( R∈−= Tx  . 

a) Să se arate că  ;Ax ⊥  b) Să se determine  ⊥A  . 
 Soluţie:  
a) Deoarece  

Ayyx T ∈=∀=−⇔= ),(,030, βαβα  

 deducem că  ;Ax ⊥   

b) Se ştie că  { }.,2 AyyxxA ∈∀⊥∈=⊥ R . Fie  

2
21 ),( R∈= Txxx   şi  Ay T ∈= ),( βα  . Condiţia  ,yx ⊥    

Ay∈∀   este echivalentă cu  ,,0, Ayyx ∈∀=  adică  
021 =+ βα xx . Pe de altă parte, din  Ay∈   avem  

βαβα 303 =⇔=−  relaţie care conduce la  03 21 =+ ββ xx . 
Făcând în această relaţie abstracţie de  β   obţinem  

}.03),{( 21
2

21 =+∈=⊥ xxRxxA  

 Problema 1.1.12. În  3R   se consideră mulţimea  { }02;),,( 3 =+−∈= γβαγβα RTA  

 şi elementul  x = 1,−1,−1T ∈ R3  . 
a) Să se determine două elemente ortogonale ale 

mulţimii  };{\ θA   
b) Să se arate că  ;Ax ⊥   

c) Să se determine  ⊥A  . 
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 Soluţie  
a) Se dau valori la două dintre variabile (nu ambele nule), se 

obţin spre exemplu  Ta )0,1,1(=   şi  );1,1,1(−=b   
b) Deoarece  

Ayyx T ∈=∀=+−⇔= ),,(,020, γβαγβα  

 deducem că  ;Ax ⊥   
c) Se ştie că  
 { }.,3 AyyxxA ∈∀⊥∈=⊥ R  

 

Fie  3
321 ),,( Rxxxx T ∈=   şi  Ay T ∈= ),,( γβα  . Condiţia  

,yx ⊥    Ay∈∀   este echivalentă cu  ,0, =yx    ,Ay∈∀   

adică  0321 =++ γβα xxx  . Pe de altă parte, din  Ay∈   avem  

γβαγβα 202 −=⇔=+−  

relaţie care conduce la  .0)2( 321 =++− γβγβ xxx  

Făcând în această relaţie abstracţie de  β   şi  γ   obţinem  
 

{ }.,,0)2( 321321 R∈=++−=⊥ xxxxxxA γβγβ  

 Problema 1.1.13. a) (Teorema lui Pitagora în  mR ) Dacă  

},{\, θmyx R∈   atunci să se arate că  yx ⊥   dacă şi numai 
dacă   

;222 yxyx +=+  

 

b) Dacă  ,, 21 xx  ... m
nx R∈,   sunt elemente ortogonale două 

câte două, atunci să se arate că:  
 

....... 22
1

2
1 mm xxxx ++=++  
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 Soluţie:  
a) Avem  

.,2

,,,,,

22

2

yyxx

yyxyyxxxyxyxyx

++=

+++=++=+
 

⊂   Dacă yx ⊥  atunci 0, =yx  şi deci .222 yxyx +=+  

 ⊃   Relaţia  222 yxyx +=+  împreună cu  

222 ,2 yyxxyx ++=+  

 conduce la  ,0,2 =yx  relaţie care demonstrează că  yx ⊥  . 

b) Analog. 
 Problema 1.1.14. a) Dacă 
 











−=












−

−
=











−=

3

2

4

,

3

5

2

,

2

3

1

zyx  

 sunt elemente din spaţiul  ,3R   atunci să se calculeze  
),,( yxd    ),,( zxd    ),( zyd . 

b) Dacă  











=











=











=

0

1

1

,

1

0

1

,

1

1

0

zyx  

 sunt elemente din spaţiul  ,3R   atunci să se determine 
mulţimea  U   a elementelor 

3R∈










=

γ
β
α

u  

 pentru care avem  1),(),(),( === uzduyduxd  . 
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Soluţie:  
a) 

;985)8(3

5

8

3

3

5

2

2

3

1

),( 222 =+−+=










−=












−

−
−











−=−= yxyxd

;11)1()1()3(

1

1

3

3

2

4

2

3

1

),( 222 =−+−+−=











−
−
−

=










−−











−=−= zxzxd  

.11)6(7)6(

6

7

6

3

2

4

3

5

2

),( 222 =−++−=














−

−
=














−−















−

−
=−= zyzyd  

b) Relaţia  1),(),(),( === uzduyduxd   este echivalentă cu 
sistemul  

.

1)()1()1(

1)1()()1(

1)1()1()(

222

222

222






=−+−+−
=−+−+−
=−+−+−

γβα
γβα
γβα

 

Înmulţind prima ecuaţie a sistemului şi adunând-o la a doua 
obţinem  

,

0)(20)2)((

0))(()11)(11(

0)()()1()1( 2222

αβ
αββαβααβ
αβαββαβα

αββα

=

⇒=−⇔=++−−−

⇔=+−+−+−+−−

⇔=−−−+−−−

 

Cu un raţionament analog obţinem  γβ = . Astfel că  
,γβα ==   relaţie care conduce la  

.

0143

1)1()1(

6
24

6
12164

2,1

2

222

±−± ==

⇒=+−

⇔=−+−+

α

αα

ααα
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Am obţinut  

.
6

24

1

1

1









 ±=














= kkU  

 Problema 1.1.15. Fie  mA R⊂   o mulţime nevidă. 
a) Să se arate că dacă  Ax∈   atunci  ;0),( =Axd   
b) Să se găsească un exemplu de mulţime nevidă  
mA R⊂   pentru care avem  ,0),( =Axd   dar  Ax∉ . 

 Soluţie:  
a) Deoarece   

yxAxd Ay −= ∈inf),(   şi  0≥− yx  

deducem că  ;0),( =Axd   
b) Dacă   

RRA ⊂∈+= +}1{ αα   şi  1−=x  

atunci se observă că sunt îndeplinite ipotezele cerute. 

 Problema 1.1.16. Fie  mA R⊂   o mulţime nevidă şi  mRx∈ . 
a) Dacă  ,BA⊂   atunci să se arate că  

).,(),( BxdAxd ≥   
 Soluţie:  
Avem   

zxyxBxdAxd BzAy −≥−⇔≥ ∈∈ infinf),(),( . 

 
Ţinând cont că  AABB ∪= )\(   avem  
 

,
infinf dacă inf

 infinf dacă inf
inf

21\2

21\1\

212

211


 −≥−−

−≤−−=−
∈∈∈

∈∈∈

∈ zxzxzx

zxzxzx
zx

AzABzAz

AzABzABz

Bz
 

 
deci  zxyx BzAy −≥− ∈∈ infinf  . 
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 Problema 1.1.17. În spaţiul  2R   se consideră mulţimea  

.1




 =+


= βαβ
α

A  

Să se calculeze  ),( Ad θ  . 
 Soluţie:  
Scriem  

.122inf)1(inf

infinf),(

2
1222

22

=+−=−+

=+=−=

∈∈

∈∈

αααα
βαθθ

αα RR

AyAy yAd
 

 Problema 1.1.18 Considerăm urmatoarele submulţimi ale lui  

:2R   

.
0

,
0 



 ∈


=





 ∈


= RBRA ββαα

 

Să se arate că  2R=+ BA  . 
 Soluţie: Prin definiţie  } şi { ByAxyxBA ∈∈+=+ . Cum  

yx +   este un element de forma  




β
α

  deducem că  
2R=+ BA  . 

 Problema 1.1.19. Fie  }{\ θmx R∈   un element dat şi fie  
},,{: xxA θ−= . Să se arate că există  R∈µλ,   astfel încât 

incluziunea  AAA µλµλ +⊂+ )(   este strictă. 
 Soluţie: Se observă că pentru  1=λ   şi  1−=µ   incluziunea 
este strictă. 
 Problema  1.1.20. Fie  A   şi  B   submulţimi nevide ale lui  

mR . Să se arate că: 

     a)   ),(),( AxdAxd −−=   oricare ar fi  ;mx R∈   

     b) ),(),(),( BxdAxdBAxd +≤+  oricare ar fi  .mx R∈   
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 Soluţie:  
a) Avem  

).,()(inf

)(infinf),(

Axdyx

yxyxAxd

Ay

AyAy

−−=−−−

=−−−=−=

∈−

∈∈  

b) Rezultă din regula paralelogramului. 

 
1.2. Segmente în  nR . Dreapta în  nR . Planul în  

3R . Subspaţii liniare. Variet ăţi liniare. 
  

Problema 1.2.1. În spaţiul  3R   se consideră elementele 

.

3

1

4

 şi
2

3

1











−=










−
= yx  

a) Să se determine lungimea segmentului  ];,[ yx   
b) Să se determine care din urmatoarele puncte aparţin 

segmentului  ],[ yx   şi care nu aparţin acestui segment:  

;2,

5

2

3

,

4
9

4
1

3
7
3
5
3
2














=














=














= vuz  

c) Să se determine mijlocul segmentului  [ ];, yx   
d) Să se determine elementul  ],[ yxw∈   care împarte 

segmentul  ],[ yx   în raportul  
5
4 . 

 Soluţie: a) Lungimea segmentului  ],[ yx   este prin definiţie  

42)1(4)5(
3

1

4

2

3

1

),( 222 =−++−=










−−










 −
=−= yxyxd  
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b) Conform teoriei  ],[ yxz∈   dacă există  ]1,0[∈α   astfel 
încât  ,)1( yxz αα +−=   relaţie echivalentă cu  

].1,0[

2

43

51

3)1(2

)1(3

4)1(1

3

1

4

2

3

1

)1(

3
1

3
7
3
5
3
2
3
7
3
5
3
2
3
7
3
5
3
2

∈=⇒














+
−
+−

=














⇔














+−
−−
+−−

=














⇔













−+













−
−=















α

α

α

α

αα

αα

αα

αα

 

 
 ],[ yxu∈   dacă există  ]1,0[∈α   astfel încât  

,)1( yxu αα +−=   relaţie echivalentă cu  












+
−
+−

=











α

α

α

2

43

51

5

2

3

 

si deci  [ ];, yxu∉   
 ],[ yxu∈   dacă există  ]1,0[∈α   astfel încât  

,)1( yxu αα +−=   relaţie echivalentă cu  

].1,0[
4
1

2

43

51

2

4
9

4
1

∈=⇒














+
−
+−

=













α

α

α

α
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c) Un punct  3

3

2

1

R∈










=

v

v

v

w   este mijlocul segmentului  ],,[ yx   

dacă:  




=
∈

),(),(

],[

yvdxvd

yxw
 

relaţii echivalente cu  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
314231

,)1(încât    astfel  ]1,0[  există
2

3
2

2
2

1
2

2
2

2
2

1
 −+−−+−=−+−+−−

+−=∈
vvvvvv

yxv ααα

 
Din prima relaţie deducem că  





+=
−=
+−=

α

α

α

2

43

51

3

2

1

v

v

v

 

care înlocuite în a doua relaţie dă  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )222222 1445545 αααααα −+−+−=++  

iar după efectuarea calculelor implică 
.

2

1
4284 =⇒= αα  

Deci  

.

.2

143

51

2
5

2
1

3

2
1

2

2
3

2
1

1






=+=
=⋅−=
=⋅+−=

v

v

v

 

d) Fie  

.3

3

2

1

R∈










=

w

w

w

w  
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Condiţia din enunţ se scrie  





=
+−=∈

.

)1(încât  astfel ]1,0[ există

5
4

),(
),(

ywd
xwd

yxw ααα
 

Din prima relaţie deducem că  





+=
−=
+−=

α

α

α

2

43

51

3

2

1

w

w

w

 

care înlocuite în a doua relaţie dă  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) .04454450)1(45

1445545

9
422

222
5
4222

=⇒=−++−⇔=−−

−+−+−=++

ααααααα

αααααα

 
Deci  






=+=
=−=
=+−=

.2

43

51

9
22

9
4

3

9
11

9
4

2

9
11

9
4

1

w

w

w

 

 

 Problema 1.2.2. În  2R   se consideră elementele  

.
2

3
 şi 

1

2




=



= yx  

Să se determine mulţimea  2R⊂A   a punctelor egal departate 
de capetele segmentului  [ ]yx, . 
 Soluţie:  

Fie  Aa ∈



= β
α

. Din ipoteză trebuie ca  ),(),( aydaxd =   

relaţie echivalentă cu  

.4)2()3()1()2( 2222 =+⇔−+−=−+− βαβαβα  
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Am obţinut  

.4




 =+


= βαβ
α

A  

 Problema 1.2.3. În  2R   se consideră punctul  




−=

2

1
a   şi 

vectorul  



−=

3

2
v . Să se scrie ecuaţiile parametrice şi 

ecuaţiile canonice ale dreptei  ∆   ce trece prin punctul  a   şi 
are vectorul director  v . 
 Soluţie:  
Ecuaţiile parametrice ale dreptei sunt  

.,
32

21

2

1 R∈


+−=
−= γγξ

γξ
 

Ecuaţiile canonice ale dreptei sunt  

.
3

2

2

1 21 +
=

− ξξ
 

 Problema 1.2.4. În  2R   se consideră punctul  



=
8

2
a   şi  






−
−=

1

3
b . Să se scrie ecuaţiile parametrice şi ecuaţiile 

canonice ale dreptei  ∆   determinate de punctele  a   şi  b . 
 Soluţie:  
Ecuaţiile parametrice ale dreptei sunt  
 

.,
23

62

2

1 R∈


−−=
+= γγξ

γξ
 

Ecuaţiile canonice ale dreptei sunt   

.
2

3

6

2 21
−

+
=

− ξξ
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 Problema 1.2.5. În  3R   se consideră punctul  

.

5

4

2

  vectorulşi 

4

1

2

,

3

2

1












−

−
=











=












−

−
= vba  

a) Să se scrie ecuaţiile parametrice şi ecuaţiile 
canonice ale dreptei  ∆   ce trece prin punctul  a   şi are 
vectorul director  ;v   

b) Să se scrie ecuaţiile parametrice şi ecuaţiile 
canonice ale dreptei ce trece prin punctele  a   şi  b . 
 Soluţie  
a) Ecuaţiile parametrice ale dreptei sunt  

.,

53

42

21

3

2

1

R∈




−−=
+=
−−=

γ
γξ
γξ
γξ

 

Ecuaţiile canonice ale dreptei sunt  

.
5

3

4

2

2

1 321
−

+
=

−
=

−

+ ξξξ
 

b) Ecuaţiile parametrice ale dreptei sunt  

.,

73

2

31

3

2

1

R∈




+−=
−=
+−=

γ
γξ

γξ
γξ

 

Ecuaţiile canonice ale dreptei sunt  

.
7

3

1

2

3

1 321 +
=

−

−
=

+ ξξξ
 

 Problema 1.2.6. Să se arate că mulţimea  

( ){ }1,1,,...,, 121 −∈∈= − mixxxxS i
T

m R  

este subspaţiu în  mR . 
Soluţie: Arătăm că  

., ,, SyxSyx ∈+⇒∈∈∀ µλµλ R  
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Dacă  
















=
















=

−− 1

2

1

1

2

1

...
 şi 

...

mm y

y

y

y

x

x

x

x  

 sunt elemente din  S   atunci  

.
...

11

22

11

S

yx

yx

yx

yx

mm

∈
















+

+
+

=+
−−

µλ

µλ
µλ

µλ  

 
 Problema 1.2.7. Dacă  S   este mulţimea punctelor de pe o 

dreaptă din  2R   care conţine punctul  ,2R∈θ   atunci să se 

arate că  S   este subspaţiu în  2R  . 
 Soluţie:  
Arătăm că  

., ,, SyxSyx ∈+⇒∈∈∀ µλµλ R  
unde  

.,,021
2

1





 ∈∀=+



= RS βαβξαξξ
ξ

 

 

Într-adevăr, dacă  



=

2

1

ξ
ξ

x   şi  



=

2

1

η
η

y   sunt elemente din  S   

atunci  

,
22

11 Syx ∈





+
+=+ µηλξ
µηλξµλ  

deoarece  021 =+ λβξλαξ   şi  021 =+ µβηµαη   implică  
0)()( 2211 =+++ µηλξβµηλξα  . 
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 Problema 1.2.8. Dacă  S   este mulţimea punctelor de pe o 

dreaptă din  3R   care conţine punctul  3R∈θ  , atunci să se 

arate că  S   este subspaţiu în  3R  . 
 Soluţie:  
Arătăm că  

., ,, SyxSyx ∈+⇒∈∈∀ µλµλ R  
unde  

.,,,0321

3

2

1









∈∀=++










= RS γβαγξβξαξ

ξ
ξ
ξ

 

Într-adevăr, dacă  











=











=

3

2

1

3

2

1

 şi 

η
η
η

ξ
ξ
ξ

yx  

sunt elemente din  S   atunci  

,

33

22

11

Syx ∈











+
+
+

=+
µηλξ
µηλξ
µηλξ

µλ  

deoarece  
 




=++
=++

0

0

321

321

µγηµβηµαη
λγξλβξλαξ

 

implică  
.0)()()( 332211 =+++++ µηλξγµηλξβµηλξα  

 

 Problema 1.2.9. Dacă  }{\ θmx R∈   este un element fixat, 

atunci să se arate că mulţimea  }{ RxS ∈= αα   este subspaţiu 

în  mR . 
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 Soluţie:  
Arătăm că ., ,, SzySzy ∈+⇒∈∈∀ µλµλ R  
Într-adevăr, dacă  

. si ,, 21
2

1 RR ∈∈


=
=

α
α

α mxx
xz

xy
 

sunt două elemente din  S   atunci  
( ) Sxxxxzy ∈+=+=+ 2121 µλαµαλαµλ  

deoarece  mxx R∈+ 21 µλ  . 

 Problema 1.2.10. În  3R   se consideră mulţimile:  

( ){ }
( ){ }02,,

032,,

321
3

3211

321
3

3211

=+−∈=

=+−∈=

ξξξξξξ
ξξξξξξ

R
R

T

T

S

S
 

a) Să se arate că  1S   şi  2S   sunt subspaţii în  ;3R   

b) Să se determine  21 SS ∩ . 

 Soluţie: a) Arătăm că ., ,, 11 SyxSyx ∈+⇒∈∈∀ µλµλ R  
Într-adevăr, dacă  











=











=

3

2

1

3

2

1

 şi 

η
η
η

ξ
ξ
ξ

yx  

 sunt elemente din  S   atunci  

,

33

22

11

Syx ∈











+
+
+

=+
µηλξ
µηλξ
µηλξ

µλ  

deoarece  




=+−
=+−

0432

0432

321

321

µηµηµη
λξλξλξ

 

implică  0)(4)(3)(2 332211 =+++−+ µηλξµηλξµηλξ . 
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Analog se demonstrează că  2S   este subspaţiu în  3R . 

b)   21 SS ∩   este mulţimea  Tx ),,( 321 ξξξ=   din  3R   ale 

caror coordonate satisfac sistemul  




=+−
=+−

.02

032

321

321

ξξξ
ξξξ

 

Matricea acestui sistem este  

.
211

132






−
−=A  

Un minor de ordinul  2   nenul este  

,1
11

32
2 =

−

−
=MO  

deci rang  <= 2A   numărul necunoscutelor, ceea ce 
demonstrează că sistemul este compatibil simplu nedeterminat 
în care  21,ξξ   sunt necunoscute principale iar  3ξ   este 

necunoscută secundară.  
Notăm  3ξ   prin  α . Sistemul devine  

.
2

32

21

21




−=−
−=−
αξξ
αξξ

 

cu soluţiile   
αξ 51 −=   şi  αξ 32 −= . 

Am obţinut  TTx )1,3,5(),3,5( −−=−−= αααα , astfel că  { }.)1,3,5(21 R∈−−=∩ αα TSS  

 Problema 1.2.11. În  2R   se consideră mulţimile  

( ){ } ( ){ }RRRR ∈∈=∈∈= ββαα ,,0,,0, 2
2

2
1

TT SS  

a) Să se arate că  1S   şi  2S   sunt subspaţii 
complementare; 

b) Să se arate că  21 SS ∪   nu este subspaţiu în  R2  . 
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 Soluţie:  
a) Deoarece  21 SS ∩    },{θ=   rezultă că  1S ,  2S   sunt 

sumanzi direcţi, în plus  mSS R=⊕ 21 . Ultima relaţie ne 

spune că  1S   şi  2S   sunt subspaţii complementare. 

b) Observăm că  ( ) ( ) 211,0,0,1 SSTT ∪∈   dar  

( ) ( ) ( ) ,1,11,00,1 21 SSTTT ∪∉=+   ori aceasta spune că  
21 SS ∪   nu este subspaţiu în  2R  . 

 Problema 1.2.12. În  3R   se consideră mulţimile  
 

( ){ }
( ) .,,

0432,,

432
3

3212

321
3

3211

321





 ==∈=

=+−∈=
−

ξξξξξξ
ξξξξξξ

R

R
T

T

S

S
 

 
Să se arate că  1S   şi  2S   sunt subspaţii complementare. Mai 

mult, să se arate că  21 SS =
⊥  . 

 Soluţie:    

21 SS ∩   este mulţimea  Tx ),,( 321 ξξξ=   din  3R   ale caror 

coordonate satisfac sistemul  

.

034

024

023

032

32

31

21

321






=+
=−
=+

=+−

ξξ
ξξ
ξξ
ξξξ

 

Matricea acestui sistem este  

















−

−
=

340

204

023

132

A  
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Un minor de ordinul  3   nenul este  

,34

204

023

132

2 −=

−

−

=MO  

deci rang  == 3A   numărul necunoscutelor, ceea ce probează 
că sistemul este compatibil determinat. Rezultă  

0321 === ξξξ  . Am arătat că  21 SS ∩    }{θ=  , deci  1S   şi  
2S   sunt subspaţii complementare. 

Demonstrăm că  S1
⊥ = S2  . Pentru aceasta observăm că  

0432 321 =+− ξξξ   este un sistem omogen dublu 

nedeterminat, astfel  1ξ   este necunoscuta principală iar  2ξ ,  

3ξ   necunoscutele secundare. Deoarece  
2
43

1
32 ξξξ −

=   şi  














+














=














=













 −−

1

0

0

1
2
4

3

2
3

2

3

2

2
43

3

2

1
32

ξξ
ξ
ξ

ξ
ξ
ξ ξξ

 

obţinem  

.

1

0,

0

1

,

1

0

0

1

2
4

2
3

32

2
4

3

2
3

21







































=










∈













+














=

−

−

Sp

S Rξξξξ
 

Se ştie că  { }., 1
3

1 SyyxxS ∈∀⊥∈=⊥ R  

Fie  3
321 ),,( Rxxxx T ∈=   şi  1Sy∈ . Condiţia  ,yx ⊥    
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1Sy∈∀   este echivalentă cu  ,0, =yx    1Sy∈∀ . Obţinem  


 =+−

=+
02

0

31

212
3

yy

yy
 

sistem echivalent cu 
432
321 ξξξ

==
−

. Am demonstrat că  

21 SS =
⊥ . 

 Problema 1.2.13. Dacă  mS R⊂   este subspaţiu atunci să se 
arate că   

}{ SxxS m ⊥∈=⊥ R  

 este subspaţiu al lui  mR . 
 Soluţie:  
Arătăm că  

., ,, ⊥⊥ ∈+⇒∈∈∀ SyxSyx µλµλ R  

Într-adevăr, dacă  ⊥∈Syx,   atunci  
 




∈∀=
∈∀=⇔




∈∀=
∈∀=

Szzy

Szzx

Szzy

Szzx

,0,

,0,

,0,

,0,

µ
λ

 

 
relaţii care conduc la  ,0, =+ zyx µλ    Sz∈∀ . Ultima relaţie 

implică  ⊥∈+ Syx µλ  . 
 Problema 1.2.14. Se consideră sistemul  
 




=−+
=+−

032

0

321

321

ααα

ααα
 

Să se arate că subspaţiul  S   al soluţiilor sistemului este o 

dreaptă în  3R . Să se scrie ecuaţiile parametrice ale acestei 
drepte. 
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 Soluţie: Matricea sistemului este  

.
321

111






−
−=A  

Un minor principal este  

,3
21

11
2 =

−
=MO  

deci  rang    <= 2A   numarul necunoscutelor, ceea ce 
probează că sistemul este compatibil simplu nedeterminat. 
Considerăm  3α   necunoscuta secundară şi o notăm prin  a . 

Sistemul devine  




=+
−=−

a

a

32 21

21

αα

αα
 

cu soluţia  ,
3
4

1 a=α    
32
a
=α  . Am demonstrat că  ,

3
1

1 a=α    

,, 33
4

2 aa == αα   ori aceasta ne spune că soluţiile sistemului 

reprezintă o dreaptă ce trece prin punctul  T)0,0,0(   şi are 

vectorul director  ( )Tv 1,,
3
4

3
1= . Ecuaţiile parametrice ale 

acestei drepte sunt  






=
=
=

.3

3
4

2

3
1

1

γξ
γξ
γξ

 

 Problema 1.2.15. Se consideră sistemul  





=−−
=−−

=−−

0363

0242

02

321

321

321

ααα

ααα

ααα

 

Să se arate că subspaţiul  S   al soluţiilor sistemului este un 

plan în  3R  . Să se scrie ecuaţia generală a acestui plan. 
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 Soluţie:  
Matricea sistemului este  

.

363

242

121












−−
−−
−−

=A  

Se observă că determinantul şi toţi minorii de ordinul  2   ai 
acestei matrici sunt nuli. Din acest motiv sistemul este 
compatibil dublu nedeterminat. Fie  1α   necunoscuta principală 
iar  32,αα   necunoscute secundare. Notăm  32,αα   prin  a   

respectiv  b . Avem  ca += 21α . Deoarece soluţiile acestui 

sistem sunt de fapt soluţiile ecuaţiei  02 321 =−− ααα   

deducem că spaţiul soluţiilor sistemului este un plan. Ecuaţia 
planului este  02 321 =−− ξξξ  . 

 Problema 1.2.16. Se consideră sistemul  




−=+−
=+−

2

13

321

321

ααα

ααα
 

Să se arate că varietatea liniară  V   al soluţiilor sistemului, 

reprezintă o dreaptă în  3R  . Să se scrie ecuaţiile parametrice 
ale acestei drepte şi să se determine subspaţiul director al lui  
V . 
 Soluţie:  
Matricea sistemului este  

.
111

131






−−
−=A  

Un minor principal este  

,2
11

31
2 =

−

−
=MO  

deci  rang    == 2A   rangul matricei extinse ceea ce spune că 
sistemul este compatibil simplu nedeterminat. Considerăm  3α   
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necunoscuta secundară şi o notăm prin  a . Sistemul devine  




−−=−
−=−

a

a

2

13

21

21

αα

αα
 

cu soluţia  ,
2
7

1 −−= aα    
2
3

2 −=α . Am demonstrat că  
,

2
7

1 −−= aα    ,, 32
3

2 a=−= αα   ori aceasta arată că soluţiile 

sistemului reprezintă o dreaptă ce trece prin punctul  
T)0,,(

2
3

2
7
−−   şi are vectorul director  ( )Tv 1,0,1−=  . Ecuaţiile 

parametrice ale acestei drepte sunt  






=
−=

−−=

.3

2
3

2

2
7

1

γξ
ξ

γξ
 

Subspaţiul director al lui  V   este  },)1,0,1({ R∈−= kkS T  . 

 
1.3. Combinaţii liniare. Elemente liniar 
dependente. Elemente liniar independente. Baze. 
Transformări de coordonate. 
  

Problema 1.3.1. În  3R   se consideră elementele  

,)3,1,3(,)3,1,2( 21
TT xx −−=−=

Tx )1,2,1(3 −=  şi  
Tx )4,6,3( −= . Să se arate că elementul  x   este o combinaţie 

liniară a elementelor  321 ,, xxx  . 

 Soluţie:  x   este o combinaţie liniară a elementelor  321 ,, xxx   

dacă există numerele reale  321 ,, γγγ   astfel încat  

,332211 xxxx γγγ ++=  relaţie echivalentă cu sistemul:  
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



−=++−
=+−
=−−

433

62

332

321

321

321

γγγ
γγγ
γγγ

 

având soluţia  

.2

,1

,1

7
14

133

211

132

433

611

332

3

7
7

133

211

132

143

261

132

2

7
7

133

211

132

134

216

133

1

===

−===

===

−

−

−−

−−

−

−

−

−

−

−−

−−

−

−

−

−−

−

−

−−

γ

γ

γ

 
 
Am găsit numerele reale  321 ,, γγγ   cu proprietatea cerută. 
 Problema 1.3.2. În  4R   se consideră elementele  

,)5,4,1,1(,)2,1,2,1( 21
TT xx −==  Tx )6,5,2,1(3 −=  şi  

Tx )10,8,2,2( −= . Să se arate că elementul  x   este o 

combinaţie liniară a elementelor  321 ,, xxx . 

 Soluţie:  x   este o combinatie liniară a elementelor  321 ,, xxx   
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dacă există numerele reale  321 ,, γγγ   astfel încât  

,332211 xxxx γγγ ++=  

relaţie echivalentă cu sistemul:  






=++
=++
−=−−

=++

10652

854

222

2

321

321

321

321

γγγ
γγγ
γγγ

γγγ

 

Matricea sistemului este  

.

652

541

212

111
















−−=A  

Avem un minor de ordinul  2   nenul:  

.3
12

11
−=

−
 

iar toţi minorii de ordinul  3   sunt nuli, deci  rang 2=A  . 
Matricea extinsă este  
















−−−=
6652

5541

2212

1111

A  

având  rangul    2 .  Am demonstrat că  rang rangA = A . 
Conform teoremei Kronecker-Capelli sistemul este compatibil. 
Notăm necunoscuta secundară  3γ   prin  a   şi considerăm 

primele  2   ecuaţii ale sistemului, avem  




+−=−
−=+

a

a

222

2

21

21

γγ
γγ
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cu soluţia  
31
a
=γ  ,  

3
46

2
a−

=γ  ,  a=3γ  . 

Am demonstrat că  
.

3

46

3 321 axx
a

x
a

x +
−

+=  

 Problema 1.3.3. În  4R   se consideră elementele  

,)15,12,2,3(,)4,1,1,2( 21
TT xx −−−==    x3 = 1,−3,11,9T   

şi  Tx )0,1,0,1( −−= . Să se arate că elementul  x   nu este o 

combinaţie liniară a elementelor  321 ,, xxx  . 

 Soluţie:  x   este o combinaţie liniară a elementelor  321 ,, xxx   

dacă există numerele reale  321 ,, γγγ   astfel încât  

,332211 xxxx γγγ ++=  

relaţie echivalentă cu sistemul:  






=+−
−=+−

=−+
−=+−

.09154

11112

032

132

321

321

321

321

γγγ
γγγ
γγγ
γγγ

 

 
Matricea sistemului este  

.

9154

11121

321

132

















−
−

−
−

=A  

Avem un minor de ordinul  3   nenul:  

,203

9124

321

132

=

−

−

−

 

deci  rang 3=A  . 
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Matricea extinsă este  

















−
−−

−
−−

=
09154

111121

0321

1132

A  

şi are  rangul    4 . Am demonstrat că  rang rangA ≠ A . 
Conform teoremei Kronecker-Capelli sistemul este 
incompatibil. În concluzie  x   nu se poate scrie ca o 
combinaţie liniară. 
 Problema 1.3.4. În  3R   se consideră elementele  

,)1,1,1(1
Tx −=    Tx )1,1,1(2 −= . Să se determine subspaţiul 

generat de mulţimea  },{ 21 xxA=  . 
 Soluţie:   

)(),,( 321 ASpxxxx T ∈=   dacă şi numai dacă există  R∈µλ,  

astfel încât  ,21 xxx =+ µλ   adică  











=











−+










−

3

2

1

1

1

1

1

1

1

ξ
ξ
ξ

µλ  

de unde obţinem sistemul  





=+
=−
=+−

.3

2

1

ξµλ
ξµλ
ξµλ

 

Rangul matricei sistemului este  2  , deci trebuie ca rangul 
matricei extinse sa fie  2  , echivalent cu  

.0)(20

11

11

11

21

3

2

1

=+−⇔=−

−

ξξ
ξ
ξ
ξ
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Astfel  

( ) }.0,,{)( 21
3

321 =+∈= ξξξξξ RASp T  

 Problema 1.3.5. În  3R   se consideră elementele  
Tx ),,( 3211 ααα=   şi  Tx ),,( 3212 βββ=  . 

a) Să se arate că vectorii  21,xx   sunt coliniari dacă şi 
numai dacă  

0
22

11

33

11

33

22
=== βα

βα
βα
βα

βα
βα

 

b) Să se determine subspaţiul generat de mulţimea  
},{ 21 xxA=  . 

 Soluţie:   

21,xx   sunt coliniari dacă există  }0{\R∈λ   astfel încât  
,xy λ=   adică  

,

3

2

1

3

2

1











=












β
β
β

α
α
α

λ  

relaţie echivalentă cu sistemul  





=
=
=

33

22

11

βλα
βλα
βλα

 

care este compatibil dacă şi numai dacă 
.0

22

11

33

11

33

22
=== βα

βα
βα
βα

βα
βα

 

Acest lucru este mai uşor ovservabil dacă scriem matricea 

sistemului ,

3

2

1











=
α

α

α

A  
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şi matricea extinsă a sistemului  

.

33

22

11











=

βα
βα
βα

A  

 
b) Analog ca în exerciţiul precedent se ajunge la faptul că  
SpA   este planul de ecuaţie  

α2 β2

α3 β3

ξ1 +
α1 β1

α3 β3

ξ2 +
α1 β1

α2 β2

ξ3 = 0,

 
care se scrie sub forma echivalentă  

ξ1 α1 β1

ξ2 α2 β2

ξ3 α3 β3

= 0.

 

 Problema 1.3.6. Să se arate că următoarele elemente din  3R   
sunt liniar dependente: 

a)  ;)1,4,7(,)1,1,2(,)1,2,1( 321
TTT xxx −=−=−=   

b)  ;)1,3,4(,)6,0,2(,)7,3,2( 321
TTT xxx −=−=−=   

c)  TT xx )2,4,2(,)1,2,1( 21 −−=−=  . 

 Soluţie: a)  331 ,, xxx   sunt liniar dependente dacă există  
321 ,, λλλ    numere reale nu toate nule astfel încât  

θλλλ =++ 332211 xxx  

altfel scris  











=











−+












−
+











−

0

0

0

1

4

7

1

1

2

1

2

1

321 λλλ  
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echivalent cu sistemul  





=+−
=−+−

=++

0

042

072

321

321

321

λλλ
λλλ
λλλ

 

a cărui matrice are rangul  <2   numărul necunoscutelor 
(=numărul elementelor ce intră în combinaţie). În consecintă 
sistemul admite şi soluţii diferite de soluţia banală, ceea ce 
justifică cerinţa Problemei. 
b) Privind cazul a) putem decide dacă  331 ,, xxx   sunt liniar 

dependente în funcţie de rangul matricei formate din 
coordonatele acestor elemente:  

.

167

303

422












−
−−=A  

În cazul noastru  A   are rangul  2   şi deci obţinem concluzia. 
c) Matricea formată de coordonatele acestor elemente este  












−
−
−

=
21

42

21

A  

cu rangul  <1   numărul elementelor intrate în combinaţie şi 
deci  21,xx   sunt liniar dependente. 

 Problema 1.3.7. Să se arate că următoarele elemente din  R3   
sunt liniar dependente: 

a)  x1 = 1,1,1T,x2 = 1,2,3T,x3 = 2,−1,1T;   

b)  x1 = −1,1,1T,x2 = 1,−1,1T,x3 = 1,1,−1T;   

c)  x1 = 1,2,−1T,x2 = 2,−1,3T  . 
 Soluţie: a)  331 ,, xxx   sunt liniar independente dacă o 

combinatie liniară a acestor elemente dă elementul nul rezultă 
toţi scalarii nuli, adică  
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,0321332211 ===⇒=++ λλλθλλλ xxx  

altfel scris  











=











−+











+












0

0

0

1

1

2

3

2

1

1

1

1

321 λλλ  

echivalent cu sistemul  





=++
=−+
=++

03

02

02

321

321

321

λλλ
λλλ
λλλ

 

a cărui matrice are rangul  =3   numărul necunoscutelor 
(=numărul elementelor ce intră în combinaţie). În consecinţă 
sistemul admite doar soluţia banală, ceea ce justifică cerinţa 
Problemeii. 
b) Privind cazul a) putem decide dacă  331 ,, xxx   sunt liniar 

independente în funcţie de rangul matricei formate din 
coordonatele acestor elemente:  

.

131

121

211











−=A  

În cazul noastru  A   are rangul  3   şi deci concluzia. 
c) Matricea formată de coordonatele acestor elemente este  












−
−=
31

12

21

A  

cu rangul  =2   numărul elementelor intrate în combinaţie şi 
deci  21,xx   sunt liniar independente. 

 Problema 1.3.8. În  3R   se consideră vectorii liniar 
independenţi  vu,   şi  w  . Să se arate că vectorii:  ,1 vux +=    
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,2 vux −=    ,23 wvux +−=   sunt liniar independenţi. 
 Soluţie:  
Realizăm o combinaţie liniară a elementelor  :,, 321 xxx   

,)2()(

)2()()(

3321321

321

332211

θλλλλλλλ
θλλλ

θλλλ

=+−−+++

⇔=+−+−++

⇔=++

wvu

wvuvuvu

xxx

 

şi folosim faptul că  vu,   şi  w   sunt liniar independente, 
obţinem sistemul:  





=
=−−
=++

0

02

0

3

321

321

λ
λλλ
λλλ

 

cu soluţia  0321 === λλλ   şi, în consecinţă, faptul că  
321 ,, xxx   sunt liniar independente. 

 Problema 1.3.9. Să se determine rangul următoarelor sisteme 

de elemente din  :3R   
 { }{ }{ }{ }.)2,4,2(,)1,2,1(,)1,2,1(

;)3,2,2(,)3,1,2(,)1,1,1(,)1,2,1(

;)0,1,1(,)1,0,1(,)1,1,0(

;)1,0,1(,)1,1,2(,)0,1,1(

4

3

2

1

TTT

TTTT

TTT

TTT

S

S

S

S

−−−−=

−−−=

=

−−=

 

 
Soluţie:  
A determina rangul unui sistem de elemente este echivalent cu 
a determina rangul matricei coordonatelor elementelor ce 
alcătuiesc sistemul, aşadar  











−

−
=

110

011

121

1AS  
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are rangul  2   deci şi  1S   are rangul  2 .  











=

011

101

110

2AS  

are rangul  3   deci şi  1S   are rangul  3 . 












−
−

−
=

3311

2112

2211

3AS  

are rangul  3   deci şi  3S   are rangul  3 . 












−−
−
−

=
211

422

211

4AS  

are rangul  1  deci şi  4S   are rangul  1. 
 Problema 1.3.10. Să se pună în evidenţă elementele liniar 
independente din mulţimea  },,,{ 321 xxxS=   unde  

TTT xxx )2,1,1(,)1,2,1(,)3,1,2( 321 −=−=−−=  . 

 Soluţie:  
Deoarece rangul matricei sistemului  S   este  2   deducem că 
nu putem avea elemente liniar independente decât  2   câte  2 . 
Se observă că  1x   şi  2x  ;  1x   şi  ;3x    2x   şi  3x   verifică 
cerinţa problemei. 

 Problema 1.3.11. Să se arate că elementele  ,)1,1,1(1
Tx =    

,)0,1,1(2
Tx =    ,)0,0,1(3

Tx =   constituie o bază  B   a 

spaţiului  3R . Să se determine coordonatele elementelor  
Tx )2,3,4( −=   şi  Tcbay ),,(=   în baza  B . 

 Soluţie:   

321 ,, xxx   este sistem liniar independent deoarece matricea  
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









=

001

011

111

A  

coordonatelor acestor elemente are rangul  3 . 
 321 ,, xxx   este sistem de generatori deoarece dimensiunea lui  

3R   este finită. Am demonstrat că  },,{ 321 xxxB =   este bază. 
Se ştie că dacă există numerele reale  321 ,, λλλ   unic 

determinate astfel încât  

332211 xxxx λλλ ++=  

atunci  T
Bx ),,( 321 λλλ=   reprezintă coordonatele elementului  

x   în baza  B . 
Relaţia din care se determină aceste numere este echivalentă cu 
sistemul  





=
−=+

=++

2

3

4

1

21

321

λ
λλ
λλλ

 

având soluţia  ,7,5,2 321 =−== λλλ   deci  T
Bx )7,5,2( −=   . 

Analog, dacă există numerele reale  321 ,, λλλ   unic 

determinate astfel încât  

332211 xxxy λλλ ++=  

atunci  T
By ),,( 321 λλλ=   reprezintă coordonatele 

elementului  y   în baza  B . 
Relaţia din care se determină aceste numere este echivalentă cu 
sistemul  





=
=+

=++

c

b

a

1

21

321

λ
λλ
λλλ
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având soluţia  ,,, 321 bacbc −=−== λλλ   deci  

T
B bacbcx ),,( −−= . 

 Problema 1.3.12. Să se determine dimensiunea subspaţiului  

 }0),,{( 321
3

321
mT RRS ⊂=+−∈= ξξξξξξ  

şi să se pună în evidenţă o bază a lui  S . Să se determine 

coordonatele elementului  Sx T ∈= )2,3,1(   în baza  B  . 
 Soluţie:  
Sistemul  0321 =+− ξξξ   este compatibil dublu nedeterminat. 

Presupunem  1ξ   necunoscuta principală şi notăm 

necunoscutele secundare astfel:  ,2 a=ξ    ,3 b=ξ   obţinem  

ba−=1ξ .  
Deci  
 

.)1,0,1()0,1,1(

),,(),,( 321
TT

TT

ba

baba

−+

=−=ξξξ
 

Atunci  })1,0,1(,)0,1,1{( TTB −=   reprezintă o bază în  S . 

Dacă există numerele reale  21,λλ   unic determinate astfel 
încât  

TTy )1,0,1()0,1,1( 21 −+= λλ  

atunci  T
Bx ),( 21 λλ=   reprezintă coordonatele elementului  x   

în baza  B . 
Relaţia din care se determină aceste numere este echivalentă cu 
sistemul  





=
=

=−

2

3

1

2

1

21

λ
λ
λλ

 

având soluţia  ,2,3 21 == λλ   deci  T
Bx )2,3(=  . 
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 Problema 1.3.13. Să se determine dimensiunea subspaţiului  
3R⊂S   generat de elementele  ,)1,2,1(1

Tx −−=    

,)1,3,2(2
Tx −=    ,)2,1,3(3

Tx −=    Tx )0,5,1(4 −−=  . 

 Soluţie:  
Matricea coordonatelor acestor elemente este:  

.

0211

5132

1321












−−−
−−
−

=A  

 
Un minor de ordinul  2   nenul este:  

.743
32

21
2 =+=

−
=MO  

Minorii de ordinul  3   ce se pot forma cu minorul de ordinul 
doi sunt:  

,0

011

532

121

 ,0

211

132

321
1
3

1
3 =

−−

−−

−

==

−−−

−= MOMO  

avem că  rang 2=A   şi deci  rang 2=S  . 
 Problema 1.3.14. Să se găsească dimensiunea şi o bază a 
subspaţiului soluţiilor sistemului:  





=++++
=++++
=+−++

.057263

032

0322

54321

54321

54321

ααααα

ααααα

ααααα

 

 Soluţie: Matricea sistemului este:  










 −
=

57263

11321

31221

A  

cu  
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.036

726

132

122

3 ≠=

−

=MO  

Obţinem că  432 ,, ααα   sunt necunoscute principale iar  

α1,α5   sunt necunoscute secundare. Le notăm prin  a   
respectiv prin  b . 
Sistemul devine  





−−=++
−−=++
−−=−+

.53726

32

322

432

432

432

ba

ba

ba

ααα

ααα

ααα

 

Cu soluţia 

.
3

2
,

3

2
,

2

1

6

11
342 



 ==−−= bbab ααα  

Am obţinut  3)dim( =S . Din  


















−

+















−

=
















1

0

0

0

0

1

3
2
3
2
6
11

2
1

5

4

3

2

1

ba

α

α

α

α

α

 

avem baza  

}.)1,
3

2
,

3

2
,

6

11
,0(,)0,0,0,

2

1
,1({ 21

TT xxB −=−==  

 Problema 1.3.15. În  3R   se consideră elementele  

,)1,1,2(1
Tx −=    ,)2,1,1(2

Tx −=    Tx )1,2,1(3 −−= . 

a) Să se arate că  },,{ 321 xxxB =   este o bază a lui  

R3;   
b) Să se determine coordonatele elementului  
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Tx ),,( γβα=   în baza  B  . 

 Soluţie: a)  321 ,, xxx   este sistem liniar independent deoarece 

matricea  












−
−−

−
=

121

211

112

A  

a coordonatelor acestor elemente are rangul  3 . 
 321 ,, xxx   este sistem de generatori deoarece dimensiunea lui  

3R   este finită. Am demonstrat că  },,{ 321 xxxB =   este bază. 
b) Se ştie că dacă există numerele reale  321 ,, λλλ   unic 

determinate astfel încât  

332211 xxxx λλλ ++=  

atunci   
T

Bx ),,( 321 λλλ=  

reprezintă coordonatele elementului  x   în baza  B . 
Relaţia din care se determină aceste numere este echivalentă cu 
sistemul  





=−+
=+−−

=−+

γλλλ
βλλλ

αλλλ

321

321

321

2

2

2

 

având soluţia  

,
4

1

4

3

4

1

,
4

1

4

1

4

3
4

3

4

1

4

1

3

2

1

αβγλ

αβγλ

αβγλ

++=

−+=

++−=

 

   deci   
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.)
4

1

4

3

4

1
,

4

1

4

1

4

3
,

4

3

4

1

4

1
( T

Bx αβγαβγαβγ ++−+++−=  

 

 Problema 1.3.16. În  3R   se consideră subspaţiul  

}02),,{( 321
3

321 =+−∈= ξξξξξξ RS T  

a) Să se determine o bază  B   a subspaţiului  S ; 

b) Să se arate că  ;)1,1,3( Sx T ∈−−=   

c) Să se determine  Bx  . 
 Soluţie:  
a) Sistemul  02 321 =+− ξξξ   este compatibil dublu 

nedeterminat. Presupunem  1ξ   necunoscuta principală şi 
notăm necunoscutele secundare astfel:  ,2 a=ξ    ,3 b=ξ   

obţinem  ba 21 −=ξ . Deci  

.)1,0,2()0,1,1(

),,2(),,( 321
TT

TT

ba

baba

−+

=−=ξξξ
 

Atunci  })1,0,2(,)0,1,1{( TTB −=   reprezintă o bază în  ;S   
b) Deoarece  0213 =++−   deducem că  ;Sx∈   

c) Dacă există numerele reale  21,λλ   unic determinate astfel 
încât  

TTx )1,0,2()0,1,1( 21 −+= λλ  

atunci  T
Bx ),( 21 λλ=   reprezintă coordonatele elementului  x   

în baza  B . 
Relaţia din care se determină aceste numere este echivalentă cu 
sistemul  





=
−=

−=−

1

1

32

2

1

21

λ
λ

λλ
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având soluţia   
,1,1 21 =−= λλ  

deci  
T

Bx )1,1(−= . 

 
1.4. Metoda pivotului. 
  
Problema 1.4.1. Să se calculeze inversele urmatoarei matrice 
cu ajutorul metodei pivotului:  

.

243

022

101

 c) 

131

112

111

 b) 

523

142

312

 a)









 −
=












−−
−
−

=










= CBA  

 
 Soluţie: a) Din tabelul: 

6/51/5-8/5-100C

4/51/57/5-010C

11/5-1/518/5001C

11/6-4/3-6/500

01/31/3-2/3-10

01/6-2/311/601

103/2-1/21/20e

011-2-30e

001/23/21/21C

100523

010142

001312

A
3

A
2

A
1

3

2

1

3

2

A
1

3

2

1

321321

e

C

C

e

e

e

eeeCCCBaza

A

A

AAA
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deducem că  

.

5/65/15/8

5/45/15/7

5/115/15/18
1












−−
−

−
=−A  

b), c) Analog obţinem că  












−−
−−

−
=−

2/112/5

2/102/1

011
1B  şi .

121

12/52

122












−
−−

−
=C  

 
 Problema 1.4.2. Să se rezolve sistemele următoare cu ajutorul 
metodei pivotului:  

 

722

32

8

 a)

321

321

321





=++
=−+

=++

ααα

ααα

ααα

 




=++
=−−
=−+

32

733

422

 b)

321

321

321

ααα

ααα

ααα

 

 Soluţie: Din tabelul: 

7100

9010

8-001

14-200

5-2-10

13301

9-01-0

5-2-10

8111

7212

31-21

8111

liber Termenul

3

2

1

3

2

1

3

2

1

3

2

1

321

α

α

α

α

α

α

ααα

−e

e

e

e

e

e

 

obţinem  7,9,8 321 ==−= ααα  . 

b) Analog se obţine  5/2,5/2,5/13 321 =−== ααα  . 
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 Problema 1.4.3. Folosind metoda pivotului, să se determine 
rangul urmatoarelor matrici:  

.

32

15

25

31

 )

241

312

012

321

 ) 

87183

37432

41341

32131

 )

















−
−
−=

















−−
−−

−
=

















−−
−−−
−−
−−

=

Cc

BbAa

 

 Soluţie: Din tabelul: 

00000

00000

1-1210

05-5-01

11-2-1-0

33-6-3-0

1-1210

3-2-131

8-7-183

3-7-4-32

4-1-341

3-2-131

4

3

2

1

4

3

2

1

4

3

2

1

54321

e

e

C

C

e

e

e

C

e

e

e

e

CCCCC

A

A

A

AAAAA

 

 
deducem că  rang 2=A   (deoarece în bază au intrat  2   
elemente); 
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b) Analog  rang 3=B ; 
c) Analog  rang 2=C  . 
 Problema 1.4.4. Să se determine câte o soluţie de bază 
nenegativă pentru sistemele:  




=+−+
=−−−




=+−+
=+−+

.83

2
)

222

4542
)

4321

4321

4321

4321

αααα

αααα

αααα

αααα

b

a

 

 Soluţie: a) Calculele se organizează astfel 

Baza C1
A C2

A C3
A C4

A e1 e2 b bk/akj

e1

e2

2 1 −4 5

1 1 − 2 2

1 0

0 1

4

2

min 4
2

, 2
1
= 2

 TabelI

C1
A

e2

1 1/2 −2 5/2

0 1/2 0 −1/2

| 0

| 1

2

0

min 2
1
2

, 0
1
2

= 0

 TabelII

C1
A

C2
A

1 0 − 3 3

0 1 0 − 1

| |

| |

2

0

min 2
3
=

2
3

 TabelIII

C4
A

C2
A

1/3 0 −1 1

1/3 1 − 1 0

| |

| |

2/3

2/3
 TabelIV.

 
În tabelul I se pot introduce în bază oricare din elementele  

AA CC 21 ,   sau  ,4
AC   dar nu  AC3   care are toate coordonatele 
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negative. Introducem în bază elementele  AC1 . Rapoartele  

21

2

11

1 ,
a
b

a
b

  fiind egale se poate scoate deci din bază  1e   sau  2e  . 

Se obţine o soluţie de bază nenegativă degenerată. 
În tabelul II obţinem soluţia de bază nenegativă degenerată  

Tx )0,0,0,2(= . Eliminarea elementului  AC2   din baza  { }AA CC 21 ,   nu modifică soluţia. Singurul element care poate fi 

introdus în baza  { }AA CC 21 ,   este  AC4 . Obţinem astfel tabelul 

IV şi soluţia de bază nenegativă  ,)3/2,0,3/2,0( Tx =   care 
este nedegenerată. 
b) Analog. 
 Problema 1.4.5. Să se determine, cu ajutorul metodei 
pivotului,  R∈a   astfel încât sistemul  





=−+−
=−++
=+−+

371143

323

132

4321

4321

4321

αααα

αααα

αααα

 

să fie compatibil. 
Soluţie: Calculele se organizează astfel  

3-a0000e

012-10C

11-101C

3-a10-2010-0e

05-1050e

113-21C

a7-114-3e

32-113e

113-21e

bCCCCBaza

3

2

1

3

2

1

3

2

1

4321

A

A

A

AAAA

−

 

 
Din tabel observăm că sistemul este compatibil dacă şi numai 
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dacă  3=a   (în acest caz rangul matricei sistemului ar fi egal 
cu rangul matricei extinse). 
 Problema 1.4.6. Să se determine dimensiunea subspaţiului  

3R⊂S   generat de elementele  

 )4,2,2(

,)1,2,1(,)3,4,3(,)1,3,2(,)2,1,1(

5

4321
T

TTTT

x

xxxx

−=

−=−=−=−=
 

şi să se pună în evidenţă o bază a lui  S . 
 Soluţie: Din tabelul 

00000

01-110

21101

033-3-0

011-10

21-321

41312

2-24-3-1-

21-321

Baza

3

2

1

3

2

1

3

2

1

54321

e

x

x

e

e

x

e

e

e

xxxxx

−

 

deducem că dimensiunea lui  S   este  2   şi că  },{ 21 xxB = . 

 
1.5. Algoritmul Gramm-Schmit. 
 

 Problema 1.5.1 În  3R   se consideră elementele  

,)1,1,1(1
Tx =    Tx )0,1,1(2 =  ,  Tx )0,1,0(3 = . 

a) Să se arate că  },,{ 321 xxxB =   este o bază a lui  

R3;   

b) Să se determine o bază ortonormată  
′

B   a lui  ,3R   
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obţinută prin ortonormarea bazei  B  . 
 Soluţie: a)  321 ,, xxx   sunt liniar independenţi, deoarece  

,1

001

111

011

−=  

este nenul. 
 321 ,, xxx   sunt sistem de generatori, deoarece dimensiunea lui  

3R   este finită. 
b) Determinăm  },,{ 321 fffB =

′
  din relaţiile:  

3
1

3

2
1

2

1
1

1

3

2

1

gf

gf

gf

g

g

g

=

=

=

 

cu  

1233

122

11

nxmxxg

axxg

xg

++=

+=

=

 

 a ,  m ,  n   sunt  numere reale ce se vor determina, din relaţia:  

.,0, jigg ji ≠=  

 1f   se determină din  

TTg
g

f )()111(
3

11
3

1
3

1
3

1
1

1
1 ===  

 2f   se determină din  

3
2

,

,
1121

12121

11

210,,

0,0,

−=−=⇒=+

⇔=+⇔=

xx

xx
axxaxx

axxxgg
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adică  Tg ),,(
3
2

3
1

3
1

2 −=   conduce la  

.)()(
6

31
6

2
6

1
6

1
3
2

3
1

3
1

2
2

2
TTg

g
f −=−==  

 3f   se determină din relaţiile:  

,03210,,,

0,0,

112131

123131

=++⇔=++

⇔=++⇔=

nmxxnxxmxx

nxmxxxgg
 

şi  

.00)321(221

0,,,,

0,0,

2
1

3
2

3
1

3
2

12313
2

122232

12313
2

232

−=⇒=+⇔=++−++

⇔=++−++

⇔=++−⇔=

mmnmnm

nxmxxxxxnxxmxx

nxmxxxxgg

 

Astfel,  
2
1

−=m   şi  0=n    ⇒    Tg )0,,(
2
1

2
1

3 −=   şi  

.)0,
2

1
,

2

1
()0,

2

1
,

2

1
(

2

21
3

3
3

TTg
g

f −−=−−==  

 
 Problema 1.5.2. În  R3   se consideră elementele  

,)3,2,1(1
Tx −=    Tx )2,1,1(2 −= ,  Tx )1,1,2(3 =   şi  

Tx )5,3,4(=  . 

a) Să se arate că  },,{ 321 xxxB =   este bază în  ;3R   

b) Să se determine coordonatele lui  x   în baza  ;B   
c) Plecând de la baza  B   să se construiască o bază 

ortonormată în  3R  . 
 Soluţie: Probăm că  },,{ 321 xxx   este sistem liniar 

independent. Într-adevăr, din  




∈
=++

R
R

cba

cxbxax

,,

0 3321  
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avem  











=











+











−+












− 0

0

0

1

1

2

2

1

1

3

2

1

cba  

sau echivalent 





=++−
=+−
=++

.023

02

02

cba

cba

cba

 

Matricea sistemului este  












−
−=

123

112

211

A  

cu  3=rangA   deoarece 

03
12

11
2 ≠−=

−
=M  

şi  

,06

750

330

211

123

112

211

3 ≠−=−−=

−

−=M  

rezultat ce arată că sistemul este compatibil unic determinat. În 
consecinţă  0=== cba   şi deci  },,{ 321 xxx   este sistem liniar 

independent. 
Rămâne să arătăm că  },,{ 321 xxx   este sistem de generatori. 

Într-adevăr, din  




∈=∀∈∃
=++

3
321

321

),,( şi ,, RR Tyyyycba

ycxbxax
 

avem  
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









=











+











−+












− 3

2

1

1

1

2

2

1

1

3

2

1

y

y

y

cba  

sau echivalent 





=++−
=+−
=++

.23

2

2

3

2

1

ycba

ycba

ycba

 

Matricea extinsă a sistemului este  

.

123

112

211

3

2

1












−
−=

y

y

y

A  

Din rezultatul de mai sus observăm că  
3== ArangrangA  

şi deci sistemul este compatibil. Am probat că  },,{ 321 xxx   

este sistem de generatori. Ca o consecinţă a teoriei avem 

demonstrat şi faptul că  },,{ 321 xxxB =   este bază în  3R . 

b) Coordonatele lui  x   în baza  B   se determină din  




∈
=++

Rcba

xcxbxax

,,
321  

echivalent cu a rezolva sistemul 





=++−
=+−
=++

.523

32

42

cba

cba

cba

 

Un calcul simplu arată că  
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.

2

3
13

523

312

411

523

312

411

3
8

123

112

211

153

132

241
123

112

211

125

113

214

==

−==

−==

−

−

−

−

−

−

−

−

−

−

c

b

a

 
Conform teoriei coordonatele lui  x   în baza  B   sunt 

.

2

3
13

3
8














−
−

=Bx  

 
c) Notăm prin  },,{ 321 zzzBo = . Din teorie se cunoaşte că  

3

3
1

2
1

1

1
1 ,

2
,

y

y
z

y

y
z

y

y
z ===  

unde  
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



++=
+=

=

132233

1122

11

xxxy

xxy

xy

λλ
λ  

iar  R∈
= 3,1ii
λ   se determină din  





>=<
>=<
>=<

.0,

0,

0,

32

31

21

yy

yy

yy

 

Observăm că  






=⇒>=+++⇔<>=<
=+−⇒>=++⇔<>=<

=⇒>=+⇔<>=<

− .0,0,

017140,0,

0,0,

5
7

21322311232

2313223131

2
1

1112121

λλλλ
λλλλ

λλ

xxxxxyy

xxxxyy

xxxyy

 

Înlocuind  
5
7

2
−=λ   în relaţia  01714 23 =+− λλ   obţinem  

35
27

1 −=λ  . 

Uu calcul simplu arată că  

.
356

35
 şi 0

10

2
 ,

3

2

1

14

1

35
18
7
6
35
6

3

2
1

2
3

21













−
=














=















−
= zzz  

 
1.6. Nucleul şi imaginea unei aplicaţii liniare. 
 
 Problema 1.6.1. Se consideră matricea  












−
−

−
=

212

111

321

A  



Dragoş-Pătru Covei 

 64 

şi  33: RRA →   operatorul liniar asociat matricei  A  . 

a) Să se calculeze  ;

2

1

1










−
A   

b) Să se determine  AIm   şi  AKer  . 
 Soluţie: a) Avem 

.

5

0

5

2

1

1

212

111

321

2

1

1












−

−
=










−












−
−

−
=










−
A  

 
b) Prin definiţie { }.0 3

3
RR =∈= xAxAKer  

Fie  ( ) 3
321 ,, R∈= Txxxx  . Din enunţ  AxxA =  . Atunci 

33 00 RR =⇔= AxxA  

sau echivalent cu  





=−+
=+−
=−+

.022

0

032

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Matricea sistemului este  












−
−

−
=

212

111

321

A  

cu  2=rangA   deoarece  

.0

212

111

321

iar  03
11

21
32 =

−

−

−

=≠−=
−

= MM  
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Cum  2=rangA   deducem că sistemul este compatibil simplu 
nedeterminat. 
Avem 

M2 minor principal⇒
x1,x2 necunoscute principale

x3 necunoscută secundară x3
not
= α.

 
Din sistemul 

x1 + 2x2 = 3α

x1 − x2 = −α
 

rezultă α
α

3

4
,

3 21 == xx  şi 

KerA = α

1
3

4
3

1

|α ∈ R .

 
Remarcăm că  

AKer
abaz
(

⊂
























1
3
4
3
1

 

şi deci  1dim =AKer  . 

Determinăm imaginea operatorului  A  . Se cunoaşte că  { }.încât  astfel Im 33 yxAxyA =∈∃∈= RR  

Fie  3
321 ),,( R∈= Tyyyy   şi  3

321 ),,( R∈= Txxxx . Relaţia  

yxA =   este echivalentă cu sistemul 
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



=−+
=+−
=−+

.22

32

3321

2321

1321

yxxx

yxxx

yxxx

 

Scriem 

.

212

111

321

212

111

321
sistemului a extinsă matriceasistemului matricea

3

2

1












−
−

−
=












−
−

−
=

y

y

y

BA
 

Din rezultatul de mai sus  2=rangA . Punem condiţia ca  
2=rangB   (deoarece trebuie să existe  x   cu proprietatea 

cerută).  2=rangB   atrage 

00

12

11

21

321

3

2

1

=−+⇔=− yyy

y

y

y

 

şi  

.0Im 321
3

3

2

1









=−+∈










== yyy

y

y

y

yA R  

Observăm că  











+










−
=











+










−
=










 −
=











=

1

0

1

0

1

1

0

0
32

3

3

2

2

3

2

23

3

2

1

yy

y

y

y

y

y

y

yy

y

y

y

y  

şi deci 

.2dimImIm

1

0

1

,

0

1

1

=⇒⊂



























−
AA

abaz
(
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 1.7. Valori proprii şi elemente proprii asociate 
unei matrice. Funcţionale pătratice. 
  
Problema 1.7.1. Se consideră matricea 

. şi 

111

111

111

3

2

1











=












−
−

−
=

α

α

α

xA  

a) Să se determine vectorii proprii şi valorile proprii 

ale matricei  A ; 
b) Folosind metoda lui Jacobi să se aducă la forma 

canonică funcţionala pătratică  gx = xTAx . 
 Soluţie: a) Valorile proprii se determină din relaţia 

03 =− IA λ  

ori echivalent 

.0430

111

111

111
23 =−+⇔=

−−

−−

−−

λλ
λ

λ
λ

 

Din schema lui Horner 

0212

04411

4031

−

−

 

deducem că ecuaţia  043 23 =−+ λλ   are soluţiile 
2;1 321 −=== λλλ  

şi în acelaşi timp ele reprezintă valorile proprii. 
Determinăm vectorii proprii. Prin definiţie vectorii proprii sunt 

( ) ( ){ }.0 33
3

RR =−∈= λλ λλ uIAuVPA  
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Pentru  11 =λ   determinăm  










=

c

b

a

u
1λ . Avem 

( ) 31
031 R=− λλ uIA  

ori echivalent cu  











=






















0

0

0

011

101

110

c

b

a

 

ce conduce la sistemul 





=+
=+
=+

.0

0

0

ba

ca

cb

 

Matricea sistemului este  
 











=

011

101

110

C  

cu  2=rangC   deoarece 

 01
01

10
2 ≠−==M  

şi  
( ) .0 deoarece 0 313 =−== IACM λ  

Din cele de mai sus deducem că sistemul este compatibil 
simplu nedeterminat.  
 





=⇒⇒
.secundară ănecunoscut 

principale enecunoscut ,
 principalminor  2

α
not

cc

ba
M  
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Rezultă uşor că  










−
=










−
=

1

1

1

1
α

α

α

α

λu  

şi deci 

( ) .

1

1

1

1 







∈









−
= RααλAVP  

Pentru  232 −== λλ   obţinem absolut analog că  

( ) .03
3,2 








=++∈










= pnm

p

n

m

VPA Rλ  

b) Observăm că  

( )

.222

. 

111

111

111

)(

323121
2
3

2
2

2
1

3

2

1

321

ααααααααα

α

α

α

ααα

+++−−−=




























−
−

−
== Axxxg T

 

Aplicăm metoda lui Jacobi funcţionlei  g. Pentru aceasta 
observăm că  

4

111

111

111

 şi 2
11

11
,1 321 =

−
−

−
=∆−=

−
−

=∆−=∆  

şi deci  
 

.
2

1

2

11
)( 2

3
2
2

2
1

2
3

3

22
2

2

12
1

1
yyyyyyyg −+−=

∆
∆+

∆
∆+

∆
=  
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 Problema 1.7.2. Se consideră matricea  











−

−
=

110

121

011

A  

şi operatorul  33: RR →T   definit prin  ( ) ,AxxT =    3R∈x . 
a) Să se determine  TIm   şi  ;KerT   
b) Să se determine dimensiunea subspaţiului liniar  

ImT  şi să se pună în evidenţă o bază în acest subspaţiu; 
c) Să se determine forma canonică a funcţionalei 

pătratice  ( ) 3, R∈= xAxxxg T   şi să se pună în evidenţă o 
bază în care  g   are această formă canonică. 
 Soluţie:  
Se cunoaşte că  

( ) .0 3
3

3

2

1









=∈










== RR xT

x

x

x

xKerT  

Relaţia  ( ) 30R=xT   este echivalentă cu  30R=Ax   şi cu  











=





















−

−

0

0

0

110

121

011

3

2

1

x

x

x

 

de unde obţinem sistemul 




=+
=++−

=−

0

02

0

32

321

21

xx

xxx

xx

 

sistem cu matricea  A . Un minor nenul de ordinul  2   al 
matricei  A   este 

01
21

11
≠=

−

−
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şi deci  2≥rangA . Pe de altă parte observăm că determinantul 
lui  A   este nul. Concludem că  ⇒= 2rangA   sistem 

compatibil simplu nedeterminat. Necunoscuta secundară  3x   o 

notăm prin  α . Observăm că sistemul 




−=+−
=−
α21

21

2

0

xx

xx
 

are soluţia  α== 21 xx . Am obţinut că 

.

1

1

1









∈










−
−

= RααKerT  

Determinăm imaginea operatorului  T . Prin definiţie 

( ){ }.cu   existăIm 33 xTyxRyT =∈∈= R  

Fie  

.3

3

2

1

R∈










=

y

y

y

y  

 Relaţia  ( )xTy =   conduce la sistemul 





=+
=++−

=−

.

2

332

2321

121

yxx

yxxx

yxx

 

Am văzut că rangul matricei este  2 . Pentru ca sistemul să fie 
compatibil trebuie ca rangul matricei extinse să fie egal cu 
rangul matricei sistemului (adică cu  2  ). 
Matricea extinsă este 











−

−
=

3

2

1

110

121

011

y

y

y

A  
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iar  2=Arang   dacă 

0

10

21

11

3

2

1

=−

−

y

y

y

 

dacă şi numai dacă  0213 =−− yyy   ecuaţie ce reprezintă un 

sistem cu  3   necunoscute. Considerăm  3y   necunoscuta 

principală şi notăm prin 




=
=
β
α

2

1

y

y
 

necunoscutele secundare. Atunci  βα +=3y   şi deci  

.

1

1

0

1

0

1

3

2

1











+











=












+
=











= βα

βα
β
α

y

y

y

y  

 
Am obţinut 

.,

1

1

0

1

0

1

Im








∈










+











= RβαβαT  

 
b) Din punctul a) observăm că  TdimIm   deoarece  

.Im

1

1

0

,

1

0

1

TB
abaz
(

⊂




























=  

 
c) Avem  

( ) .222 3212
2
3

2
2

2
1 xxxxxxxAxxxg T +−++==  

Determinăm forma canonică a funcţionalei pătratice  g . 
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Etapa 1. Se grupează termenii care conţin  1x   şi obţinem 

( ) .22)2( 32
2
3

2
212

2
1 xxxxxxxAxxxg T +++−==  

În grupul format scoatem factor forţat  2
1 lui ulcoeficient

1
x

  (în 

acest caz coeficientul lui  21x   este 1). Se formează pătrate în 

grupul de termeni ce conţine  1x   după formula 

( ) .2 222 bababa ÷±=±  
Avem 

( ) .22])[( 32
2
3

2
2

2
2

2
21 xxxxxxxAxxxg T +++−−==  

Se face schimbarea de coordonate 











=





=
=
=−

c

b

a

y

cx

bx

axx

 unde 

3

2

21

 

şi avem ( ) .222 2222222 bccbabccbbayg ÷÷÷=÷÷÷−=  
Etapa 2. Se repetă raţionamentul de la etapa 1 pentru a 2-a 
variabilă şi avem 

( )
( )
( ) .

22

22

2222

222222

cba

cccba

cbbcabccbayg

++=

+−++=

÷÷÷=÷÷÷=

 

Se face schimbarea de coordonate 











=





=
=÷

=

γ
β
α

γ
β

α
z

c

cb

a

,  

şi obţinem  

( ) 22 βα ÷=zg  
adică ceea ce trebuia. 
Pentru determinarea bazei se parcurg schimbările de 
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coordonate de la ultima la prima înlocuindu-se datele astfel 





==
+=+=

−==

3

32

21

xc

xxcb

xxa

γ
β
α

 

sau echivalent cu 





=
+=
−=

3

32

21

x

xx

xx

γ
β
α

 

respectiv 

.

100

110

011

3

2

1




















 −
=












x

x

x

γ
β
α

 

O bază este 

.

1

1

0

,

0

1

1

,

0

0

1

321 

















=










−
=











== eeeB  

 
1.8. Probleme propuse. 
 
 Problema 1.8.1. Fie  [ ]x3R   mulţimea polinoamelor de grad  

3≤ , cu coeficienţi reali. Să se arate că elementele  x ,  2+x  ,  

[ ]xx 3
3 2 R∈+   sunt liniar independente. 

 Problema 1.8.2. Se consideră vectorii  ( ) ,0,1,1 Ta =    

( )Tb 1,0,2=   şi  ( )Tc 15,1,3= . Să se arate că ei formează o 

bază pentru  3R   şi să se determine  Rk∈   dacă vectorul  

( )Tkd 2,,3=   aparţine subspaţiului  ),( baSp   generat de  a   
şi  b . 
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 Problema 1.8.3. Fie  

( ){ }.023,, 321
3

321 =++∈= xxxxxxW T R  

Să se arate că  W   este un subspaţiu vectorial al lui  3R   şi să 
se determine o bază pentru  W . Care este dimensiunea 
subspaţiului  W ? Dar coordonatele elementului  

( ) Wx T ∈−= 1,1,1   în baza respectivă? 
 Problema 1.8.4. Să se determine toate matricele nenule  

( )R2MA∈   care au ca valori proprii 

.
1

2
 şi 

1

1
21 



=




−= vv  

 
 Problema 1.8.5. Fie  






−

−=



=

ab

cd
B

dc

ba
A  şi  

cu  R∈dcba ,,, . Să se arate că  BA,   au aceleaşi valori 

proprii. Dacă  λ   este una dintre ele şi  ba vv ,   vectorii proprii 

corespunzători pentru  A   şi  B   să se arate că  .0=⋅ b
T
a vv  
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Capitolul 2. 
Elemente de analiză matematică 

 
 

Ne propunem ca după parcurgerea acestui capitol  
studenţii să fie familiarizaţi  cu: calculul limitelor unor şiruri 
din spaţii de mai multe dimensiuni, limitele unor funcţii de mai 
multe variabile, calculul derivatelor parţiale ale funcţiilor de 
mai multe variabile şi determinarea extremelor funcţiilor de 
mai multe variabile. 

 
 
2.1.Şiruri în  nR . 

 
 Problema 2.1.1 Utilizând lema lui Cesaró-Stoltz să se 
calculeze 

( )( ) T

n
np

ppp

n n

nnn

n

n




 +++++

+∞→

2....21
,

...21
lim

1
 

unde  ∗∈Np  . 
 Soluţie:  
Vom nota prin  

.:iar  ...21: 1+=+++= p
n

ppp
n nbna  

Cum  ( ) 1≥nnb   este un şir crescător, nemărginit, putem aplica 

lema lui Cesaró-Stoltz şirului din enunţ: 
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( )
( )

.
1

11

...

...
lim

1

1
limlim

1
1

11
1

1
1

10
1

110

11
1

1

+
==

−+++

+++
=

−+

+
=

−

−

+

++
++

+
+

−

→∞

++→∞+

+

→∞

pC

nCnCnC

CnCnC

nn

n

bb

aa

p

pp
p

p
p

p
p

p
p

p
p

p
p

n

pp

p

nnn

nn

n

 
Notăm prin  ( )( )

.
2....21

nn
n

nnn
c

++
=  

Folosind criteriul lui Cauchy-D'Alambert vom obţine 

( )
( )( )

( )
( )( )

( ) .
4

1

22

1

1
lim

1

2212

1
limlimlim

21

21

1

1
1

e

n

nn

n

n

c

c
c

n

nn
n

n
n

n

n

nn

n

n
n

n
n

=
+

++

+
=

+

++

+
==

∞→

+∞→

+

∞→∞→

 

În concluzie 

( )( )
.

4
,

1

12....21
,

...21
lim

1

TT

n
np

ppp

n epn

nnn

n

n 



+=



 +++++

+∞→
 

 
 Problema 2.1.2. Să se calculeze 

 .
1

ln,sin
1

lim
1

Tn

kn k

k
n

n 



 +∑

=∞→
 

 Soluţie:  
Vom folosi următoarea proprietate: "dacă  na   şi  nb   sunt 

şiruri de numere reale astfel încât  0
∞→

→
n

na   iar  nb   este 
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mărginit atunci  anbn
n→∞
→ 0". 

În cazul nostru considerând  
nna 1:=   iar  nbn sin:=   

observăm că  
.0sin

1
lim =

∞→
n

nn
 

Pentru cealălaltă limită se observă uşor că 
( )1ln

1
ln

1
+=+∑

=

n
k

kn

k
 

şi deci  

.
1

lnlim
1

∞=+∑
=∞→ k

kn

kn
 

În concluzie  

( ) .,0
1

ln,sin
1

lim
1

T
Tn

kn k

k
n

n
∞=



 +∑

=∞→
 

 

 
2.2. Limite de funcţii în  nR . Continuitate. 
Derivabilitate. 
  
Problema 2.2.1 Să se calculeze 

.
][

lim
x

x

x ∞→
 

 
 Soluţie:  
Se ştie că 

,][1 xxx ≤<−  
sau după împărţirea prin  0≠x   avem 

.
][1

x

x

x

x

x

x
≤<

−
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Trecând la limită în această ultimă inegalitate avem 

1lim
][

lim
1

lim1 =≤<
−

=
∞→∞→∞→ x

x

x

x

x

x

xxx
 

şi deci 

.1
][

lim =
∞→ x

x

x
 

 
 Problema 2.2.2. Calculaţi 

a)  ;,lim
sin

139
0

sin T

x
e

x
x

x
x 


 −−+
→   

b)  ;,1lim
1 T

x
e

x
x

xex 








 −∞→   

 Soluţie:  
a) Amplificând cu conjugata avem ( )( )( ) ( )

( ) ,
6

1

39

1
lim

39
lim

39

99
lim

39

3939
lim

39
lim

00

000

=
++

=
++

=

++

−+
=

++

++−+
=

−+

→→

→→→

xxx

x

xx

x

xx

xx

x

x

xx

xxx

 
respectiv utilizând regula lui L'Hospital 

.1
cos

cos
lim

sin

1
lim

sin

0

0

0
sin

0
==

−

→






→ x

xe

x

e x

x

x

x
 

Din rezultatele de mai sus avem  

.1,
6

1

sin

1
,

39
lim

sin

0

TTx

x x

e

x

x 


=



 −−+

→
 

 
b) Ca la punctul a) observăm că  
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( )
1lim

1

lim1lim
2

1

2

1

1

1

1

1

0
−=−=




 −
=


 −

∞→∞→

⋅∞

∞→
x

x

x
x

xx

xx

x

ee

ex  

respectiv că 

.limlim ∞== ∞→





∞
∞

∞→
x

x

x

x
e

x

e
 

Am probat că  

( ) .,1,1lim
1

T
Tx

x x

e
ex x ∞−=



 


 −

∞→
 

 
 Problema 2.2.3. Calculaţi  )1(f ′   pentru funcţia 

( ) .1;
ln 22 


 += − x

x

x
exf x  

 Soluţie:  
Avem 

( ) ( ) T
x x

x

xxx
exf 



 +−−=′ − 2,

ln1ln2
2

22
 

şi  ( )Tef 2,)1( 1−=′  rezultă prin înlocuirea lui  x   cu  1  în 
relaţia anterioară. 
 Problema 2.2.4. Fie  

. ,,,1 *
+∈∈








 += RNnn
n

A

T

n
n

n λλ
 

Să se determine parametrul real  λ   dacă punctul n
n

A
∞→

lim  

este la distanţa minimă de  ( )Te λ−,1   în  2R . 
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 Soluţie:  
Observăm că 

( ) ( )
1limlim

1lim1lim

1 ==
=


 +=+

+
∞→∞→

∞→∞→

n
n

n
n

n

nn
n

nn

n

e
n λ
λ

λλ λ
 

şi deci ( ) .1,lim
T

n
n

eA λ
=

∞→
 

Pe de altă parte distanţa de la punctul  ( )Te 1,λ   la punctul  

( )Te λ−,1   este  ( ) ( )22
11 −+− −λλ ee  iar problema revine la 

determinarea minimului funcţiei de o variabilă 
( ) .222 22 +−+−= −− λλλλλ eeeef  

Cum  

( ) λλλλλ −− +−−=′ eeeef 2222 22  
şi 

002222 22 =⇒=+−− −− λλλλλ eeee  
observăm uşor că  ( ) ( ) 00 =≥ ff λ   pentru orice  R∈λ . Nu ne 
rămâne decât să observăm că  

.0222min 22 =+−+− −−

∈

λλλλ
λ

eeee
R

 

 
 Problema 2.2.5. Studiaţi continuitatea funcţiei 

( )




==
≠+= +

.0 dacă 0

0 dacă 
,

22
22

yx

yx
yxf yx

xy

 

 Soluţie:  
Un calcul simplu arată că 

( ) ( ) ( ) 0,0lim0,lim0,0 ===
∞→∞→

n
n

n
n

yfxff  
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pentru orice şiruri de numere reale  0→nx   şi  0→ny  . Vom 

demostra că  f   nu este continuă în punctul  ( ) 20,0 R∈  . Într-
adevăr, dacă  

( ) ( )0,0,
∞→

→
n

nn yx  

pe direcţia  a   (în sensul  nn axy =   pentru orice  N∈n  ), 

atunci 
 

( ) .
1

1

lim,lim
22 +=




+
=

∞→∞→ a

a
yxf

n

n

n

n

x
y

x

y

n
nn

n
 

 
Ultima limită depinde de direcţia  a   şi deci criteriul lui Heine 
ne asigură că funcţia  f   este discontinuă în punctul  ( )0,0 . 
 Problema 2.2.6. Calculaţi 

( ) ( ) .lim
22

3

0,0, yx

x

yx +→
 

 
 Soluţie:  
Observăm că 

xx
yx

x
≤

+ 22

2
 

deoarece   
222 yxx +≤  

şi deci trecând la limită obţinem  

( ) ( ) ,0lim
22

3

0,0,
=

+→ yx

x

yx
  

adică ceea ce trebuia să aflăm. 
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2.3. Extremele funcţiilor de mai multe variabile. 
  

Problema 2.3.1. Fie  RR →2:f   definită prin   
 

( ) ( )yxxyyxf −−= 1,  . 
 
Se cere 

a) Să se calculeze 
 

( ) ( ) ( )
;lim

,
1,0, x

yxf
yx →  

 
b) Să se calculeze hessiana  fH   în punctul  

( ) ;1,2 2R∈− T   

c) Să se determine extremele funcţiei  f  . 
 Soluţie:  
a) Avem 
 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) .01lim

1
lim

,
lim

1,0,

1,0,1,0,

=−−=

−−
=

→

→→

yxy

x

yxxy

x

yxf

yx

yxyx  

 
b) Prin definiţie hessiana  fH   este 

 

.

2

22

2

2

2














=

∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

y

f
xy
f

yx
f

x

f

fH  

Calculăm derivatele parţiale de ordinul întâi. Pentru început 
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observăm că 
( )( ) ( )
( )( ) ( ).121

;121

−+−=−−
∂
∂

−+−=−−
∂
∂

yxxyxxy
y

yxyyxxy
x

 

Suntem în măsură să calculăm derivatele parţiale de ordinul 
doi: 

.221 şi 221

2 şi 2

22

2

2

2

2

yx
xy

f
yx

yx

f

x
y

f
y

x

f

−−=∂∂
∂−−=∂∂

∂

−=∂
∂−=∂

∂
 

Atunci 

( ) .
41

12
1,2 




−

−=− T
fH  

c) Determinăm punctele critice 

( )( ) ( )
( )( ) ( )

( )
( )


=−+−
=−+−⇔





−+−=−−
−+−=−−

∂
∂
∂
∂

.012

012

.121

121

yxx

yxy

yxxyxxy

yxyyxxy

y

x  

Rezolvând sistemul obţinem următoarele puncte critice: 
Cazul 1.  0== yx  ; Caz 2.  0=x   şi  1=y  ; Caz 3.  1=x   şi  

0=y  ; Caz 4.  3/1== yx  . Rămâne să cercetăm care din 
aceste puncte critice sunt puncte de extrem. 
Cazul 2. Pentru  0== yx   avem  





=




01

10

3

1
,

3

1
fH  

şi deci  ( )0,0   nu este punct de extrem. 
O discuţie asemănătoare se face pentru Cazul 2 şi Cazul 3. 
Cazul 4. Pentru  3/1== yx   avem 
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.
3

1
,

3

1

3
2

3
1

3
1

3
2







−−
−−=




fH  

Deoarece  

0
3

1

9

1

9

4

0
3

2

3
2

3
1

3
1

3
2

2

1

>=−=
−−
−−

=∆

<−=∆

 

obţinem că  3/1== yx   este punct de maxim. 
 Problema 2.3.2. Să se determine extremele funcţiei  

RR →2:f   definită prin 

( ) .23, 33 +−+= xyyxyxf  
 Soluţie:  
Determinăm punctele critice: 


 =−

=−⇔




=
=

∂
∂
∂
∂

033

033

0

0

2

2

xy

yx

y
f
x
f

 

sistem din care se obţine  ( )( ) 0110 24 =++−⇔=− yyyyyy   
şi deci  

.11

00

22

11

=⇒=

=⇒=

xy

xy
 

Am obţinut punctele critice:  ( ) ( )0,0, 11 =yx   şi  ( ) ( )1,1, 11 =yx . 
Observăm că  

.
63

36





−

−=
y

x
H f  

Cercetăm care din punctele critice determinate este punct de 
extrem. Pentru  ( )0,0fH   obţinem  01 =∆   fapt ce probează 
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că  ( )0,0   nu este punct de extrem. Pentru  ( )1,1fH   obţinem 

027
63

36
 ,06 21 >=

−
−

=∆>=∆  

relaţii ce arată că  1,1   este punct de minim local. 
 Problema 2.3.3. Să se determine extremele funcţiei  

( ) 333,, zyxzyxf ++=  

cu legătura  3222 =++ zyx   pentru orice  0,, >zyx . 
 Soluţie:  
Considerăm funcţia lui Lagrange  

( ) ( )3,, 222333 −+++++= zyxzyxzyxF λλ  

şi determinăm punctele critice ale acesteia  
 

( )
( )
( )
( ) 




=−++
=+
=+
=+

⇔











=
=
=
=

∂
∂
∂
∂
∂
∂
∂
∂

.03

023

023

023

0,,

0,,

0,,

0,,

222

2

2

2

zyx

zz

yy

xx

zyxF

zyxF

zyxF

zyxF

z

y

x

λ
λ
λ

λλ

λ

λ

λ

 

 

Rezolvând sistemul obţinem  
2
3−

=λ   şi  1=== zyx  . 

Stabilim dacă punctul determinat este de extrem. Pentru 
aceasta calculăm hessiana lui  F   
 

( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )


















=

∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

zyxzyxzyx

zyxzyxzyx

zyxzyxzyx

zyxH

z

F

yz

F

xz

F

zy

F

y

F

xy

F

zx

F

yx

F

x

F

F

,,,,,,

,,,,,,

,,,,,,

,,

2

222

2

2

22

22

2

2

λλλ

λλλ

λλλ

λ  
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şi obţinem 

( ) .

2600

0260

0026

,,











+
+

+
=

λ
λ

λ

λ
z

y

x

zyxH F  

Înlocuind  
2
3−

=λ   şi  1=== zyx   avem 

( ) .

300

030

003

1,1,1
2
3 










=

−
FH  

Deoarece  

027

300

030

003

 ,09
30

03
 ,03 221 >==∆>==∆>=∆  

rezultă că  ( )1,1,1   este punct de minim local. 

 
2.4. Probleme propuse. 
 
 Problema 2.4.1. Să se determine punctele de extrem local ale 
funcţiilor 

( ) ( )
( ) ( ).3,, ,:

, ,:

3333
2

2
1

22

zxyzyxzyxff

eyxyxff yx

+−++=→

+=→ −−

RR

RR
 

 
 Problema 2.4.2. Să se determine punctele de extrem ale 

funcţiei  RR →2:f   

( )
43

,
yx

yxf +=  

condiţionate de relaţia  122 =+ yx  . 
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