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Matematici aplicate Th economie

Prefaa
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Capitolul 1.
Elemente de algebi liniar a

Dupid parcurgerea acestui capitol ne propunem ca
studenmii si poat efectua opeta cu elemente dinR",

determine coordonatele unui element dil’ intr-o baa,
aplice metoda pivotului, utilizeze algoritmul Gram#arschmit,
determine vectorigi valorile proprii ale unui operator liniar,
determine nucleugi imaginea unui operator liniar, determine
forma canonig a unei fungonale ftratice.

1.1. Multimea R". Produs scalar in R". Norma
euclidiana. Distanta in R". Elemente ortogonale in
R".

Problema 1.1.1.Si se determine «,f R astfel incat
Ba-)' = (328",

Solutie:

Din egalitatea a dduelemente dinR> oktinem «o=2 i

f=-1.

Problema 1.1.2.S7 se determinea, 3,7 € R astfel incat

—-a+p+y 1
a-pF+y |=|2]
a+p-y 3

4
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Solutie:

Datele problemei conduc la sistemul
—a+pf+y=1
a-p+y=2
a+pf-y=3

Ccu soludia
11 1
2 1 1

_ 131 1 _10_5
=121 1] a2
1 -1 1
1 1 -
11 1
2 1
3 -
'B_—l 1 1 =2
1 -1 1
1 1 -
-1 1 1
1 -1 2
1 1 3
YTia 1 o1 2
1 -1 1
1 1 -

Problema 1.1.3.1n spaiul R* se consider elementele
x=(-3,1,2-1)", y=2,-1,4,3", z=(-1,2-3,-5" .
(a) Si se scrie vectorit X,—y,—-z;
(b) Si se calculezex+y,x—z,X+y+2,X—y+2
(c) Si se calculeze2x,-3y,4z
(d) St se calculeze4x+3y,3x—2z,5x— 4y + 3z
5
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Solutie:
a) Obser¥m ca

-x=3,-1,-2,)",y=(2,1-4,-3)",-z=(1,-2,3,9".

b) Calcule simple conduc la

X+y=(-3+21-12+4-1+3)" =(- 1,0,6,2);
X—z=(-3+1-1-2-2+31+5" =(-2-316)";
X+y+z=(-3+2-11-1+ 2,2+4—3,—1+3—5)T
=(-223-3)";

X—-y+z=(-3-2-11+1+ 2,2+4—3,—1—3—5)T
= (-6,4-5-9)T.

c) Raionamente similare punctelor @) implica
2x=2(-312-1)" =(-6,24,-2)":
~3y=-32-143" =(-63-12-9";
4z7=4(-12,-3-5)" =(-48-12-20).

d) Olinem

4x+3y=(~61205)":
3x-2z=(-7-112,7)";
5x—4y+3z=(-2615-15-32)T.

Problemal.1.4.Si se determinex, 8,7 € R astfel incat

a (1) +4A-10)" +7 @00)" = (3-12)".

Solutie: Relaia din enupse mai scrie

(a+pB+y.a-pa) =@-127,
indeplinita dac
a+pf+y=3
a-pF=-1
a=2
sistemcusolla a=2=3 si y=-2.
6
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Problema1.1.5.n spaiul R® se consider elementele
x=@0-23" y=(-214T,z=01-29)".
a) Si se calculeze(x, y),(x, 2),(y, 2);
b) Si se calculezeq|y].|4.[x+ y- 7

C)Si se determine elementul = (a,,B,;/)T e R® astfel

incat @ fie indeplinite simultan condiie:
(x,u)=0,(y,u)=0,(z,u) =1.

Solutie:
a) Avem

(%,y)=1(-2)+(-2)-1+3-4=8,
(%,2)=1-1+(-2)-(-2) +3-9=32
(y,2)=(-2)-1+1-(-2) +4-9=32

b) Obserim c

14 =12 +(-2)2 + 32 =14;
Iy = (-2)2 +12 + 4% =21
12 =12+ (-2)% + 9% =86,

-2

Ix+y-7= { 1} :\/(—2)2+12+(—2)2 =J9=3

-2
c) Condiiile ce trebuiesc indeplinite se transfarastfel:
(xuy=0 (a-2B+3y=0
<y,u>0<:>{2a+,8+4;/0
(zuy=1 |a-2B+9=1

7
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de unde deducenic

Problema 1.1.6.57 se determinex € R astfel incat

3
-2
i
(04
1

Solutie:
Relaia din enupndevine

\/32 +(—2)2 +a? +1%2 =14,

care conduce la ectia a?=0 cu solgia « =0.

8
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Problema 1.1.7.S7 se arate & in R™ sunt adevarate
urmatoarele afirmai:

a) (x')T =

b) (x+y)" =x" +yT;

¢) )T = ax";

d xTy=y'x

e) xT(y+ z):xTy+xTz;

pentru orice x,y,ze R™ siorice 1R .

Solutie:
Fie
% Y1 4
X=X |, Yy=|Y2|siz=|2
X3 Y3 Z3
apatinand lui R™.
a)
-
X1 ! X
T\T T .
(X)) =|| % =(x X x3) =% |=X
X3 X3
b)

X+ = % [+ y2 || =|%o+y2| =
X3 Y3 X3tYs3

X1 Y1 } X1+Y1
(X1+Y1’X2+YZ’X3+Y3) X1,X2 X3 +(Y1 Y2,Y3) = x" +y ;
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C)
Xl i ﬂXl T
(ﬂX)T = A X2 = ﬂXZ =
X3 ﬂX3
(Axg, A%, A%g) = A(Xq, X0, Xg) = AX"
d)
-
% Y1 Y1
T, _ _ _
X y=1X1||Y2 —(Xl %) X3) Y2 |=
X3) \Y3 Y3
=X Y1+ XoY2 +X3Y3 = Y1Xq + YoXo + Y3X3
X1
_ T
=1 Y2 ¥3)|%|=Y X
X3
e)
-
X1 Y1 4}
X' (y+2)=| % Y2 |+ 22
X3 Y3 Z3
nt+t4
:(Xl X2 X3) Yo+ 23
Y3+ 23

=% (Y1 +29) +Xo(y2 + 22) + X3(y3 + Z3)
=X1Y1 T X149 + XoY2 + XpZp + X3Y3 + X373
= lel + X2y2 + X3y3 + xlzl + X222 + X3Z3 = XT Y+ XTZ

10
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Problema 1.1.8.
(a) Si se scrie cu ajutorul coordonatelor inegalitatea

lui Cauchy-Schwarz TiR™;

(b) Daai aq,a0 € R sunt astfel Tncatozl2 +a§ =1,

atunci g se arate &

o +aaBo| < BE+ B3

pentru orice f;, o € R;

(c) Daci  og,09,01,02R  sunt astfel incat
alz +a§ = ,812 +,822 =1 atunci & se arate @&
o1y + B <1,

(d) Daci aq,a5,p1,P2 € R sunt astfel incat
a1 f+asf, =1, atunci & se arate &

(af + a%)(ﬂf v ,822)2 1.
Solutie:
a) Fie
o2 B
«| %2 Gy= B
Om Bm

elemente dinR™. Inegalitatea lui Cauchy-Schwarz iR™

este
(O3 < 4l

Tn coordonate, este echivalgmiu

o By + oo + ..t B S\/a12+a§+...+ar2n\/ﬂ12 +ﬂ22+...+ﬂr%;

11
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~

b) De la punctul a) obseim ci inegalitatea lui Cauchy-
Schwarz inR? scrigi cu ajutorul coordonatelor este

2 2 (.2, o2
|0!1,31+0!2,32|S\/0!1 +aj \/ﬂl + 55 .

Inlocuind Tn aceastinegalitate alz + a22 =1 olrinem ceea ce

trebuia demonstrat.
c) Se inlocuigte

2. 2 _p2 52
af +ay =pi +p5 =1

n inegalitatea lui Cauchy-Schwarz pentr[EE2 si obtinem
concluzia;
d) Analog ca b}i c), In sensul £ se scrie inegalitatea lui

Cauchy-Schwarz MR? si se folosete faptul @
O[lﬂl + 0[2,82 =1
Problemal.1.9.
(a) Cu ajutorul coordonatelordsse scrie inegalitatea

lui Minkowski Tn R™:
(b) Daci aq,a, 1,02 € R sunt astfel incat
a1 +ap =P+ Pr =1
atunci & se arate &
\/alz+a22 +\/,812+,822 2\/5;
(c) Daai oq,a5,01, P2 € R sunt astfel incat
2 2 2 2
af +ay=pf +p5=1
atunci & se arate &

(O[1+O[2)2 +(ﬂ1+ﬂ2)2 <4

12
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Solutie:
a) Fie
o2 B
(04
x=| %2 | g y-= B
m Bm

elemente dinR™. Inegalitatea lui Minkowski inR™ este

[+ v <[+ v

care cu ajutorul coordonatelor se transfbfm

Vo + B2+ ..ot (ot )2 <A 0B+ B+ 02y ) Rt Bt [

b) Pentru R? inegalitatea lui Cauchy-Schwarz sé&risu
ajutorul coordonatelor este

2 2 2, 2 2 p2
\/(0!1+,31) +(az+ B2) S\/051 +org +\/ﬂ1 +p5.
Inlocuind in aceastinegalitate

aptap=p+pr=1
ohtinem ceea ce trebuia demonstrat.

c) Se inlocuigte a12+a22 :,812+,822 =1 in inegalitatea lui

Minkowski pentru R? si se ohine concluzia.

Problema 1.1.10.Si se determine o <R  astfel incat
elemenetele x = (],3,0:)T siy= (2,—],3)T din spaiul R3
si fie ortogonale. Cu o« astfel determinat,dsse calculeze
cosx.y) .

Solutie

Punem condia (x,y)=0 siobtinem

2—3+3a=0:>0(:%.
13
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Deoarece

Xy _
SO = Ty # = 0

avem €ogX,y) = 0,

Problema1.1.111n R? se consider mukimea
A={a.p)T cR%a-3p=0|

si elementul x= (],—3)T cR? .

a) Sise arated x L A b) Sise determineA™ .

Solutie:
a) Deoarece

(xy)=0=a-38=0Yy=(a,p) cA
deducemz x 1 A
b) Se stie At = {XE R2|xL y,Vy € A}. Fie
x:(xl,xz)T e R? si y:(a,ﬂ)T € A . Condiia x 1Y,
Vye A  este echivaleit cu (xy)=0VvyeA adic
X +X,f=0. Pe de alt parte, din yeA avem

a—-30 =0& o =34 relaie care conduce |&888% + X2 =0.
Facand in aceastelaie abstrage de f oltinem

AJ_ ={( X1, X2) € R2|3X1+ X2 =0}
Problema1.1.121n R® se consider mukimea
A= {(a,ﬁ,;/)T e]Rs;a—,BJrZ;/:O}
si elementulx = (1,-1,-1)7 € R®
a) Si se determine dau elemente ortogonale ale
mubimii A\ {6};
b) Sise arated x 1 A

C) Si se determineA™ .
14
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Solutie
a) Se dau valori la daudintre variabile (nu ambele nule), se

ohtin spre exemplua= (J,J,O)T si b=(-111);
b) Deoarece
<x,y> =0 a-L+2y=0,vy= (a,,B,y/)T cA
deducemz x 1 A
c) Sestie &

At = {XE ]R3|XJ_ y, Yy e A}

Fie X:(X]_,X2,X3)T eR® sl y= (a,,B,;/)T € A . Condiia

xLly, VyeA este echivaletitcu (x,y)=0, VyeA

adiaa xa+Xy6+ X3y =0 . Pe de aliparte, dinye A avem
a-pP+2r=0a=0-2y

relatie care conduce laq (S —-2y) + X8+ xgy = 0.

Facand in aceastelaie abstrage de § si y oliinem

i
AL ={a(B-27) + X3 + X7 = X, %o, Xg € R}
Problema 1.1.13.a) (Teorema lui Pitagora in R™) Daai
x,ye R™M {g}, atunci & se arate &8 x_Ly dacisi numai

daai
2 2 2
[+ 917 = X"+ v

b) Daai Xq,Xy, ... , Xy € R™ sunt elemente ortogonale dou
cate dou, atunci @ se arate &:

[xq +..t xm||2 = ||x1||2 ot ||xm||2.
15
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Solutie:
a) Avem

[x+y1® = (e yoxr ) = (%, 0) +{0y) +{.0) +{v.y)

2 2
="+ 200 y) +[y]"
< Daa x Ly atunci(x,y)=0 si deci|x+ y||2 :||><1|2+||y||2
> Relaia [x+ Y| =[x|* +|y|* impreus cu
2 2 2
[+ 917 =X+ 20, v) + [

conduce la2(x, y) = 0, relaie care demonstreazd x Ly .

b) Analog.
Problema 1.1.14a) Daai

L

sunt elemente din sga RS, atunci & se calculeze
d(x,y), d(x2), d(y, 2.

b) Daai
0 1 1
it
1 1 0

sunt elemente din spal R3, atunci & se determine
mukimea U a elementelor

o
u=|pg eRS
Y

pentru care avermd(x,u) =d(y,u)=d(z,u)=1.
16
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Solutie:
a)
1) (-2 3
d(x y)=x-y|=|| -3|-| 5 |=|| -8 =\/32+(—8)2+52 -.J/o8
2 ) (-3 5
1) (4 -3
d(x.2)=[x-7= [3}[2} - [1} 324 ()24 ()% =11,
2 3 -1
_2) (4 |-6
d(y.2)=[y-7= [ S }[2} = [ 7} =\/(—6)2+72+(—6)2 -11
3/ (3] |l-6

b) Relaia d(x,u)=d(y,u)=d(z,u)=1 este echivaleatcu
sistemul
(-a)?+ (- B+ (1-7)* =1
(-a)*+(-p)°+@-7)° =1
(-a)*+ - B)*+(-»)°=1
Inmultind prima ecuge a sistemulu§i adunand-o la a doua
ohtinem
(-a)? -1~ B> +(-p)*~(-a)* =0
l-a-1+p8)l-a+1-f)+(f-a)(f+a) =0
B-a)2-a-pf+a+B)=0=2(f-a)=0=>
B=a,
Cu un raionament analog eimem f=y. Astfel &
a = [ =y, relgie care conduce la
a?+1-a)’+1-a)’ =1
3% - 4o +1=0=

_ 4441612 _ 442
B 6 6

0[12
17
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Am ohtinut

Problema1.1.15.Fie AcR™ o mulime nevid.
a) Si se arate ddaei x< A atunci d(x, A) =0;
b) Si se giseasd un exemplu de mirhe nevid
AcR™ pentru care avend(x, A) =0, dar xg A.

Solutie:
a) Deoarece

d(x,A) =infycalx-y| si [x—y[=0
deducemz d(x, A) =0;
b) Daa
A={l+alaeR}cR si x=-1
atunci se obse#wvca sunt indeplinite ipotezele cerute.
Problema 1.1.16Fie AcR™ o mufime nevid si xe R™.

a) Daai Ac B, atunci & se arate &
d(x, A) > d(x, B).
Solutie:

Avem
d(x, A) = d(x,B) & inf yc o|X— y| = inf ,cgx— 7.

Tindnd contg B=(B\ A)u A avem

int]x_d| - [aceab 2l daBinty oy ax-2] <infy, i x2]
ZEQ infzzepﬂX— ZZH daEIanleB\AHX_ 21H > infzzepﬂx_ ZZH ’

deci inf ye o|X— ¥ = inf ,cg|x— 7 .

18
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Problema1.1.17.n spaiul R? se consider mukimea

T

Si se calculezed(4, A) .

Solutie:
Scriem

d(0,A) =inf yc Al - y| =inf yepnJa? + p2 =
inf erya® + (-a)? =intcpV20? 20 +1= 1

Problema1.1.18Conside&im urmatoarele submimi ale lui

T e

Sise arated A+B=R? .
Solutie: Prin definie  A+B={x+YxeAsiyeB}. Cum

(04
X+y este un element de forma[ﬂ] deducem &

A+B=R? .

Problema 1.1.19.Fie xeR™\ {6} un element dafi fie
A ={-x60,%. Si se arate & existi A,uc R astfel incét
incluziunea (1 + ) Ac AA+ 1A este striql.

Solutie: Se obseryvca pentru A =1 si ¢ =-1 incluziunea

este stricl.
Problema 1.1.20. Fie A si B submulimi nevide ale lui

R™. Si se arate &:
a) d(x,A) =d(-x—A) oricare arfi xeR™;
b) d(x, A+ B) < d(x, A) +d(x,B) oricare ar fi xeR™.
19
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Solutie:
a) Avem

d(x, A) =inf yc a|x— Y| =inf yc o= x—(-y)| =
inf_ye al—x—(=y)| = d(-x—A).
b) Rezult din regula paralelogramului.

1.2. Segmente inR". Dreapta in R". Planul in
R3. Subspaii liniare. Variet iti liniare.

Problema 1.2.11n spaiul R® se consider elementele

-1 4
x=| 3 |siy=|-1|
2 3

a) Si se determine lungimea segmentullyj y];

b) Si se determine care din urmatoarele puncte @par
segmentului[x,y] si care nu apatin acestui segment:

2 1
3 3 1
z=|2u=|2|v=| 2]
7 9
S

c) Si se determine mijlocul segmentullx, y};
d) Si se determine elementwl [X,y] care imparte

segmentul[x,y] Tn raportul %.
Solutie: a) Lungimea segmentullix, y] este prin definie

~1) (4
d(x,y)=|x-y|= [3}[1} =\/(_5)2+42+(_1)2 _ Ja2

2 3

20
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b) Conform teorieize[X,y] dad exisk « <[01] astfel
incat z= (1-@)x+ay, relaie echivalent cu

-1 4
=(l-a) 3 |+a -1|<

2 3

-11-a)+4x
= -a)-a |&
20-a)+3x

—-1+5a
=| 3-4a |>a=1¢[0]]
2+a

wiNwloTwiN wiNwlonwiN wiNwlorwin

uelxy] daa exist a €[0]] astfel incat
u=(1-a)x+ay, relaie echivalert cu
3 -1+5a
2|=| 3-4
5 2+«
si deci ug[x,y]
uelxy] daa exist a €[0]] astfel incat
u=(1-a)x+ay, relaie echivalert cu
—1+5a
=| 3-4a :>azzlle[0,1].
2+«

Ao N A

21
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Vi
c) Unpunctw=| vy | e R3 este mijlocul segmentuluix, y],
V3

~

dad:
we[x Y]
d(v,x)=d(v,y)
relgii echivalente cu

exisi « € [0]] astfelincatv= —a)x+ay,
V12 (3v) 2 +(2-v5)? =y(8-v)? +(-1-v,) +(3-v5)

Din prima relaie deducemz«

Vi =-1+5x

Vo =3-4a

V3 =2+«
care inlocuite in a doua raaca

(52)? + (4 )? + (a)? = (5-5)? + (4— 4t )? + (1- )?
iar dupi efectuarea calculelor imptic
8o =42= a = %

Deci
v=-1+52=3
Vp=3-4-5=1.
V3=2+3=2.
d) Fie
W
W=|W eR3
W3
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Condtia din enunse scrie
{existé a € [01] astfelincatw = (1- &)X+ ay

dw,X) _ 4
d(w,y) 5°
Din prima relaie deducemz«
W =—-1+5a
Wo =3-4x
W =2+«

care inlocuite in a doua raaca
V()2 + (4 + ()P =2(5-50)% + (4~ 4)? + (1~ r)?
(50)” — 4~ 2)? = 0= (B 4+ 4 )(Ber + 4~ 4) = 0= r = 2.

Deci

Problema 1.2.2In R? se consider elementele

SR

Si se determine mtiinea Ac R? a punctelor egal departate
de capetele segmentul(i, y].
Solutie:

Fie a:g]e A. Din ipotez trebuie ca d(x,a)=d(y,a)

relgie echivalent cu
JC-0)2+1-p2 =B-0)2+2-p% satp=4
23
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Am ohtinut

fgsed

R _ 1 .
Problema 1.2.31n R? se consider punctul a:£ 2] si

-2 . N .
vectorul V:L 3]. Si se scrie ecudle parametrice si

ecuaiile canonice ale drepteiA ce trece prin punctula i
are vectorul directorv.
Solutie:
Ecuaiile parametrice ale dreptei sunt
¢1=1-2y ,
52 =-2+ 37/,
Ecuaiile canonice ale dreptei sunt
a-1_c+2
2 3

ceR.

N _ AT
Problema 1.2.41n R? se consider punctul a:£8] si

-3 . N . . N
bz( J. Si se scrie ecudle parametrice si ecuaiile

canonice ale drepteiA determinate de punctela si b.
Solutie:
Ecuaiile parametrice ale dreptei sunt

=2+6
{51 /4 yeR.

£y=-3-2y

Ecuaiile canonice ale dreptei sunt
€172 _¢2+3
6 -2
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Problema 1.2.5In R® se considef punctul

-1 2 -2
a=| 2 |,b=|1|sivectoruv=| 4 |
-3 4 -5

a) Si se scrie ecudle parametrice si ecuaille
canonice ale dreptei A ce trece prin punctul a si are
vectorul director v;

b) Si se scrie ecudle parametrice si ecudiile
canonice ale dreptei ce trece prin punctede si b.

Solutie

a) Ecuaile parametrice ale dreptei sunt
§=-1-2y
Er =244y ,yeR.
g3 =-3-5y

Ecuaiile canonice ale dreptei sunt
G+l _&-2 £3+3

-2 4 -5
b) Ecuaiile parametrice ale dreptei sunt
¢1=-1+3y
Eo=2-y ,yelR
§3=—3+7y

Ecuaiile canonice ale dreptei sunt
G+l _&-2 &3+3
3 -1 7
Problema 1.2.6S7 se arate & mukimea

S= {(xl, x2,...,xm_1)T‘xi eR,i elm——l}

este subspa in R™.
Solutie: Aratam ¢
VA UER, X,yeS= X+ 1y S.
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Daa
% Y1
X
X = 2 §iy= Y2
Xm-1 Ym-1
sunt elemente dirS atunci
AXq + 1t
AXo +
AX+ 1y = 27T 2 eS.

AXm-1 + Y m-1

Problema 1.2.7.Daci S este mulmea punctelor de pe o
dreapti din R? care comne punctul 6 R?, atunci & se

arate ¢i S este subspa in R?
Solutie:
Aratam ca
VA UER, X,yeS= X+ 1y S.
unde

S

{[fljpgl +fér=0Va,fe R}.
&2

Intr-adevir, dac x:flj si y:LmJ sunt elemente dirs
2 m
atunci
A&+
/1x+uy:£ & um]es,
A& + ump

deoarece Aaé&y+APE> =0 si uang+ uPfno, =0 implica

a(Aéy+um)+ B(AEy +unp) =0 .
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Problema 1.2.8.Daci S este mulmea punctelor de pe o
dreapti din R3 care comne punctul 6eR?3 | atunci & se
arate ¢i S este subspa in RS .

Solutie:
Aratam c
VA UER, X,yeS= X+ 1y S.
unde
&1
S=1| & |laéy+ BEp +¥E3=0Va, B,y €R}.
$3
Intr-adevir, dad
& m
X=1& [siy=|m2
¢3 n3
sunt elemente dinS atunci
AG1+ um
AX+ 1y =| Ao+ uny | €S,
AL3+ un3
deoarece
{zafl + APEy + Ayéz =0
pany + pPng + pynz =0
implica

a(A&y+um) + B(ASo + unp) + y(A&3+ unz) = 0.

Problema 1.2.9.Daci xeR™\ {4} este un element fixat,
atunci @ se arate & mukimea S:{axja € R} este subspa
in RM,
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Solutie:
Arataima VA, ueR, y,ze S= Ay+ uze S.
Intr-adevir, dad

= ax
{y 1,x1,xze]Rmsiae]R.
Z= 0[X2
sunt dod elemente dinS atunci
Ay + 1z = Aovkq + oo = a(Axq + Xy ) € S
deoareceAx; + uxp e R™
Problema 1.2.10In R3 se consider mukimile:

5 = tél 0.5) <RI 163 o)
S = {é1.62.83)" €R |§1 Er+2£3=0
a)Sisearated S si S, suntsubspd in R3;
b) Si se determineS; N S,.
Solutie: a) Araitam & VA, ueR, X,ye § = X+ wy € .
Intr-adevir, dac
1 m
X=|&2|siy=|m2
3 73
sunt elemente dirS atunci
A&y + um
AX+py =| Ao+ uny | €S,
ALz + un3
deoarece

{2/151 —3AE, +44E3=0
2pumy —3ump +4unz =0
implicd 2(A&y + umy) — 3(A&p + ump) + M Az + unz) = 0.
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Analog se demonstreaza S, este subspia n R3.

b) S NS, este muimea x=(£,&5,85)" din R® ale
caror coordonate satisfac sistemul

{251—352 +£3=0

&1-&r+2853=0.
Matricea acestui sistem este
2 -3 1
A= )
1 -1 2

Un minor de ordinul2 nenul este

23
C Tl

deci rang A=2< nunirul necunoscutelor, ceea ce
demonstrearzca sistemul este compatibil simplu nedeterminat
in care ¢&;,£, sunt necunoscute principale iagz este

necunoscut secunda.
Notam &3 prin « . Sistemul devine
{251—352 =-a
S1-&2 =2

MO, =

cu soluiile
§1=-5% § {H=-3.

Am oltinut x = (-5¢,—3a,a)" =a(-5-31)", astfel &
S NS = (-5-3)T|w e R
Problema 1.2.111n R? se consider mukimile

S ={,0) € R2,zcR}S, = {0.5) cR2 peR]
a) Si se arate 8 S si Sy, sunt subspa
complementare;
b) Sise arate 8 S, U S, nu este subspa in R?
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Solutie:
a) Deoarece § S, ={F}, rezulb ca S, Sy, sunt

sumanzi direg, in plus S ®S,=R™. Ultima relaie ne
spune g S si S, sunt subspgacomplementare.

b) Obseram i 1,0)7,(01)" e US, dar
1,0)" +(0)"T =(1)" ¢S,US,,  ori aceasta spuneic
S uUS, nu este subspa in R? .

Problema 1.2.12In R® se consider mukimile

S = {(51152153)T e RY28 ~ 35, + 45 = O}
S, ={(51,52,53)T eR%—;—i—é}-

3~ 4

Sisearated S si Sy sunt subspé complementare. Mai

mult, 7 se arate & Sf =S .
Solutie:
S NS, este myimea x= (51,52,53)T din R ale caror
coordonate satisfac sistemul
25, -3¥5+43=0
X1+25, =0
45-253=0
45, +33=0
Matricea acestui sistem este
2 -3 1
A 3 2 O
4 0 -2
0O 4 3
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Un minor de ordinul3 nenul este

2 -3 1
MO,=[3 2 0|=-34
4 0 -

deci rang A=3= nunarul necunoscutelor, ceea ce prolieaz

ca sistemul este compatibil determinat. Rexult
51252253:O.Am afitat a S_I_mSZ ={4} , deci S_I_ si
S, sunt subspa complementare.

Demonstim ¢ S; =S . Pentru aceasta obs&m ci

261 -3, +4£53=0 este un sistem omogen dublu
nedeterminat, astfels; este necunoscuta principaar &,
&3 necunoscutele secundare. Deoarég&% si
é 352_453 3 -4
1 2 2 2
=] & |=& 1|+4&3 0
&3 &3 0 1
obtinem
3 =4
2 2
S1=4&p 1| +&3 0 |[62.63e R} =
0 1
3\ (-4
2 2
Sps| 14, O
0 1
Segtie

S_I_J':{XER3|XJ_ y,VyeSl}
Fie x:(xl,xz,x3)TeR3 si  ye§. Condiia x.Llvy,
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VyeS, este echivaleitcu (x,y)=0, VyeS;. Oltinem
{% Y1+Yy2=0
—2y1+y3=0

sistem echivalent cué—i—é. Am demonstrat T

2 -3 4
1
S =2
Problema 1.2.13Daci ScR™ este subspa atunci  se
arate @i
St={xeRMx LS
este subspa al lui R™.
Solutie:
Aratam c
VYA, ueR, X, ye st = X+ 1y e st

intr-adevr, dac x,ye St atunci

(x,2)=0vzeS [(1x,2)=0vzeS
(y,2)=0,Vze s (y,2)=0,vze S

relatii care conduc la(Ax+y,2) =0, Vze S. Ultima relaie

implica AX+ uy e st .
Problema 1.2.14Se considet sistemul

o — otz = 0
0[1+20[2 —30(3 =0
Si se arate & subspaul S al soluiilor sistemului este o

dreapti in R3. Si se scrie ecudle parametrice ale acestei
drepte.
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Solutie: Matricea sistemului este
1 -1 1
A= )
1 2 -3
Un minor principal este
1 _
MO, = =3
©2 1 21‘

deci rang A=2< numarul necunoscutelor, ceea ce
probeaz ci sistemul este compatibil simplu nedeterminat.
Consideim «3 necunoscuta secundai o no@m prin a.
Sistemul devine

o — oy =-4a

0[1+20[2 =3a
cusolyia ay=%a, ap=2 . Am demonstrat o5 =1a,
an :%,0@ =a, ori aceasta ne spuné soluiile sistemului

reprezini o dreapt ce trece prin punctul (0,0,0)T si are

. \T .. .
vectorul director v:%,%,l) . Ecuaiile parametrice ale

acestei drepte sunt
a=37
E2=%7
$3=7.
Problema 1.2.15Se consider sistemul
o —2a9—a3=0
200 — 4oy — 2003 =0
30 —6ap —3x3=0
Si se arate & subspaul S al soluiilor sistemului este un

plan in R3 . Si se scrie ecu@ generadi a acestui plan.
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Solutie:
Matricea sistemului este
1 -2 -1
A=|2 -4 -2|
3 -6 -3

Se obser¥ ca determinantuki toti minorii de ordinul 2 ai
acestei matrici sunt nuli. Din acest motiv sistenasgte

compatibil dublu nedeterminat. Fie; necunoscuta princigal
ilar o5,a3 necunoscute secundare. Mot oy, a3 prin a
respectiv b. Avem o4 =2a+c. Deoarece sofile acestui
sistem sunt de fapt soile ecuaiei oq-20p-a3=0
deducem & spaiul soluiilor sistemului este un plan. Eaim
planului este&; —2&, -3 = Q
Problema 1.2.16 Se consider sistemul
o1 — 30(2 +tag= 1
{051—0[24-0[3:—2
Si se arate & varietatea liniati V  al soluiilor sistemului,
reprezinti o dreap#i in R3 . Si se scrie ecudle parametrice
ale acestei dreptgl si se determine subsgal director al lui
V.
Solutie:
Matricea sistemului este
[1 -3 1]
A= :
1 -1 -
Un minor principal este
MOy =[ =2
h
deci rang A=2= rangul matricei extinse ceea ce spule c
sistemul este compatibil simplu nedeterminat. Giesm o3
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necunoscuta secundagi o noam prin a. Sistemul devine

a1—3a2 =1l-a
o —Qp= -2—-a
cu soluia alz—a—%, an :—%. Am demonstrat €
o = —a—%, ap = —g,a3 =a, Ori aceasta arafca soluiile
sistemului reprezidt o dreapi ce trece prin punctul
7_3

~2-2.00" siare vectorul directorv= (- 1,01)" . Ecuaiile

parametrice ale acestei drepte sunt

512—%—7
__3

52_ 2

E3=17.

Subspéul director al lui V. este S={k(- 101" ke R} .

1.3. Combindii liniare. Elemente liniar
dependente. Elemente liniar independente. Baze.
Transformari de coordonate.

~

Problema 1.3.1. In R3 se consider elementele
=219 x=(-3-13 ", x3=(-121)" si
X= (36,—4)T. Si se arate & elementul x este o combinge
liniara a elementelorxy, Xo, X3 .

Solutie: x este o combine liniara a elementelorxy, X, X3
dacd exis& numerele reale yq1,72,73 astfel Tncat
X = 1% + y2Xo + y3X3, relaie echivalert cu sistemul:
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2y1-3y2-73=3
n-y2+2y3=6
3 +3y2+ty3=-4

avand soltia
3 -3
6 -1 2
4 3 1
n=17 3 —1:%:]“
1 -1 2
33 1
2 3
1 6 2
3 -4 1
2= 3 —1:77:_]“
1 -1 2
3 3 1
2 -3 3
1 -1 6
3 3 -4
3712 3 4 =3=2
1 -1 2
3 3 1

Am gasit numerele realeyq, 75,73 cu proprietatea cerut
Problema 1.3.2. In R*  se consider elementele
= 12127 . x=0-145",  x3=(0-256) i

X= (2, 2,8,10)T. Si se arate & elementul x este o
combinaie liniarad a elementelorx;, Xy, X3 .

Solutie: x este o combinatie liniala elementelorxy, x,, X3
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dac exis& numerele realey,,y,,73 astfel incat
X=71X T 72X2 +73X3,

relaie echivalent cu sistemul:
n+r2+yz=2
2y1-72-2y3=-2
r1+4y2+3y3=8
2y1+5y9 +6y3 =10

Matricea sistemului este

1 1 1

2 -1 -2

1 4 5

2 5 6
Avem un minor de ordinul2 nenul:

1 111
=-3
2 _

iar toti minorii de ordinul 3 sunt nuli, decirang A=2 .
Matricea exting este

A=

1 1 1 1
- 12 -1 -2 -2
A=

1 4 5 5

2 5 6 6

avand rangul 2. Am demonstrata rang A:rangﬂ.
Conform teoremei Kronecker-Capelli sistemul estengatibil.
Notam necunoscuta secundaryz prin a si consideim
primele 2 ecuaii ale sistemului, avem

n+rz=2-a

2y1—yp=-2+2a

37



Draga-Patru Covei

6-4a

cu soluia ;/1:% L r2="50, y3=a.

Am demonstratL
x=2 X + 6-4a
3
Problema 1.3.3In R* se consider elementele
X = 21147 % =(-32-12-15", x3=(1,-3,11,97
sl X= (—],O,—J,O)T . Si se arate & elementul x nu este o
combinaie liniarad a elementelorxy, Xy, X3 .
Solutie: x este o combing liniara a elementelorx, Xo, X3
dac exis& numerele realeyy, 75,73 astfel incat
X=71X T 72X2 +73%3,
relaie echivalent cu sistemul:
21 -3ya+yz3=-1
71+2y2-3y3=0
11-12y2+1ly3=-1
4y1 —15y5 +9y3=0.

Xo + aXs.

Matricea sistemului este

2 -3 1
1 2 -3
11 12 11
4 -15 9
Avem un minor de ordinul3 nenul:
2 -3 1
1 2 -3=203
4 -12 9

deci rang A=3 .
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Matricea exting este
2 -3 1 -1

- /1 2 -3 0
A=
1 -12 11 -1
4 -15 9 O

si are rangul 4. Am demonstrat & rang A= rangﬂ.
Conform  teoremei  Kronecker-Capelli  sistemul  este
incompatibil. In concluzie x nu se poate scrie ca o
combinaie liniara.
Problema 1.3.4.Tn R® se consider elementele
X = (- lll)T, Xo = (l—ll)T. Si se determine subsfal
generat de muimea A={xq, Xy} .
Solutie:
X= (X, X0,X3)| € SP(A) dad si numai dag exist A, u e R
astfel incat Axq + ux, = X, adi@a
-1 1) (&
AL |+u-11=¢>
1 1) (&3
de unde otinem sistemul
—At+u=4
A-u=&
A+u=_2s
Rangul matricei sistemului est2 , deci trebuie ca rangul
matricei extinse sa fie2 , echivalent cu

-1 1 &
1 -1 &H=0e-2(5+82)=0.
1 1 &3
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Astfel
_ T 3 _
SH(A) ={(£1.£2.&3) e R|é +&, =0}
Problema 1.3.5. In RS se consider elementele
¥ = (a1, 000,03)" §i X2 = (B, B2.53)" .
a) Si se arate & vectorii X, X, sunt coliniari dag si
numai dag

az P2 _|ea B | ,31:O
az B3 |laz B3 |2 P
b) Si se determine subspal generat de muimea
A:{Xl,Xz} .
Solutie:

X1,Xo sunt coliniari dag exis& A < R\ {0} astfel incat
y=Ax, adia

a) (A
Alag |=| B2 |
az) \Ps3
relaie echivalent cu sistemul
Ao =B
Aoz =
Aagz = P3
care este compatibil dagi numai daa
az P2 _|ea B | ,31:O
az P3| a3z B3 |lazx Bo
Acest lucru este maisar ovservabil dat scriem matricea
241

sistemuluiA=| a2 |,
as
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si matricea extinsa sistemului
[ A
A=|lar po |
az f3

b) Analog ca in exergul precedent se ajunge la faptél c
SHA) este planul de ectia

ax P ar Pi1|. ay PB1|.
1 2 &3 =0,
az fBs as PBs ax PBo
care se scrie sub forma echivadent
51 a ﬂl
&2 ap Ba | =0.
&3 a3z B3

Problema 1.3.6.S7 se arate & urmitoarele elemente dirR>

sunt liniar dependente:
a) x=0-2)" . xp= 211" ,x3=(7-4D)";
b) X =(@2-37)",% = (20-6)" ,x3= (4-3)";
¢) x=(-12)" %=2-4-2)7 .

Solutie: a) xq,X3,X3 sunt liniar dependente deexist

M, 42,43 numere reale nu toate nule astfel incat
/11x1 + ﬂzXz + ﬂ3X3 =0

altfel scris
1 2 7 0
M —2|+45 1 |+43 -4|=|0
1 -1 1 0
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echivalent cu sistemul

ﬂl+2ﬂ,2+7ﬂ320

—2114—12—4&320

21 — ﬂz + 13 =0
a arui matrice are rangul 2< nunarul necunoscutelor
(=numirul elementelor ce indrin combinae). In consecirit
sistemul admitesi soluii diferite de solgia banai, ceea ce
justifica cerina Problemei.
b) Privind cazul a) putem decide dacx;, X3, X3 sunt liniar

dependente in fugie de rangul matricei formate din
coordonatele acestor elemente:

2 2 4
A=-3 0 -3|
7 -6 1

In cazul noastruA are rangul2 si deci ohinem concluzia.
c) Matricea formai de coordonatele acestor elemente este

1 -2
A=| 2 -4
-1 2

cu rangul 1< nundrul elementelor intrate in combima si
deci X,Xo sunt liniar dependente.

Problema 1.3.7.S7 se arate & urmitoarele elemente dirR*
sunt liniar dependente:
a) X1 =(L,1,D",x2 = (1,2,37,x3 = (2,-1,DT;
b) X1 = (-1,1,D",x2 = (1,-1,D7,x3 = (1,1,-DT;
c) X1 =(1,2-D)T,x2 = (2,-1,37 .
Solutie: a) xq,X3,X3 sunt liniar independente dam

combinatie liniak a acestor elementé @lementul nul rezut
toti scalarii nuli, adig
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11X1+22X2+13X3 :9211212 213 = O,
altfel scris

1 1 2 0
ﬂ“l 1 +ﬂ,2 2 +ﬂ,3 -1/=|0
1 3 1 0

echivalent cu sistemul

M+ +243=0

ﬂl-i- 212 — 13 =0

ﬂl-i- 3&2 + 13 =0
a arui matrice are rangul 3= numirul necunoscutelor
(=numirul elementelor ce inirin combinage). In consecith

sistemul admite doar sela banal, ceea ce justific cerina
Problemeii.

b) Privind cazul a) putem decide dacx;, X3, X3 sunt liniar

independente in fufie de rangul matricei formate din
coordonatele acestor elemente:

11 2
A=l1 2 -1|
13 1

In cazul noastruA are rangul3 si deci concluzia.
c) Matricea formdi de coordonatele acestor elemente este

1 2
A= 2 -1
-1 3

cu rangul 2= nunirul elementelor intrate in combimasi
deci X,X> sunt liniar independente.

Problema 1.3.8.1n RS se consider vectorii liniar
independem u,v si W . Si se arate & vectorii: X =u-+V,
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Xo =U—-V, Xg=U-2v+Ww, suntliniar independgn
Solutie:
Realizim o combinge liniara a elementelorx, Xo, X3

WX+ AoXo + A3X3 =0 <
AAU+V)+HUu-Vv)+ Zu-2v+w) =0 &
M+ + QU+ (4 — Ao —213)V+ Agw=4,
si folosim faptul @ u,v si w sunt liniar independente,
ohtinem sistemul:
M+ +43=0
M—-Ap—-213=0
A3=0
cu soldia A4 =4,=43=0 i, in consecitd, faptul &
X1, X2, %3 sunt liniar independente.
Problema 1.3.9.57 se determine rangul uditoarelor sisteme

de elemente dirR3 :

S, =101)7 oY ,@L0)’
S3=10207,(-11-)7,2-137 (223
Sy =102-)7,(-1-21" ,2,4-2)7

S ={-110",2-11" ,(10,1$T }

Solutie:

A determina rangul unui sistem de elemente estivaent cu
a determina rangul matricei coordonatelor elementale
alcituiesc sistemul,sadar

-1 2 1
AS=|1 -10
0 1 1
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are rangul2 decisi S; are rangul2.

011

AS=/1 0 1

110

are rangul3 decisi S; are rangul3.
1 -1 2 2
A=12 1 -1 2
1 -1 3 3

are rangul3 decisi Sz are rangul3.
1 -1 2

A= 2 -2 4
-1 1 -2

are rangull decisi S, are rangull.
Problema 1.3.10.S7 se pu@ in evidemi elementele liniar

independente din  muhea S={Xq,X%2,X3}, unde
x=@2-1-9" xp=(-121)" ,x3= 11-2)" .
Solutie:

Deoarece rangul matricei sistemul8 este 2 deducemz
nu putem avea elemente liniar independente d@cétate 2.
Seobservca X si Xo; X si X3 Xp si Xz verifica
cerina problemei.

Problema 1.3.11.Si se arate & elementele x; = (lll)T,
Xo = 110)", X3 = 10,0)7T, constituie 0 baz B a

spaiului R3. Si se determine coordonatele elementelor

x:(4,—3,2)T s y:(a,b,c)T in bazaB.

Solutie:

X1, X2, X3 este sistem liniar independent deoarece matricea
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111
110
100

coordonatelor acestor elemente are rangul
X1,X2,X3 este sistem de generatori deoarece dimensiunea lu

A=

R3 este finit. Am demonstratic B={X1,%y,X3} este bax
Sestie ca dad exisé numerele realed;, 45,43 unic
determinate astfel incat

X= ﬂ,le + 12X2 + 13X3
atunci xg = (/11,/12,13)T reprezini coordonatele elementului

X inbazaB.
Relaia din care se deterniiraceste numere este echivaieru
sistemul

ﬂl+ﬂ,2+ﬂ3=4
ﬂl+ﬂ,2=—3
Jy=2

avand soltia 4 =24, =-543= 7, deci xg = (2-57)" .
Analog, dag exis& numerele reale 43,145,143  unic
determinate astfel incat

y= /'tlxl + 12X2 + 13X3
atunci YB = (11,12,13)T reprezini coordonatele

elementuluiy in bazaB.

Relaia din care se deterniirmceste numere este echivaieru
sistemul

21+/12+23:a
ﬂl-i-ﬂz =b
ﬂj_ZC
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avand  solua M =cCAp=b-c,A3=a-b, deci

Xg = (c,b—c,a—b)T.

Problema 1.3.12S57 se determine dimensiunea subsggai
S={(&1.62.63) eRYE-&o+&5=0} R

sl sa se puer in evidemi o baz a lui S. Si se determine

coordonatele elementulux = (],3,2)T €S inbazaB .

Solutie:

Sistemul &1 - &5 +&3 = 0 este compatibil dublu nedeterminat.
Presupunem & necunoscuta princigal si  notam
necunoscutele secundare astfef, =a, &£3=Db, olinem
él =a-b.

Deci

(é1.62.£3)" =(a-bab)’ =

aLL0)" +b(-10D.
Atunci B={( llO)T (— lO,l)T} reprezini o bazain S.
Daci exisk numerele reale 41,4, unic determinate astfel
ncat

_ T T
y=4 110)" +2,(-103

atunci Xxg = (ﬂl,ﬂz)T reprezini coordonatele elementuluf
n bazaB.

Relaia din care se deterniiraceste numere este echivaiecu
sistemul

Mh-A=1
=3
Ap=2
avand soltia 4, =31, =2, deci xg = (3,2)T .
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Problema 1.3.13 Si se determine dimensiunea subggai
ScR3 generat de elementele x = (1—2,—1)T,
X = (23-1", x3=0B1-2", x;=(-1-50" .

Solutie:
Matricea coordonatelor acestor elemente este:

1 2 3 -1
A=-2 3 1 -5|
-1 -1 -2 O

Un minor de ordinul2 nenul este:

1
MO, =| *) j:3+4=7.

Minorii de ordinul 3 ce se pot forma cu minorul de ordinul
doi sunt:

1 2 3 1 2 -
MO3=|-2 3 1|=0MOi=|-2 3 -5=0
~1 -1 - -1 -1 0

avem @ rang A=2 gsideci rangS=2 .
Problema 1.3.14.Si se d@giseasd dimensiuneasi 0 bazi a
subspaului soluiilor sistemului:
o +2a9 + 2003 —ay + 305 =0
o1+209+3a3+0ay4+a5=0
31 + 6ap + 203 + Tary + S = 0.
Solutie: Matricea sistemului este:
12 2 -13
A=l1 2 3 1 1
36 2 7 5
cu
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2 2 -
MO3=[2 3 1|=3620.
6 2 7

Oohtinem & «ajp,a3,a4 sSunt necunoscute principale iar

01,05  sunt necunoscute secundare. Leamotprin a
respectiv prinb.
Sistemul devine

20[2 + 20[3 —0y = —-a-3b

20[2 +30(3+0[4 =-a-b

60[2 + 20[3 + 70[4 =-3a-5h.

Cu soluia
11 1 2
=——b-=a,a4 =—b,a3 =—Db}.
{az 6 2“430’33}
Am oltinut dim(S) = 3. Din
0[1 1 O
1 _1
0[2 _E 6
a3 |=a 0 |+b %
2
O[4 0 §
a5 0 1
avem baza
112 2
B={x = ——OOO Xo = (0——,—,—1
{x=0@ )T, %o = ( 533 )T1.

Problema 1.3.15. In R3 se consider elementele
=02-1)", x=0-12)7, x=(-12-1)'

a) Si se arate 8 B={X{,Xo,X3} este o baza lui
R3;

b) Si se determine coordonatele elementului

49



Draga-Patru Covei

X = (a,,B,;/)T inbazaB .
Solutie: a) X,Xo,X3 este sistem liniar independent deoarece
matricea

2 1 -1
A=|-1 -1 2
1 2 -1

a coordonatelor acestor elemente are rargyul
X1,X2,X3 este sistem de generatori deoarece dimensiunea lu
R3 este finit. Am demonstratic B={X1,Xy,X3} este bax
b) Sestie ca dac exisé numerele realed;, 45,43 unic
determinate astfel incat
X= ﬂ,le + ﬂzXz + 13X3
atunci
-
xg = (41,42, 43)

reprezini coordonatele elementulux Tn bazaB.
Relaia din care se deterniirmceste numere este echivaieru

sistemul

211-%12—13:0[
—11—124-2],3:,3
ﬂl+2ﬂ,2—ﬂ3=7/
avand soltia

1 1 3
M=—y+=F+—
1= 7 P

3 1 1
=—y+=F-—q,
2747 P4

1 3 1
B3==y+=p+-a,
3= 47 4P

deci
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a:—: +1,B—1 E;/Jr ,B+ a).

3
4 4 4

1 1
Xg = (—Z7+ B+—

Problema 1.3.16T1n R® se consider subspaul
S={(&1.¢2.5) e RYéy &2 +2£3 =0}
a) Si se determine o bazB a subspaului S;
b) Sise arate & x= (—3,—],1)T €S,
C) Si se determinexg .

Solutie:
a) Sistemul ¢&-&,+2653= 0 este compatibil dublu

nedeterminat. Presupunem¢é; necunoscuta princigalsi
notim necunoscutele secundare astfek, =a, &3=D,
oltinem &, =a-2b. Deci

(£1.£2,63)" =(a-Dab)’ =

aLL0)" +b(-201".
Atunci B={( J,J,O)T (= 2,0,1)T} reprezini o baz in S
b) Deoarece—3+1+2=0 deducemz XxeS;

c) Dad exis& numerele realely, 4, unic determinate astfel
incat

x=71 A10)" +Ap(-201)"

atunci xg = (/11,/12)T reprezini coordonatele elementulux
in baza B.

Relaia din care se deterniirceste numere este echivaieru
sistemul

-2y =-3
M=-1
Jp=1
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avand soltia

M=-11,=1

deci

xg = (-11) " .

1.4. Metoda pivotului.

Problema 1.4.1.57 se calculeze inversele urmatoarei matrice

cu ajutorul metodei pivotului:

2 13 1 -1 10

a)A=|2 4 1|b)B=| 2 -1jc)C=|2 2
325 -1 -3 1 3 4

Solutie: a) Din tabelul:
Baza ClA C2A C3A e | € €3
e [[2]| 2| 3 | 1] 0] O
& | 2| 4| 1 [0 1] 0
s | 32| 5 oo 1
cf | 1 |w2| 32 |12 0| O
e, | O [|3]] -2 | -1 1| 0
es | 0 |12] 12 |-32] 0 | 1
cH| 1|0 |16 | 23|-16 O
carl o | 1] -2/3|-13/13| 0
es | O | O ||5/6]|-43|-16| 1
cft|1|0| o |[185 15 -11/5
co| ol -7/5| 15 | 4/5
ca|o|o| 1 |-85-15 65
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deducemz
18/5 1/5 -11/5

Al=|-7/5 15 4I5
-8/5 -1/5 6/5
b), c) Analog obnem &

-1 1 o0 2 -2 1
Bl=|-1/2 0 -1/2|siC=|-2 5/2 -1|
~5/2 1 -1/2 1 -2 1

Problema 1.4.2.57 se rezolve sistemele witbare cu ajutorul
metodei pivotului:

a1 +as +0(3:8 20(1+20(2—0(3=4
a) o +209—a3=3 b) 3o —ap—3a3="7

20(1+0(2 +20(3=7 0(1+0(2+20(3=3

Solutie: Din tabelul:
aq a9 a3 Termenul liber

e 1 1 8

e, 1 2 -1 3

e3 2 1 2 7

a4 1 1 1 8

e, 0 -2 -5

es 0 -1 0 -9

aq 1 0 3 13

o 5 0 1 2 -5

ez | © o |[-2] - 14

o 1 0 0 -8

o 0 1 9

a3 0 0 1 7

obtinem oy =-8a,=9a3="7.
b) Analog se ofine o1 =13/5,ap =-2/5a3 = 2/5.
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Problema 1.4.3.Folosind metoda pivotului,gsse determine
rangul urmatoarelor matrici:

a) A=

c)C=

Solutie: Din tabelul:

deducem &
elemente);

13 1 -2 -3 1 2 -3
143—1—4b)B:210
2 3 -4 -7 -3 -2 -1 3
38 1 -7 -8 -1 4 -2
1 3
5 -2
5 -1
-2 3
chlcy|chict|ch
e 113 |1 -2 | -3
e, |1 |4 |3 |-1 |-4
e3 |2 3 -4 | -7 | -3
e, |3 |8 1 -7 | -8
chi1 |3 |1 [-2 (-3
e (0 |[[1]]2 |1 |2
es |0 |-3[-6 [-3 3
eq |0 [-1 [-2[-1 1
ciHl1 |o [-5]-5 |0
calo |1 |2 |1 |-1
es |0 [0 [0 [0 o
e, |0 [0 o o o
rang A=2 (deoarece in bazau intrat 2

54



Matematici aplicate Th economie

b) Analog rang B = 3;

c) Analog rangC=2.

Problema 1.4.4.& se determine céate o sakl de baz
nenegativ pentru sistemele:

a){Zal +ao—4az+50 =4
o1 +ap—203+ 204 =2
b {al—az —agz—oy =2
o1 +3ap —az+ay =8.
Solutie: a) Calculele se organizaaastfel

Baza| C} C5 C4 Cb |e & b | bay
e 1 4 5 10 4 | min{$2} =2
€ 1 1 -2 2 01 2 < Tabell
112 252 | g mi”{f%} ~0
2 2

€ 0|12 0-12 || 1 0 — Tabelll
ctl1 0 -3 1|2 min{2}-2
Ch 130 -1 1 213

4 I < TabellV.
cAl131 -10 || | |28

in tabelul | se pot introduce in Wapricare din elementele
ClA,C;‘ sau Cf‘, dar nu CéA‘ care are toate coordonatele
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negative. Introducem in bazelementele ClA. Rapoartele
a%,ai fiind egale se poate scoate deci dindb&g sau e, .
1 <21
Se obine o solgie de baz nenegatii degenerat
In tabelul II ohinem solgia de bai nenegati¥ degenerat

X= (2,0,0,0)T. Eliminarea elementului Cf‘ din baza
{ClA,Cf‘} nu modifiéd soluia. Singurul element care poate fi
introdus n baza{ClA,Cf‘} este Cf‘. Oltinem astfel tabelul

IV si soluia de baz nenegatig X = (0,2/30,2/3)T, care
este nedegeneat
b) Analog.
Problema 1.4.5.S7 se determine, cu ajutorul metodei
pivotului, ac R astfel incat sistemul
0!1+20!2—30!3+0!4 =1
30!1-1—0!2-1—0!3—20!4 =3
30!1—40!2 +110!3 —70!4 =3
si fie compatibil.
Solutie: Calculele se organizeaastfel

Baza [C* |Cy) [ch |ch|b
e, 2 -3 |1 1
e, |3 |1 1 -2 |3
eg 3 -4 11 -7 a
ch |1 2 -3 |1 |1
e, 0 |-5|[10 [-5 |0
e [0 [-10 |20 [-10 [a-3
ch |1 0 1 -1 |1
cy |o |1 -2 |1 0
eg 0 0 a-3

Din tabel obseram c sistemul este compatibil dagi numai
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dac a=3 (in acest caz rangul matricei sistemului ar aleg
cu rangul matricei extinse).
Problema 1.4.6.Si se determine dimensiunea subsgai

ScR3 generat de elementele
% =0-127 % =(2-3)",x3=(3-43)" x4 =(-121)",
x5 = (2-2,4)"

sl S se pud in evidemi o baz a lui S.
Solutie: Din tabelul

Baza| X, | Xp X3 | Xq | X5
o |[1]]2 |3 [-1]2
e, |-1 -3 |-4]2 [-2
€3 2 |1 3 |1 |4
X1 1 |2 3 [-1|2
& 0 -1(|-1(1 |O
€3 0 |-3 -3 0
X1 1 |0 1 |1 |2
X 0 |1 1 |-1]0
€3 0O |0 0O |0 |0

deducem gdimensiunea luiS este 2 sica B={xq,x}.

1.5. Algoritmul Gramm-Schmit.

Problema 1.5.1 In R3  se consider elementele
x =117, x=010", x3=(010)T.
a) Si se arate 8 B={X,Xo,X3} este o baza lui
R3;
b) Si se determine o baortonormati B a lui R3,
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ol¥inutg prin ortonormarea bazeiB .
Solutie: a) X,Xo,X3 sunt liniar independeindeoarece

11
11 1=-1
10
este nenul.
X1,X2, X3 sunt sistem de generatori, deoarece dimensiunea |
R3 este finit.
b) Determiim B ={fq, f5, f3} din relaiile:
! Hg [=
oo °2

‘93

fo =1

s~
cu

O1=%

g2 =X tax

g3 = X3+ MX + NX
a, m, n sunt numere reale ce se vor determina, difiaela

(gi.9j)=0i=].
f; se determindin
! (.l 1 AT
S LRI e I
f, se determmdln
<91,92>=0<:><x1,x2+ax1>:0<:>
<x1,x2>+a<x1,x1>:O:a:—%:_%
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adici gzz(%,%,—%)T conduce la

1 1 1 23T _
S S X _g) _(_

3 1 T
fy= = gy = .
2 ”92” g2 6(3 3 \/g )

2
/6

Sl

f3 se determiindin relaiile:
(01,03) =0 (X, X3 + M +Nxg) = 0 &
(%1, X3) + M(Xq, Xp) + (X, %) = 0 <> 1+ 2m+3n =0,
si
<gz,g3>20<:><X2—%X1,X3+mX2+nX1>:O<:>
<x2,x3>+m<x2,x2>+n<x2,x1>—%<x1,x3+mx2+nx1>:0<:>
1+2m+2n—%(1+2m+3n):O<:>%+%m:0:>m:—%.
Astfel, m:—% si n=0 = 93:(—%,%,0)T sl
1 2 1 1 .1 1 1 7
f3=r—=03="7=(%550 =(-—F—"7=.0".
log] ™ V2" 2" 2 J2' V2
Problema 1.5.2. 1n R se consider elementele
X = 1,2-3)7, X =0-12)7, x3=(1)" i

x= (435" .
a) Sise arate 8 B={xq,Xy,X3} este bazin R3;
b) Si se determine coordonatele I in baza B;
c) Plecand de la bazaB si se construiast o baz

ortonormati in R3 .
Solutie: Prolm & {xq,Xp, X3} este sistem liniar
independent. Intr-adéx; din

axy +bxy +cxg = OR3

{a, bceR
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avem
1 1 2 0
2 |[+b-1|+c¢1|=|0
-3 2 1 0
sau echivalent
a+b+2c=0
2a-b+c=0
-3a+2b+c=0.
Matricea sistemului este
1 1 2
A= 2 -1 1
-3 2 1

cu rangA=3 deoarece

1 1
M2= J12—3?’:0
2

si

1 1 1 1 2

M3z=|2 -1 1=0 -3 -3=-6=0,

-3 2 1 0 5 7
rezultat ce arétci sistemul este compatibil unic determinat. Tn
conseciti a=b=c=0 sideci {X,Xo,X3} este sistem liniar
independent.
Ramane § aratam & {xq,X», X3} este sistem de generatori.

Intr-adevr, din
ax +bx, +cxg =y
{3 a,b,ceRsiVy=(y1y2,y3) €R®
avem
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1 1 2 Y1
2 |[+b-1j+c1l|=| Yo
-3 2 1 Y3

sau echivalent
a+b+2c=y;
2a-b+c=y,
-3a+2b+c=ys.
Matricea exting a sistemului este
1 1 2 vy
A=l 2 -11 y,|
-3 2 1 yj
Din rezultatul de mai sus obsém ca
rangA=rangA= 3
si deci sistemul este compatibil. Am probai o xj, Xy, X3}
este sistem de generatori. Ca o cons&can teoriei avem
demonstragi faptul @ B={xq, Xy, X3} este bazin R3.
b) Coordonatele luix Tn bazaB se determindin
ax +bx +cxg = x
{a, bceR
echivalent cu a rezolva sistemul
a+b+2c=4
2a-b+c=3
-3a+2b+c=5.
Un calcul simplu aratca
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I
|
N

|
wloo

(VI N IS, T OO N N N N (S )| .S RN Y I — T T\
[
wl

-3 2

Conform teoriei coordonatele lux Tn baza B sunt
-2

XB = —

(6)]

wlawloo

c¢) Notam prin By ={2z, 25, z3}. Din teorie se cungte &

Y1 y2 Y3
7 = V= v =
Sl el sl

unde
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Y1=%

Y2 =Xo+AX

Y3 = X3+ 42X + 43X
mrﬂﬁﬁeﬂﬁsedmmmmdm

<Y1,Y2>=0
<Y1,¥3>=0
<Y2,¥3>=0.
Obserdm ca
<YL Y2 >= 0 Xy, X+ A >= 0= Ay = 5
<Y1, Y3 >= 0<%, X3+ ApXp + 43X >= 0= 1443 - 71, +1=0
< ¥2,Y3>= 0< Xp + g, X3 + ApXp + Ag¥y >= 0= 1 = 7.

Inlocuind A, :‘—57 in relaia 1443-71,+1=0 okinem

__21
M= 5
Uu calcul simplu aratca
6
1 3 —2E
Z—LZ Z—iésiz—i §35
Poyia) PP dio| |7 evEs|
2 35

1.6. Nucleulsi imaginea unei aplicdii liniare.

Problema 1.6.1Se consider matricea

1 2 -3
A=1 -1 1
2 1 -2
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si A R 5 R3 operatorul liniar asociat matriceiA .
-1
a) Si se calculezeA 1 |
2
b) Si se determinelm A si KerA .
Solutie: a) Avem
-1 1 2 -3)-1 -5
1/=/112 -1 1| 1i|=|0]
2 2 1 -2)\2 -5

b) Prin definiie
KerA= {x € Rﬂﬂx =0g3 }
Fie x=(x.%2,x3)" €R> . Dinenum Ax=Ax . Atunci
Ax=0p3 < Ax=0p3

sau echivalent cu

X +2X —3%3=0

X—X+X%X3=0

2%+ Xp —2X%3 = 0.
Matricea sistemului este

1 2 -3

A=1 -1 1

2 1 -2

cu rangA=2 deoarece
1 2
1 2 .
M2=1 :—3¢0|arM3:1 -1 1|=0.

2 1
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Cum rangA=2 deducemasistemul este compatibil simplu

nedeterminat.
Avem

) o X1,X2 hecunoscute principale
M minor principal= ot
X3 necunoscidtsecundd x; = a.
Din sistemul

X1+ 2X2 = 3a

X1 —Xo = —0

rezuli x; =<, x 4a si
1= 5 %2 =5
3 3

1
3
KerA = < a % o € R
1
Remardm c
1
3 || baz _
411 - KerA
3
1

sideci dim KerA=1 .
Determiraim imaginea operatoruluA . Se cunogie G
ImA= {y € R3‘3x e RS astfelincat Ax = y}

Fie y=(yp. V2 ¥3)! €eR3 si x=(x, X2 %s)" eR3. Relaia
Ax=y este echivaleatcu sistemul
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X +2X—3X3 =W,

X=X+ X3=Y2
2X +Xo — 2X3 = V3.

Scriem
matriceasistemului matriceaextinsa asistemului
1 2 -3 1 2 -3 vy
A=l1 -1 1 B=|1 -1 1 vy,|
2 1 -2 2 1 -2 y3

Din rezultatul de mai sus rangA=2. Punem condia ca
rangB=2 (deoarece trebuiei £xiste x cu proprietatea
cerud). rangB=2 atrage

1 2 vy
1 -1 yy|=0=y1+Yy,-Yy3=0
2 1 vy3
si
B Y1
IMA=1y=|y, |eR%y;+yp-y3=0.
Y3
Obseram ca
i) (Ya—=VY2) (—Y2) (V3 -1 1
y=1vY2|=| Y2 [=| Y2 |+ O |=y2 1 ]|+Yy30
Y3 Y3 0 Y3 0 1
si deci
-1 bama _ _
1,0/ clmA=dmimA=2
1
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1.7. Valori proprii si elemente proprii asociate
unei matrice. Funationale patratice.

Problema 1.7.1.Se consider matricea

-1 1 1 o0
A=1 -1 1 |six=|lay|
1 1 -1 a3

a) Si se determine vectorii proprii valorile proprii
ale matricei A ;

b) Folosind metoda Iui Jacobiisse adug la forma
canonici fungionala pitratici 9(X) = XTAX
Solutie: a) Valorile proprii se determirdin relaia

|A-Zl3/=0
ori echivalent
-1-1 1 1
1 -1-12 1 |=0eo2+322-4=0.
1 1 -1-1
Din schema lui Horner
1{3|{0|-4
1 11440
-2(1|2|0

deducem £ ecuaia 22+34%-4=0 are soluile
M=LA=A3=-2

si Tn acelai timp ele reprezirit valorile proprii.

Determiram vectorii proprii. Prin definie vectorii proprii sunt

VPA(4)= {_1/1 € ]R3|(A— Az)u, = Ogs }
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a
Pentru 4, =1 determiam u, =|b|. Avem
c
(A-Alg)uy =03
ori echivalent cu

0
1
1

=

0
=0
0

o r B
O T o

ce conduce la sistemul
b+c=0
a+c=0
a+b=0.
Matricea sistemului este

C=

)
P O R
O R R

cu rangC=2 deoarece
01
M 2= ‘1 J =-120

si

M3 =|C| = OdeoarecA— 41 3) = 0.
Din cele de mai sus deduceri sistemul este compatibil
simplu nedeterminat.

_ o a,b necunoscugprincipale
M > minor principal = not
c necunoscutsecundat = ¢ = a.
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Rezult usor c

a 1
si deci
-1
VPA(41)=1e| 1 |z eR}.
1

Pentru 1, = 13 = - 2 oltinem absolut analogic
m
_ 3 _
VPA(12,3)_ n|eR’m+n+p=0;.
p

b) Obserim c
-1 1 1\ (o

g(X)Z XTAXZ(Oll a2 0{3) 1 -1 1 ao |
1 1 -1)lag

= —alz - 0{% - 0{3? + 2011009 + 213 + 2000003,

Aplicam metoda Iui Jacobi fugionlei 9. Pentru aceasta
obserdm c

-1 1 1
Alz—:LAZ:‘_ll _1]l=—2§iA3= 1 -1 1|=4
11
si deci

1 2 Ay 2 Ay 9o 2 1 o 1 -
- yf L yS L ys L Tys TS
a(y) A Y1 A, Y5 Ay Y3 =-Yi 2Y2 2Y3
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Problema 1.7.2.Se consider matricea

1 -10
A=|-1 2 1
0O 1 1

si operatorul T : R® > R3 definit prin T(x)= Ax, xeR3.

a) Si se determinelmT i KerT;

b) Si se determine dimensiunea subggai liniar
ImT i s7 se pu In evidemi o bazi in acest subspial;

Cc) Si se determine forma canotica fungionalei
pitratice  g(x)=x" Axxe R3 i si se pudt in evidemi o
bazi in care g are aceastforma canonici.

Solutie:
Se cunogte

X
KerT ={x=| Xy |€ R3‘T(x) =0
X3

R3 (-

Relaia T(x)=0,3 este echivaleittu Ax=0,3 sicu
1 -1 0)(x 0
-1 2 1| %|(=|0
0 1 1){x3 0
X —X =0
de unde ofinem sistemuk — x; +2x5 + X3 =0
Xo+X3=0

sistem cu matricea A. Un minor nenul de ordinul2 al
matricei A este
1 _
=1+0

3
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si deci rangA> 2. Pe de ait parte obsedm ci determinantul
lui A este nul. Concludemac rangA=2=  sistem
compatibil simplu nedeterminat. Necunoscuta seaindg o
notam prin « . Obserdim c sistemul
X —Xp=0
{— X+ 2% =~
are soltia X, = X, =«a . Am olrinut ca
-1
KerT =<a| -1 |ae]R :
1
Determiraim imaginea operatorulut . Prin defintie

ImT = {y = R3‘existé xeR3cuy = T(x)}

Fie
b1
_ 3
y=|y2 |eR"
Y3
Relagia y=T(x) conduce la sistemul
X=X=%
— X +2X +X3=Y>
Xo + X3 = Y3.

Am vazut & rangul matricei este2. Pentru ca sistemuti gie
compatibil trebuie ca rangul matricei extinge fe& egal cu
rangul matricei sistemului (adicu 2 ).

Matricea exting este

1 -10 Y1
A=l-1 2 1 vy,
0 1 1 Y3
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iar rangz\:Z dac

1 -1y
-1 2 Yo =0
0 1 vy

dac si numai dag y3-Yy;— Yo =0 ecuaie ce reprezirtun
sistem cu 3 necunoscute. Considen Y3 necunoscuta
principak si notam prin
{hza
Y2=8

necunoscutele secundare. Atungs = + i deci
Y1 o 1 0
y=|Y2|=| fF |=o/0+p1]|
Y3 a+p 1 1

Am ohtinut
1 0
IMT =<| 0 |+ A 1 o, feR}.
1 1

b) Din punctul a) obsetivn ca dimimT deoarece

baza
c ImT.

vy)
[l
R O
[ )

c) Avem
9(x)= X" Ax= X2 + 2X5 + X4 — 2Xo%q + 2XpX3.
Determiraim forma canonit a fungionalei @tratice g.
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Etapa 1.Se grupeaztermenii care cam X, si obtinem
9(x)= xT Ax= (& — 2XpXq) + 2X3 + X2 + 2XoX3.
1
coeficientl lui xl2

In grupul format scoatem factor fat (In
acest caz coeficientul Iuix12 este 1). Se formeazatrate in
grupul de termeni ce cane ¥ dup formula
(a+b)? =a?+2ab+b?.
Avem
9(x) = xT Ax=[(x1 — X0)% — X2+ 2X3 + X5 + 2X,X3.
Se face schimbarea de coordonate

X—Xp=a a
Xo=b undey=|b
X3=C C

siavem g(y)=a®-b?+ 2b? +¢? + 2bc=a’ +b? + c? + 2bc,
Etapa 2.Se repeit raionamentul de la etapa 1 pentru a 2-a
variabik si avem

g(y): a2 +b®+c? + 2bc=a® + 2bc+ b? + ¢?

= a?+(b+c)®-c?+c?
= a+(b+c)?.

Se face schimbarea de coordonate
a=o (04
b+c=p4,z2=p
c=y /4

si obtinem
o(2)=a’+ B

adiaa ceea ce trebuia.
Pentru determinarea bazei se parcurg scimieb de
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coordonate de la ultima la prima inlocuindu-se ldastfel
a=a=X—X
L=b+C=X%X+x3

y=C=X3
sau echivalent cu
a=X—X
B=X2+X3
V=X3
respectiv
o 1 -1 0\ x
Ll1=10 1 1| x|
4 0 0 1)ixg
O baz este
1 -1 0
B=4g=|0|&=|1|6=|1
0 0 1

1.8. Probleme propuse.

Problema 1.8.1.Fie Rg[x] mulimea polinoamelor de grad
<3, cu coeficien reali. Si se arate & elementelex, x+2 ,

x3+2eRg[x] sunt liniar independente.

Problema 1.8.2. Se consider vectori  a=(110)",
b=(201)" si c=(3115). Si se arate & ei formeaz o
bazi pentru R3 si sa se determine ke R daci vectorul
d=(3k,2)" aparine subspaului Spa,b) generat de a

si b.
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Problema 1.8.3Fie
W = le, X2, X3)T S R3|3X1 + 2X2 + X3 = 0}

Si se arate &8 W este un subspa vectorial al lui R3 sl s

se determine o bazpentru W. Care este dimensiunea
subspaului W? Dar coordonatele elementului

x=(-111)" eW 1in baza respectii?

Problema 1.8.4. Si se determine toate matricele nenule
AcM,(R) care au ca valori proprii

(o)

Problema 1.8.5Fie

gl )

cu ab,c,deR. Si se arate 8 A B au acelea valori
proprii. Daci A4 este una dintre elg v,,v, Vvectorii proprii

corespundtori pentru A si B si se arate & v;vb:O.

75



Draga-Patru Covei

Capitolul 2.
Elemente de analii matematica

Ne propunem ca ddp parcurgerea acestui capitol
studemi sa fie familiarizai cu: calculul limitelor unosiruri
din spaii de mai multe dimensiuni, limitele unor fuficde mai
multe variabile, calculul derivatelor pme ale fungilor de
mai multe variabilesi determinarea extremelor fufior de
mai multe variabile.

2.1Siruriin R".

Problema 2.1.1 Utilizand lema lui Cesard-Stoltzdsse
calculeze

im [1'0 +2P+..+nP ’K)/(n+1)(n+2)...2n}-r

n p+1 n

n—o0 n

unde peN* .

Solutie:
VVom nota prin

an =1P+2P 4+ +nPiarb, =nP
cum (by),.; este urir cresdtor, nenirginit, putem aplica

lema lui Cesaro-Stoltgrului din enun:
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jim 21~y (1)

n—w bpi1 — bp n—oo (n + 1)p+1 N

0,p 1 p-1 p
im Cpn +Cpn +...+Cp

0 +1 1 p+1 +1
n—>°0Cp+1np +Cp+1np+...+Cp+l—np
1 1
=——= ,
Cp+1 p+l
Notam prin
(n+1)(n+2)...2n
Ch = - :

n
Folosind criteriul lui Cauchy-D'Alambert vom e

n
lim Yc, = lim Cn+l _ oy P (2n+1)(2n+2)

n—>oo n—>wo Cp n—>oo(n+1)n+1 n+1

o 1 (2+r1])(2+ﬁ)_

= liim = 12 —E.

=0 (1+ %) (1+ ﬁ)
n concluzie

T

o [(1P42Pi snP iDne2)2n) (1 4)
n—>oo np+1 ’ n" - p+1’e .

Problema 2.1.2.S7 se calculeze
-
. 1. n o k+1
lim | =sinn, ¥ In——| .
n—ool N k=1 k
Solutie:
Vom folosi urmitoarea proprietate:daci a, si b, sunt

N—o0
siruri de numere reale astfel incéla, — 0 iar b, este
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N—oo

mdrginit atunci @b, - 0",

in cazul nostru considerand a, ::%
obserdm G
) 1 .
im =sinn=0.
n—oo N
Pentru cealalta limita se obseryusor ca
n - k+1
Y In=——==In(n+1)
k=1 K
si deci
. n - k+1
Im Y In—=w
N—>owo k=1 k
Tn concluzie
1 n - k+1 T
lim | =sinn, ¥ In—=| =(0,0)".
n—oo|\ N k=1 k

2.2. Limite de funaii Tn R". Continuitate.

Derivabilitate.

Problema 2.2.157 se calculeze

)

lim
X—>wo X
Solutie:
Segtie
X-1<[X] <X,

sau dup impartirea prin x=0 avem
x=1 [X] x

— <=,

X X X

78
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Trecand la limii Tn aceadgt ultima inegalitate avem

1= fim X2 im D im X2
X—>wo X X—>owo X X—o0 X
si deci
lim m:1.
X—oo X

Problema 2.2.2 Calculai

: V9+x-3 "X T
a) lim X—>O( X ' sinx )’
. 1) o'
—_axXx = .
b) lim X_m(x(l e j X} ;
Solutie:
a) Amplificand cu conjugata avem
Jorx-3 . (orx-3)Verx+3) . 9+x-9
Im ———— = lim = lim
x—0 X x—0 x(\/9+x+3) x—0 x(\/9+x+3)
1 1

= lim = lim ==,
x—>0x(\/9+x+3) x—>04/9+x+3 6

respectiv utilizand regula lui L'Hospital

Oj

_ esmx_l(o _ esmxCOSX
im — = lm ———=
x—>0 SINX Xx—>0 COSX

Din rezultatele de mai sus avem

. T
i [Y9rx-3 ™1 _[g 1JT
X—> X ’ ’ .

sinx
b) Ca la punctul a) obseiw ca
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1 1
1(0-0) (LGXJ Le
lim x(l—er = lim ~—+£ X =-1

= = lim 2——=
X—>00 X—>0o = X—>00 — L
X X2
respectiv &
2)
X \ o0
. e :
im — = lim e = .
X—>w X X—>©
Am probat &

Xlii)nw[x(l— eij,e—:T =(-1)".

Problema 2.2.3Calculai f'(l) pentru funda
2
f(x):[e_x Inx. 2 +1j.
X

Solutie:
Avem

X2

T
2
£1(x) = [_ e 2(In x)x= —1+1In x ,ZX}

T
si f'(l):(e_l,z) rezulé prin inlocuirea lui x cu 1 in
relgia anterioat.

Problema 2.2.4Fie

n T
A, [(u%} R‘/ﬁ} neN",1eR,.

Si se determine parametrul real daci punctul lim Ay,
n—oo

-
este la distara minimi de (l e"i) in R?.
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Solutie:
Obserdm ¢

M oo fL 2" = lim ,Ho{(u%)ﬁr ¢

M oo ¥ = lim 0 =1

sideci lim Aﬂ:(e’qt ,1)T.

N—oo

-
Pe de alt parte distata de la punctul (e’qt ,1) la punctul

\ N 2 : :
(le ) este \/(e —1) + (e —1)2 iar problema revine la
determinarea minimului funiei de o variab#

f(1)=e** —2e* +e* —267* 12,
Cum

f'(1)=2e** —2e* —2e7%* 4+ 2¢7*
si

2e?* —2e* — 267 12674 =0=1=0

obseréam wor i f(4)> f(0)=0 pentru orice AR . Nu ne
ramane decatisobserdm ci

min Jezj - 2e’7L +e_2’7L - 2e"7L +2=0.
A1eR

Problema 2.2.5.Studiai continuitatea fungei
X daci X%+ y? =0
f(X, y): x2 +y? y
Odaa x=y=0.

Solutie:
Un calcul simplu aratca
£(0,0)= lim f(xy,0)= lim f(0,y,)=0

n—oo n—oo
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pentru oricesiruri de numere realex, - Gi y, >0 .Vom

demostraz f nu este contiriin punctul (0,0)eR? . Tntr-
adevr, dac

Nn—oo
(Xn’yn) - (0'0)
pe direcia a (in sensul y, =ax, pentru orice neN ),
atunci

Yo
. . a
im f(x,,yp)= lim —" 5=
N—>o0 n—oo Yn a“+1

Ultima limita depinde de direia a si deci criteriul lui Heine
ne asigux ci fungia f este discontiriuin punctul (0,0).
Problema 2.2.6 Calculai
3
m ———F.
(% ¥)~>(0,0) x? + y?

Solutie:
Obserdm ¢
2
X
5| X=X
XS+y
deoarece
X2 < x2 + y2
si deci trecand la limi oktinem
3
. X
lim — =0,

(x, y)—(0,0) x? + y2 -
adici ceea ce trebuia sflam.
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2.3. Extremele fundiilor de mai multe variabile.

Problema 2.3.1Fie f : R? >R definiti prin

f(xy)=xyl-x-y).

Se cere
a) Si se calculeze

. f(Xy).
im () (02) 22
b) Si se calculeze hessiana H ;¢ in  punctul
(2-1)" eR?;
c) Si se determine extremele fuiec f .
Solutie:
a) Avem
- fxy) _ - xy(1- x—y)
(xy)—>(01) X (x y)=(02) X
= lim yd-x-y)=0.
(x,y)~>(01)

b) Prin definiie hessianaH ; este

%f  a°f
H.—| o8 O
=1 628 22f |

Calcubm derivatele parale de ordinul intai. Pentru inceput
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obserdm G
0
&(xwl— x—y))= —y(@x+y-1)

%(xy(l— X—y))= —x(x+2y-1)

Suntem 1n risua sa calcukm derivatele paiale de ordinul
dot:

o2t 0% f
ax—2:—2y§|—2:—2X
2%t 2%t

=1-2X-2ysi——=1-2x-2y.
Ys 2yox y

H¢(2-2)" :[ 2 - ]

-1 4

oxdy

Atunci

c) Determiram punctele critice
2 01— x-y))=-y(2x+y-1) ol y(2x+y-1)=0
%(xy(l—x—y)):—x(XJr 2y-1). 7 |- x(x+2y-1)=0.
Rezolvand sistemul elbbem urnatoarele puncte critice:
Cazull. x=y=0;Caz2. x=0 si y=1;Caz3. x=1 si
y=0 ; Caz 4. x=y=1/3 . Ramane 8 cerceim care din

aceste puncte critice sunt puncte de extrem.
Cazul 2. Pentrux=y=0 avem

01
()
33 10
sideci (0,0) nu este punct de extrem.

O discuie aseminatoare se face pentru CazwiZazul 3.
Cazul 4. Pentrux=y=1/3 avem
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He 22 ]=| 3 3|
33) \~3 3
Deoarece
2
A=——<0
1773
2 1
A= 3 324 1 1.4
2711 _279 9 3
3 3

ohtinem @ x=y=1/3 este punct de maxim.
Problema 2.3.2. Si se determine extremele fuec
f:R%2 >R definiti prin

f(xy)=x3+y3-3xy+2

Solutie:
Determiram punctele critice:

of
—=0 2_ay_
ox @{3)( 3y=0

5=0 [3?-3x=0

sistem din care se the y*-y=0< y(y—l)(y2 + y+1): 0
si deci

y1=0=>x=0

Yo=1= X =1
Am oltinut punctele critice:(x;, y;1)=(0,0) si (xq,y1)=(12).

Obserdm ¢
6x —
H¢ = ,
L— 3 6y]

Cercetim care din punctele critice determinate este pdact
extrem. PentruH ¢ (0,0) oltinem A; =0 fapt ce probeaz
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ca (0,0) nu este punct de extrem. Pentrli (L1) okiinem

6 -
=27>0
-3 6’1

relatii ce arat ca (1,1) este punct de minim local.
Problema 2.3.3.S7 se determine extremele fuiec

f(xy,2)=x3+y3+2°

A1=6> O,Az =

cu legitura X2 + y2 +22=3 pentru orice x,y,z> 0.

Solutie:
Considetim fungia lui Lagrange

Foxy,2)=x3+y3+2° +l(x2 +y? + 22 —3)
si determirim punctele critice ale acesteia

0 _
%XF/i(x,y,z)—O 3x% +21x =0
@Fﬂ(x,y,z):o o 3y2+21y20
%Fﬂ(x,y,z)zo 3224—222:0
2,02, 52 A
a_ﬁ/lpﬂ(x,y,z)zo X“+y +z°-3=0.
Rezolvand sistemul oinem l:_73 si x=y=z=1 .

Stabilim dad& punctul determinat este de extrem. Pentru
aceasta calcain hessiana luiF

HE, (xy,2)=

o%F, 02 02

2
0%F,
oyox
2 Fﬂ
oz0X

(xy.2)
(x,y.2)

(xy.2)

F.
19)o14
0%F,
oyoz

62
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si obtinem
6X+ 21 0 0
H,:A(x,y,z): 0 6y +21 0
0 0 6z+24
Tnlocuind l:‘f si x=y=2z=1 avem
300
He ,(11)=|0 3 0|
2 0 0 3
Deoarece
3 30
A1:3>0,A2:‘O j:9>0,A2:O 3 0=27>0
00

rezuli ci (1,11) este punct de minim local.

2.4. Probleme propuse.

Problema 2.4.1.S7 se determine punctele de extrem local ale
fundaiilor
2 2
f: R? SR, f(x,y):(x+ ye X 7Y

fo i R3S R, f(xy,2)=x3+y3+ 22 —3xy+2)

Problema 2.4.2.Si se determine punctele de extrem ale
fungiei f : R?2 >R

x
<

f(X’Y)Zg ]

condrionate de relga x? + y2 =1
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