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Capitolul 1

Elemente de logic¼a matematic¼a

1.1 Propozi̧tii, conectori şi tabele de adev¼ar

O propoziţie este un enuņt care este �e adev¼arat, �e fals. Cu alte cuvinte
unei propozi̧tii i se poate ataşa o valoare de adev¼ar desemnat¼a formal prin
1 (propoziţie adev¼arat¼a) sau 0 (propoziţie fals¼a). Fiind dat¼a o familie de
propozi̧tii, pot � create propozi̧tii noi cu ajutorul conectorilor logici :

� negaţie: :(non);

� conjuncţie: ^ (̧si);

� disjuncţie: _ (sau);

� implicaţie: !(implic¼a);

� echivalenţ¼a: $(echivalent).

Valoarea de adev¼ar a propozi̧tiei noi poate � determinat¼a cu ajutorul
tabelului de adev¼ar ca mai jos. În cele ce urmeaz¼a p şi q sunt propozi̧tii.

p :p
1 0
0 1
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p q p ^ q p _ q p! q p$ q
1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 1 0
0 0 0 0 1 1
Dac¼a propoziţia p ! q (respectiv, p $ q) este adev¼arat¼a, atunci se

foloseşte notaţia p) q (respectiv, p, q).
Urm¼atoarele enuņturi au aceeaşi semni�ca̧tie cu p) q:

� Din p rezult¼a q.

� Dac¼a p, atunci q.

� p este o condi̧tie su�cient¼a pentru q.

� q este o condi̧tie necesar¼a pentru p.

Urm¼atoarele enuņturi au aceeaşi semni�ca̧tie cu p, q:

� p dac¼a şi numai dac¼a q.

� p este o condi̧tie necesar¼a şi su�cient¼a pentru q.

� q este o condi̧tie necesar¼a şi su�cient¼a pentru p.

1.2 Predicate şi cuanti�catori

Un predicat este un enuņt ce coņtine variabile, având proprietatea c¼a devine
propozi̧tie în urma înlocuirii variabilelor cu valori (constante). De exemplu,
x + 1 > 7 este un predicat (presupunând c¼a lucr¼am cu numere reale).
Conectorii prezenta̧ti în sectiunea precedent¼a pot � utiliza̧ti (ca şi în cazul
propozi̧tiilor) pentru a forma predicate noi din predicatele existente.Un
predicat poate �transformat într-o propozi̧tie prin utilizarea cuanti�catorilor :

� cuanti�catorul universal 8 (�oricare ar ��);

� cuanti�catorul existenţial 9 (�exist¼a�).
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Propozi̧tia 8x p (x) este adev¼arat¼a dac¼a şi numai dac¼a prin înlocuirea
lui x cu orice valoarea c din domeniul de valori (presupus dat) se ob̧tine o
propozi̧tie adev¼arat¼a. Propozi̧tia 9x p (x) este adev¼arat¼a dac¼a şi numai dac¼a
în domeniul de valori (presupus dat) exist¼a o valoarea c cu proprietatea c¼a
prin înlocuirea lui x cu c se ob̧tine o propozi̧tie adev¼arat¼a.
Într-o propozi̧tie pot ap¼area ambele tipuri de cuanti�catori. Elementele

legate de cuanti�catorii 9 (care apar dup¼a 9) depind de toate variabilele
ce ap¼arut înainte legate de cuanti�catori 8. Dependeņta este marcat¼a
prin indicarea variabilelor ca indice sau enumerarea lor în parantez¼a. De
exemplu, 8x; y9ax;y8z9bx;y;z p(x; ax;y; bx;y;z).

1.3 Teoreme, leme, corolare

Procedura standard pentru stabilirea adev¼arului în matematic¼a a fost inventat¼a
de Euclid. A plecat de la cinci ipoteze despre geometrie, care p¼areau de
necontestat pe baza experien ei directe, cum ar � de exemplu, faptul c¼a
prin dou¼a puncte disticte trece o singur¼a dreapt¼a. Pornind de la aceste
enuņturi presupuse a �adev¼arate (axiome), Euclid a stabilit adev¼arul multor
propozi ii suplimentare prin demonstra̧tii. O demonstra̧tie este o succesiune
de deduçtii logice din axiome i a�rma ii dovedite anterior care se încheie
cu propozi ia ce se doreşte a � demonstrat¼a.
Deci o axiom¼a este o propozi̧tie care este presupus¼a a � adev¼arat¼a f¼ar¼a

vreo demonstra̧tie.
O teorem¼a este o propozi̧tie al c¼arei adev¼ar este garantat de o demonstra̧tie

(o modalitate de a ar¼ata c¼a o teorem¼a decurge logic dintr-un set de axiome
sau din alte propozi̧tii demonstrate anterior). Se spune c¼a dou¼a propozi̧tii
p şi q sunt echivalente logic, şi se scrie p � q, dac¼a şi numai dac¼a au aceeaşi
valoare de adev¼ar. Prezent¼am mai jos câteva echivaleņte logice utile în
demonstra̧tii:

� p ^ p � p

� p _ p � p

� p _ (:p) � 1

� p ^ q � q ^ p
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� p _ q � q _ p

� p ^ (q ^ r) � (p ^ q) ^ r

� p _ (q _ r) � (p _ q) _ r

� p _ (q ^ r) � (p _ q) ^ (p _ r)

� p ^ (q _ r) � (p ^ q) _ (p ^ r)

� p _ (p ^ q) � p

� p ^ (p _ q) � p

� p! q � (:p) _ q

� : (:p) � p

� : (p ^ q) � (:p) _ (:q)

� : (p _ q) � (:p) ^ (:q)

� : (8x p (x)) � 9x :p (x)

� : (9x p (x)) � 8x :p (x)

În conseciņt¼a,

(p! q) � (:p) _ q � q _ (:p) � (: (:q)) _ (:p)
� (:q ! :p) .

Propozi̧tia :q ! :p se numeşte contrapusa propoziţie p) q. Demonstra̧tia
prin contrapunere a propozi̧tiei p ! q înseamn¼a demonstrarea propozitiei
:q ! :p. Cum cele dou¼a propozi̧tii sunt echivalente, demonstrând una din
ele rezult¼a şi cealalt¼a. Propozi̧tia q ! p se numeşte reciproca propoziţiei
p! q şi în general nu este echivalent¼a cu aceasta. p se numeşte ipoteza, iar
q se numeşte concluzia propozi̧tiei p! q.
Din faptul c¼a

: (p! q) � : ((:p) _ q) � (: (:p)) ^ (:q)
� p ^ (:q) .
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rezult¼a c¼a dac¼a demonstr¼am c¼a propozi̧tia p^(:q) este fals¼a, atunci propozi̧tia
p! q este adev¼arat¼a. O astfel de demonstra̧tie a teoremei p) q se numeşte
reducere la absurd (se presupune concluzia q fals¼a şi se arat¼a c¼a în conjuçtie
cu ipoteza p şi axiomele se ajunge la o contradiçtie).
În cele ce urmeaz¼a vom lucra doar cu propozi̧tii adev¼arate. În afar¼a

de teoreme vom mai folosi termenii lem¼a şi corolar. Lemele sunt ca şi
teoremele propozi̧tii adev¼arate dar care nu sunt considerate ca importante
de sine st¼at¼atoare, ci ca paşi intermediari în demonstra̧tiile unor teoreme.
Corolarele sunt conseciņte directe ale teoremelor. Vom folosi termenul de
propoziţie pentru desemna un rezultat adev¼arat dar care este mai pu̧tin
important decât o teorem¼a.
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Capitolul 2

Muļtimi. Rela̧tii. Funçtii

2.1 Muļtimi

Intuitiv o mulţime este coleçtie de obiecte (elemente). Vom considera
no̧tiunea de muļtime ca no̧tiune primar¼a la fel ca şi no̧tiunea de aparteneņt¼a
a unui element (obiect) la o muļtime. Dac¼a A este o muļtime iar x un
element al ei, atunci se utilizeaz¼a nota̧tia x 2 A (x aparţine lui A). Dac¼a x
nu este un element al lui A, atunci se scrie x =2 A (x nu aparţine lui A). Se
spune c¼a dou¼a muļtimi A şi B sunt egale şi se scrie A = B dac¼a şi numai
dac¼a au aceleaşi elemente, adic¼a

x 2 A, x 2 B.

O muļtime poate � speci�cat¼a prin

� enumerarea elementelor sale: A = fa; b; cg (A este muļtimea cu elementele
a, b şi c);

� speci�carea unei propriet¼a̧ti p a elementelor sale: A = fx : p (x)g (A este
muļtimea tuturor elementelor x pentru care p (x) este adev¼arat¼a).

Se noteaz¼a cu ; mulţimea vid¼a, adic¼a muļtimea ce nu coņtine nici un
element. Fiind date dou¼a muļtimi A şi B se pot forma muļtimi noi folosind
opera̧tiile cu muļtimi:

� reuniunea: A [B = fx : x 2 A sau x 2 Bg;
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� intersecţia: A \B = fx : x 2 A şi x 2 Bg;

� diferenţa: A nB = fx : x 2 A şi x =2 Bg;

� diferenţa simetric¼a : A4B = (A nB) [ (B n A).

Se numeşte pereche ordonat¼a cu primul element a şi al doilea element b
şi se noteaz¼a (a; b) muļtimea

ffag ; fa; bgg .

Proprietatea de baz¼a a perechilor ordonate este

(a; b) = (x; y), a = x şi b = y.

Similar se poate de�ni no̧tiunea de n-tuplu (a1; a2; :::; an) prin proprietatea
de baz¼a:

(a1; a2; :::; an) = (x1; x2; :::; xn), a1 = x1, a2 = x2 ::: an = xn.

Se numeşte produsul cartezian al muļtimilor A şi B şi se noteaz¼a cu
A�B muļtimea perechilor ordonate (a; b) cu a 2 A şi b 2 B:

A�B = f(a; b) : a 2 A şi b 2 Bg .

Se numeşte produsul cartezian al muļtimilor A1, A2, ..., An şi se noteaz¼a
cu A1�A2�:::�An muļtimea n-tuplurilor (a1; a2; :::; an) cu a1 2 A, a2 2 A2,
..., an 2 An:

A1 � A2 � :::� An = f(a1; a2; :::; an) : a1 2 A; a2 2 A2; :::; an 2 Ang .

Dac¼a A1 = A2 = :::An = A, atunci se noteaz¼a An = A� A� :::� A.
Se spune c¼a A este o submulţime a muļtimii B şi se scrie A � B dac¼a şi

numai dac¼a
8x 2 A) x 2 B.

Este uşor de obsevat c¼a

A = B , A � B şi B � A.
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Se numeşte mulţimea p¼arţilor muļtimii A şi se noteaz¼a cu P (A) sau 2A
muļtimea submuļtimilor lui A:

P (A) = fB : B � Ag .

Dac¼a A � X, atunci X n A se numeşte complementara lui A fa̧t¼a de X
şi se noteaz¼a cu CXA sau CA dac¼a X rezult¼a din context. Se observ¼a uşor
c¼a

� x 2 CA, x =2 A;

� C (CA) = A;

� A = B , CA = CB.

Fie I o muļtime şi pentru orice i 2 I, �e Ai o muļtime. Muļtimea

fAi : i 2 Ig

se numeşte familie de mulţimi indexat¼a dup¼a I şi se noteaz¼a cu fAigi2I .

De�ni̧tia 2.1.1 (Reuniunea şi interseçtia unei familii de muļtimi)
Fie o fAigi2I o familie de mulţimi indexat¼a dup¼a I. Se numeşte reuniunea
familiei de mulţimi fAigi2I şi se noteaz¼a

S
i2I
Ai mulţimea:S

i2I
Ai = fx : 9i 2 I a.î. x 2 Aig .

Se numeşte intersecţia familiei de mulţimi fAigi2I şi se noteaz¼a
T
i2I
Ai mulţimea:T

i2I
Ai = fx : x 2 Ai 8i 2 Ig .

Dac¼a I = f1; 2; :::; ng se utilizeaz¼a notaţiileS
i2I
Ai =

nS
i=1

Ai,
T
i2I
Ai =

nT
i=1

Ai,

iar dac¼a I = N, notaţiileS
i2N
Ai =

1S
i=1

Ai,
T
i2N
Ai =

1T
i=1

Ai.
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Propozi̧tia 2.1.2 (Rela̧tiile lui De Morgan) Fie o fAigi2I o familie de
mulţimi indexat¼a dup¼a I. Atunci

1. C
S
i2I
A =

T
i2I
CAi;

2. C
T
i2I
Ai =

S
i2I
CAi:

Demonstra̧tie. Demonstr¼am egalit¼a̧tile de muļtimi prin dubl¼a incluziune.

1. ���: Fie x 2 C
S
i2I
A. Atunci x =2

S
i2I
Ai, de unde rezult¼a c¼a este

adev¼arat¼a nega̧tia propozi̧tiei

9i 2 I x 2 Ai

şi în conseciņt¼a 8i 2 I x =2 Ai sau echivalent 8i 2 I x 2 CAi. Ca
urmare x 2

T
i2I
CAi.

���: Fie x 2
T
i2I
CAi. Atunci 8i 2 I x 2 CAi sau echivalent 8i 2 I

x =2 Ai. Dar 8i 2 I x =2 Ai reprezint¼a nega̧tia propozi̧tiei 9i 2 I x 2 Ai
care este echivalent¼a cu x 2

S
i2I
Ai. Deci x =2

S
i2I
Ai şi ca urmare

x 2 C
S
i2I
A.

2. ���: Fie x 2 C
T
i2I
A. Atunci x =2

T
i2I
Ai, de unde rezult¼a c¼a este

adev¼arat¼a nega̧tia propozi̧tiei

8i 2 I x 2 Ai

şi în conseciņt¼a 9i 2 I x =2 Ai sau echivalent 9i 2 I x 2 CAi. Ca
urmare x 2

S
i2I
CAi.

���: Fie x 2
S
i2I
CAi. Atunci 9i 2 I x 2 CAi sau echivalent 9i 2 I

x =2 Ai. Dar9i 2 I x =2 Ai reprezint¼a nega̧tia propozi̧tiei 8i 2 I x 2 Ai
care este echivalent¼a cu x 2

T
i2I
Ai. Deci x =2

T
i2I
Ai şi ca urmare

x 2 C
T
i2I
A.
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Rela̧tia 2 poate � demonstrat¼a şi folosind rela̧tia 1. Astfel

C
S
i2I
CAi =

T
i2I
C (CAi) =

T
i2I
Ai = C

�
C
T
i2I
Ai

�
,

de unde
S
i2I
CAi = C

T
i2I
Ai (tinând cont c¼a A = B , CA = CB).

2.2 Rela̧tii

De�ni̧tia 2.2.1 Fie X şi Y dou¼a mulţimi. Se numeşte relaţie (de pe X pe
Y ) o submulţime � a produsului cartezian X � Y :

� � X � Y .

Dac¼a X = Y , � se numeşte relaţie pe X.
Se spune c¼a x este în relaţia � cu y şi se scrie x�y dac¼a şi numai dac¼a

(x; y) 2 �.

De�ni̧tia 2.2.2 Fie X o mulţime şi � o relaţie pe X. Relaţia � se numeşte

� re�exiv¼a def, x�x 8x 2 X;

� ire�exiv¼a def, (x; x) =2 � 8x 2 X;

� simetric¼a def, x�y ) y�x;

� antisimetric¼a def, x�y şi y�x) x = y;

� tranzitiv¼a def, x�y şi y�z ) x�z;

� total¼a def, x�y sau y�x 8x; y 2 X;

� relaţie de echivalenţ¼a def, � este re�exiv¼a, simetric¼a şi tranzitiv¼a.

� relaţie de ordine parţial¼a def, � este re�exiv¼a, antisimetric¼a şi tranzitiv¼a.
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� relaţie de ordine def, � este re�exiv¼a, antisimetric¼a, tranzitiv¼a şi total¼a.

De�ni̧tia 2.2.3 Fie X o mulţime înzestrat¼a cu o relaţie de echivalenţ¼a
notat¼a � şi �e x 2 X. Se numeşte clasa de echivalenţ¼a a lui x şi se noteaz¼a
cu [x] mulţimea elementelor lui X care sunt în relaţia � cu x (ehivalente
cu x relativ la �):

[x] = fy 2 X : y � xg .

Se numeşte factorizarea lui X la � şi se noteaz¼a cu X= � mulţimea:

X= �= f[x] : x 2 Xg .

Se poate demonstra uşor c¼a dac¼aX este o muļtime înzestrat¼a cu o rela̧tie
de echivaleņt¼a �, atunci

� pentru orice x; y 2 X �e [x] = [y], �e [x] \ [y] = ;;

� X =
S
x2X

[x].

Exemple 2.2.4 1. Relaţia de egalitate pe R este o relaţie de echivalenţ¼a.

2. Relaţia de egalitate de mulţimi este o relaţie de echivalenţ¼a.

3. Relaţia pe Z de�nit¼a prin: x � y
def, 2j (y � x) este o relaţie de

echivalent¼a. Are dou¼a clase de echivalenţ¼a: mulţimea numerelor pare
şi mulţimea numerelor impare.

4. Relaţia de ordine natural¼a pe R (x � y , y� x � 0) este o relaţie de
ordine (total¼a).

5. Relaţia de ordine natural¼a pe R poate � extins¼a la o relaţie de ordine
total¼a pe R = R [ f�1;1g punând �1 � x, x � 1 pentru orice
x 2 R şi �1 � 1.

6. Relaţia de incluziune de mulţimi este o relaţie de ordine parţial¼a.

De�ni̧tia 2.2.5 Fie X o mulţime înzestrat¼a cu o relaţie de ordine notat¼a
� şi �e A � X. Mulţimea A se numeşte
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� mulţime m¼arginit¼a superior def, 9x 2 X a.î. a � x 8a 2 A;

� mulţime nem¼arginit¼a superior A nu este m¼arginit¼a superior;

� mulţime m¼arginit¼a inferior def, 9x 2 X a.î. x � a 8a 2 A;

� mulţime nem¼arginit¼a inferior def, A nu este m¼arginit¼a inferior;

� mulţime m¼arginit¼adef, A este m¼arginit¼a superior şi m¼arginit¼a inferior (,
9x; y 2 X a.î. x � a � y 8a 2 A);

� mulţime nem¼arginit¼a def, A nu este m¼arginit¼a.

Un element a0 2 A se numeşte

� element maxim (sau cel mai mare element, sau ultim element) al mulţimii
A şi se noteaz¼a cu max (A) sau maxA sau max

a2A

def, a � a0 8a 2 A;

� element minim (sau cel mai mic element, sau prim element) al mulţimii

A şi se noteaz¼a cu min (A) sau minA sau min
a2A

def, a0 � a 8a 2 A.

Un element x0 2 X se numeşte

� majorant al mulţimii A def, a � x0 8a 2 A;

� minorant al mulţimii A def, x0 � a 8a 2 A;

� margine superiar¼a a mulţimii A şi se noteaz¼a cu sup (A) sau supA sau

sup
a2A

def, x este cel mai mic element al mulţimii majoranţilor;

� margine inferioar¼a a mulţimii A şi se noteaz¼a cu inf (A) sau inf A sau

inf
a2A

def, x este cel mai mare element al mulţimii minoraţilor.
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Muļtimea majoraņtilor sau a minoraņtilor poate � vid¼a. Este posibil ca
elementul minim sau maxim, marginea superioar¼a sau inferioar¼a ale unei
muļtimi s¼a nu existe. Dac¼a îns¼a ele exist¼a se poate observa uşor c¼a sunt
unice (̧tinând cont de antisimetria rela̧tiei de ordine). Dac¼a exist¼a elementul
maxim, atunci exist¼a şi marginea superioar¼a şi sunt egale între ele. Dac¼a
exist¼a elementul minim, atunci exist¼a şi marginea inferioar¼a şi sunt egale
între ele.

Exemple 2.2.6 Consider¼am R înzestrat¼a cu relaţia de ordine natural¼a.
Atunci

1. min [2; 7] = inf [2; 7] = 2, max [2; 7] = sup [2; 7] = 7;

2. min(2; 7] nu exist¼a, inf(2; 7] = 2, max(2; 7] = sup(2; 7] = 7;

3. min[2; 7) = inf[2; 7) = 2, max[2; 7) nu exist¼a, sup[2; 7) = 7;

4. min (2; 7) nu exist¼a, inf (2; 7) = 2, max (2; 7) nu exist¼a, sup (2; 7) = 7;

5. min(�1; 7] nu exist¼a, inf(�1; 7] = 2 nu exist¼a, max(�1; 7] = 7,
sup(�1; 7] = 7;

6. min[2;1) = inf[2;1) = 2, max[2;1) nu exist¼a, sup[2;1) nu exist¼a;

7. min (2;1) nu exist¼a, inf (2;1) = 2, max (2;1) nu exist¼a, sup (�1;1)
nu exist¼a;

8. min (�1; 7) nu exist¼a, inf (�1; 7) nu exist¼a, max (�1; 7) nu exist¼a,
sup (�1; 7) = 7;

9. min (�1;1) nu exist¼a, inf (�1;1) nu exist¼a, max (�1;1) nu
exist¼a, sup (�1;1) nu exist¼a;

Exemple 2.2.7 Consider¼am R = R [ f�1;1g înzestrat¼a cu relaţia de
ordine extis¼a de pe R ca în exemplele 2.2.4. Atunci

1. min [2; 7] = inf [2; 7] = 2, max [2; 7] = sup [2; 7] = 7;

2. min(2; 7] nu exist¼a, inf(2; 7] = 2, max(2; 7] = sup(2; 7] = 7;
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3. min[2; 7) = inf[2; 7) = 2, max[2; 7) nu exist¼a, sup[2; 7) = 7;

4. min (2; 7) nu exist¼a, inf (2; 7) = 2, max (2; 7) nu exist¼a, sup (2; 7) = 7;

5. min(�1; 7] nu exist¼a, inf(�1; 7] = �1, max(�1; 7] = 7, sup(�1; 7] =
7;

6. min[2;1) = inf[2;1) = 2, max[2;1) nu exist¼a, sup[2;1) =1;

7. min (2;1) nu exist¼a, inf (2;1) = 2, max (2;1) nu exist¼a, sup (�1;1) =
1;

8. min (�1; 7) nu exist¼a, inf (�1; 7) = �1, max (�1; 7) nu exist¼a,
sup (�1; 7) = 7;

9. min (�1;1) nu exist¼a, inf (�1;1) = �1, max (�1;1) nu exist¼a,
sup (�1;1) =1;

În cele ce urmeaz¼a vom trata orice submulţime A de numere reale ca
submulţime a lui R = R [ f�1;1g.
Axiom¼a: Dac¼a A este m¼arginit¼a (ca submulţime a lui R), atunci sup (A)

si inf (A) exist¼a în R.
Este uşor de observat c¼a M 2 R (respectiv, m 2 R) este marginea

superioar¼a (respectiv, marginea inferioar¼a) a mulţimii A dac¼a şi numai dac¼a
sunt îndeplinite urm¼atoarele dou¼a condiţii:

1. x �M (respectiv, x � m) pentru orice x 2 A.

2. pentru orice " > 0, exist¼a x" 2 A astfel încât x" > M � " (respectiv,
x" < m+ ").

Dac¼a A este nem¼arginit¼a superior (, nu admite majoranţi) atunci
sup (A) =1, iar dac¼a A este nem¼arginit¼a inferior (, nu admite minoranţi)
atunci inf (A) = �1.
Prin convenţie, sup (;) = �1, iar inf (;) =1.
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