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Capitolul 1

Elemente de logica matematica

1.1 Propozitii, conectori si tabele de adevar

O propozitie este un enunt care este fie adevarat, fie fals. Cu alte cuvinte
unei propozitii i se poate atasa o valoare de adevar desemnata formal prin
1 (propozitie adevarata) sau 0 (propozitie falsa). Fiind datd o familie de
propozitii, pot fi create propozitii noi cu ajutorul conectorilor logici:

- negatie: —(non);

- conjunctie: N (si);

- disjunctie: V (sau);

- implicatie: — (implicd);

- echivalenta: < (echivalent).

Valoarea de adevar a propozitiei noi poate fi determinata cu ajutorul
tabelului de adevar ca mai jos. In cele ce urmeaza p si ¢ sunt propozitii.
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pla|phg|pValp—q|peg
1/1] 1 1 1 1
1o o 1 0 0
o[1] 0 1 1 0
0[0] o0 0 1 1

Daca propozitia p — q (respectiv, p < q) este adevirata, atunci se
foloseste notatia p = q (respectiv, p < q).
Urmatoarele enunturi au aceeasi semnificatie cu p = ¢:

- Din p rezulta q.
- Daca p, atunci gq.
- p este o conditie suficienta pentru gq.

- q este o conditie necesara pentru p.

Urmatoarele enunturi au aceeasi semnificatie cu p < ¢:
- p daca si numai daca q.
- p este o conditie necesara si suficienta pentru q.

- q este o conditie necesara si suficienta pentru p.

1.2 Predicate si cuantificatori

Un predicat este un enunt, ce contine variabile, avind proprietatea ca devine
propozitie in urma inlocuirii variabilelor cu valori (constante). De exemplu,
x4+ 1 > 7 este un predicat (presupunand cd lucram cu numere reale).
Conectorii prezentati in sectiunea precedentd pot fi utilizati (ca si in cazul
propozitiilor) pentru a forma predicate noi din predicatele existente.Un
predicat poate fi transformat intr-o propozitie prin utilizarea cuantificatorilor:

- cuantificatorul universal ¥ (,oricare ar fi”);

- cuantificatorul existential 3 (,existd”).
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Propozitia Yz p(x) este adevaratd daca si numai dacd prin inlocuirea
lui z cu orice valoarea ¢ din domeniul de valori (presupus dat) se obtine o
propozitie adevarata. Propozitia 3x p (x) este adevaratd daca si numai daca
in domeniul de valori (presupus dat) exista o valoarea ¢ cu proprietatea ca
prin inlocuirea lui x cu ¢ se obtine o propozitie adevarata.

Intr-o propozitie pot apirea ambele tipuri de cuantificatori. Elementele
legate de cuantificatorii 3 (care apar dupa 3) depind de toate variabilele
ce aparut inainte legate de cuantificatori V. Dependenta este marcata
prin indicarea variabilelor ca indice sau enumerarea lor in paranteza. De
exemplu, Vz,y3a, ,Vz3b, . (T, Az gy, byyz)-

1.3 Teoreme, leme, corolare

Procedura standard pentru stabilirea adevarului in matematica a fost inventata
de Euclid. A plecat de la cinci ipoteze despre geometrie, care pareau de
necontestat pe baza experienMei directe, cum ar fi de exemplu, faptul ca
prin doua puncte disticte trece o singura dreapta. Pornind de la aceste
enunturi presupuse a fi adevarate (axiome), Euclid a stabilit adevarul multor
propozillii suplimentare prin demonstratii. O demonstratie este o succesiune
de deductii logice din axiome i afirmalii dovedite anterior care se incheie
cu propozillia ce se doreste a fi demonstrata.

Deci o azxioma este o propozitie care este presupusa a fi adevarata fara
vreo demonstratie.

O teorema este o propozitie al carei adevar este garantat de o demonstratie
(o modalitate de a ardta ca o teorema decurge logic dintr-un set de axiome
sau din alte propozitii demonstrate anterior). Se spune ci doud propozitii
p si ¢ sunt echivalente logic, si se scrie p = ¢, daca si numai daca au aceeasi
valoare de adevar. Prezentam mai jos cateva echivalente logice utile in
demonstratii:

"PAP=D
"PVP=D
-pV(mp) =1
"PANg=qANp
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-pVg=qVp
“pA(gAT)=(PAg) AT
pVigvr)=(VagVr
pV(gAT) =V APV
“pA(gVr)=(pAqg)V(pAT)
pV(pAg =p
pA(PVa) =p
p—q=(-p) Vg

In consecinta,

p—q) = (p)Va=qV(-p) =(—(—q)V(-p)
(g — —p).

Propozitia ~¢ — —p se numeste contrapusa propozitie p = q. Demonstratia
prin contrapunere a propozitiei p — ¢ inseamna demonstrarea propozitiei
—q — —p. Cum cele doud propozitii sunt echivalente, demonstrand una din
ele rezulta si cealalta. Propozitia ¢ — p se numeste reciproca propozitiet
p — ¢ si in general nu este echivalenta cu aceasta. p se numeste ipoteza, iar
g se numeste concluzia propozitiei p — q.

Din faptul ca

—(p—q) = ~((=p)Vqg) =(=(=p)A(q)
pA(=q).
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rezultd cd dacd demonstram ca propozitia p/A(—q) este falsd, atunci propozitia
p — q este adevarata. O astfel de demonstratie a teoremei p = ¢ se numeste
reducere la absurd (se presupune concluzia g falsa gi se arata ca in conjuctie
cu ipoteza p si axiomele se ajunge la o contradictie).

In cele ce urmeazi vom lucra doar cu propozitii adevirate. In afard
de teoreme vom mai folosi termenii lema si corolar. Lemele sunt ca si
teoremele propozitii adevarate dar care nu sunt considerate ca importante
de sine statatoare, ci ca pasi intermediari in demonstratiile unor teoreme.
Corolarele sunt consecinte directe ale teoremelor. Vom folosi termenul de
propozitie pentru desemna un rezultat adevarat dar care este mai putin
important decat o teorema.
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Multimi. Relatii. Functii

2.1 Multimi

Intuitiv o multime este colectie de obiecte (elemente). Vom considera
notiunea de multime ca notiune primara la fel ca si notiunea de apartenenta
a unui element (obiect) la o multime. Dacad A este o multime iar x un
element al ei, atunci se utilizeaza notatia © € A (x apartine lui A). Daca x
nu este un element al lui A, atunci se scrie x ¢ A (z nu apartine lui A). Se
spune ca doua multimi A si B sunt egale si se scrie A = B daca si numai
daca au aceleasi elemente, adica

reAsreB.
O multime poate fi specificata prin

- enumerarea elementelor sale: A = {a, b, ¢} (A este multimea cu elementele
a, bsic);

- specificarea unei proprietéti p a elementelor sale: A = {x: p(x)} (A este
multimea tuturor elementelor = pentru care p (z) este adevarata).

Se noteaza cu ) multimea vidd, adicd multimea ce nu contine nici un
element. Fiind date doua multimi A si B se pot forma multimi noi folosind
operatiile cu multimi:

- reuniunea: AUB ={x: 1z € Asaux € B};
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- intersectia: ANB={x:x € Asiz e B}
- diferenta: A\ B={x:x € Asiz ¢ B};

- diferenta simetrica : AANB=(A\B)U(B\ A).

Se numegte pereche ordonata cu primul element a gi al doilea element b
si se noteaza (a,b) multimea

{{a},{a,b}}.
Proprietatea de baza a perechilor ordonate este
(a,0) = (z,y) a=zsib=y.

Similar se poate defini notiunea de n-tuplu (a1, as, ..., a,) prin proprietatea
de baza:

(a1,a9, ...,ay) = (T1, T, ..., Tp) & a1 = Ty, A2 = Ty ... Ay = Ty

Se numeste produsul cartezian al multimilor A si B si se noteaza cu
A x B multimea perechilor ordonate (a,b) cua € Asibe B:

Ax B={(a,b):ac Asibe B}.

Se numeste produsul cartezian al multimilor A, A, ..., A, si se noteaza
cu Ay X Ag X... x A, multimea n-tuplurilor (aq, as, ...,a,) cuay € A, ag € As,
ey Uy € Ay

Ay X Ag X .o x Ay ={(a1,a9,...,a,) a1 € Ajas € Ay, ..ya, € Ay}

Daca Ay = Ay = ... A, = A, atunci se noteaza A" = A x A x ... x A.
Se spune ca A este o submultime a multimii B si se scrie A C B daca si
numai daca

Ve e A=z € B.

Este usor de obsevat ca
A=B& AC Bsi BC A

9
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Se numeste multimea partilor multimii A si se noteazi cu P (A) sau 24
multimea submultimilor lui A:

P(A)={B:BC A}.

Dacid A C X, atunci X \ A se numegte complementara lui A fatd de X
si se noteaza cu Cx A sau CA daca X rezultd din context. Se observa usor

v

ca
cr€CAsx ¢ A
- C(CA) = A;
- A=B & CA=CB.
Fie I o multime gi pentru orice ¢ € I, fie A; o multime. Multimea
{A;:iel}
se numeste familie de mul{imi indexata dupa I si se noteaza cu {A;}, ;.

Definitia 2.1.1 (Reuniunea si intersectia unei familii de multimi)
Fie 0 {A;},c; o familie de multimi indexata dupa I. Se numeste reuniunea

familiei de multimi {A;},., si se noteaza |J A; multimea:
i€l

UAz:{IL‘El’LGIGZAZL'GAl}

el

Se numeste intersectia familiei de multimi {A;},.; si se noteaza () A; multimea:
icl

NAi={z: z€ A Viel}.

i€l

Daca I ={1,2,...,n} se utilizeazd notatiile

U =U 4. NA=NA,
=1 =1

icl iel

tar daca I = N, notatiile

UA=UA, NA=(A.
=1 =1

€N 1€eN
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Propozitia 2.1.2 (Relatiile lui De Morgan) Fie o {A;},.; o familie de
multimi indexata dupa I. Atunci

iel el
i€l i€l

Demonstratie. Demonstram egalitatile de multimi prin dubla incluziune.

1. ,”: Fiex € CUA. Atunci x ¢ |J A;, de unde rezultd ca este
i€l i€l
adevarata negatia propozitiei

diel xze A

i In consecintd Vi € I = ¢ A; sau echivalent Vi € I = € CA;. Ca
urmare x € [ | CA;.
i€l
,D": Fie x € (N CA;. Atunci Vi € I x € CA; sau echivalent Vi € [
iel
x ¢ A;. DarVi € I © ¢ A; reprezinta negatia propozitiei 3i € I = € A;
care este echivalentd cu x € (J A;. Deci z ¢ |J A; si ca urmare

icl i€l
reClJ A
i€l
2. ,C": Fiex € C(A. Atunci z ¢ () A4;, de unde rezulta cd este
i€l i€l
adevarata negatia propozitiei
VielxeA

i in consecintd 3i € I = ¢ A; sau echivalent 3i € I = € CA;. Ca
urmare = € |J CA;.
il
,D": Fiex € |JCA;. Atunci 3i € [ x € CA; sau echivalent 3i € [
il
x ¢ A;. Dardi € [ x ¢ A; reprezintd negatia propozitiei Vi € I x € A;
care este echivalentd cu z € [ A;. Deci o ¢ () A; si ca urmare
el iel

xeC)A.

el
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Relatia 2 poate fi demonstrata si folosind relatia 1. Astfel

CUCAi:ﬂC(CAi)zﬂAizc(CﬂAi),

iel iel el i€l

de unde |JCA; = C () 4; (tindnd cont cd A = B < CA =CB).

i€l i€l

2.2 Relatii

Definitia 2.2.1 Fie X i Y doud multimi. Se numeste relatie (de pe X pe
Y ) o submultime p a produsului cartezian X X Y :

pC X xY.

Daca X =Y, p se numeste relatie pe X.
Se spune ca x este in relatia p cuy si se scrie xpy daca si numai dacd

(z,y) € p.

Definitia 2.2.2 Fie X o multime si p o relatie pe X. Relatia p se numeste
- reflexiva P xpr Ve € X;

- irefleziva g= (x,x) & p Vo € X;

. simetrica & TPY = Ypr;

- antisimetrica Cg TpY §LYPT = T =Y,

- tranzitiva & TPy §LYpz = TPZ;

. totald & xpy sau ypxr Vr,y € X;

- relatie de echivalenta 24 p este reflexiva, simetrica §i tranzitiva.

- relatie de ordine partiala 24 p este reflexiva, antisimetrica si tranzitiva.
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. . de .o .. .o e o . o
- relatie de ordine b=y p este reflexiva, antisimetrica, tranzitiva gi totala.

Definitia 2.2.3 Fie X o multime inzestrata cu o relatie de echivalenta
notata ~ si fiex € X. Se numeste clasa de echivalenta a lui x si se noteaza
cu [x] multimea elementelor lui X care sunt in relatia ~ cu = (ehivalente
cu x relativ la ~):

[z] ={y e X:y~u}.

Se numegte factorizarea lui X la ~ i se noteaza cu X/ ~ multimea:
X/ ~={[z] :x € X}.

Se poate demonstra usor ca daca X este o multime inzestrata cu o relatie
de echivalenta ~, atunci

- pentru orice z,y € X fie [z] = [y], fie [z] N [y] = 0;

- X=U [z]

zeX
Exemple 2.2.4 1. Relatia de egalitate pe R este o relatie de echivalenta.

2. Relatia de egalitate de multimi este o relatie de echivalenta.

3. Relatia pe Z definita prin: © ~ y 24 2| (y — ) este o relatie de
echivalenta. Are doua clase de echivalenta: multimea numerelor pare
$t multimea numerelor impare.

4. Relatia de ordine naturald pe R (x <y < y—x > 0) este o relatie de
ordine (totala).

5. Relatia de ordine naturala pe R poate fi extinsa la o relatie de ordine
totald pe R = RU {—00, 00} pundnd —oco < x, x < oo pentru orice
r€R g1 —o0 < .

6. Relatia de incluziune de multimi este o relatie de ordine partiala.

Definitia 2.2.5 Fie X o multime inzestrata cu o relatie de ordine notata
< ¢i fie A C X. Multimea A se numeste
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. [T . de R
- multime marginita superior “UYweXaia <z VaeA;
- multime nemarginitd superior A nu este marginita superior;
. T . %if N
- multime marginita inferior & Jx € X a.i. x < a Va € A;
. IR . cg . .
- multime nemarginita inferior A nu este marginita inferior;

. e oy . VRN .
- mulfime margzmtaég A este marginita superior gi marginita inferior (<
dr,y € X ad. x<a<yVaeA);

. o ... d oo
- multime nemarginita é{ A nu este marginita.
Un element ag € A se numeste

- element mazim (sau cel mai mare element, sau ultim element) al multimii

. o de
A gi se noteazi cu max (A) sau max A sau max <:§ a < ag Va € A;
ac

- element minim (sau cel mai mic element, sau prim element) al multimii

. o . . . de
A si se noteaza cu min (A) sau min A sau min “ay<aVae A
ac

Un element xo € X se numeste

- majorant al multimii A 20 < x9 Va € A;
. ... de
- manorant al multimii A <:{ r9 < aVa€ A;

- margine superiard a mullimii A gi se noteaza cu sup (A) sau sup A sau
de . . . . .

sup “L 1 este cel mai mic element al multimii majorantilor;

acA

- margine inferioard a multimii A gi se noteaza cu inf (A) sau inf A sau

. de . L. . .

mf1 %L 1 este cel mai mare element al multimit minoratilor.

ac
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Multimea majorantilor sau a minorantilor poate fi vida. Este posibil ca
elementul minim sau maxim, marginea superioara sau inferioara ale unei
multimi sa nu existe. Daca insa ele exista se poate observa usor ca sunt
unice (tindnd cont de antisimetria relatiei de ordine). Daca exista elementul
maxim, atunci existd si marginea superioara si sunt egale intre ele. Daca
exista elementul minim, atunci exista si marginea inferioara si sunt egale
intre ele.

Exemple 2.2.6 Consideram R inzestrata cu relatia de ordine naturala.
Atunce

1. min[2,7] =inf [2,7] =2, max [2,7] =sup [2,7] = 7;

2. min(2,7] nu ezista, inf(2,7] = 2, max(2,7] = sup(2,7] = 7;

3. min[2,7) = inf[2,7) = 2, max(2,7) nu ezistd, sup[2,7) = 7;

4. min (2,7) nu existd, inf (2,7) = 2, max (2,7) nu exista, sup (2,7) = 7;
5

. min(—o00, 7] nu ezistd, inf(—oo,7] = 2 nu existd, max(—oo, 7] = 7,
sup(—o0, 7] =7;

6. min[2, 00) = inf[2, 00) = 2, max|[2,00) nu existd, sup[2,00) nu existd;

7. min (2, 00) nu exista, inf (2, 00) = 2, max (2, 00) nu ezista, sup (—o00, 00)
nu extsta;

8. min (—o0,7) nu existd, inf (—oo, 7) nu existda, max (—oo, 7) nu exista,
sup (—o0,7) =7;

9. min (—o00,00) nu exista, inf (—oo,00) nu existd, max (—oo,00) nu
existd, sup (—oo, 00) nu exista;

Exemple 2.2.7 Considerim R = R U {—00,00} inzestrati cu relatia de
ordine extisa de pe R ca in exemplele 2.2./. Atunci

1. min[2,7] =inf [2,7] =2, max [2,7] =sup [2,7] = 7;
2. min(2, 7] nu exista, inf(2,7] = 2, max(2,7] = sup(2,7] = 7;
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3. min[2,7) = inf[2,7) = 2, max[2,7) nu existd, sup[2,7) = 7;
4. min (2,7) nu ezistd, inf (2,7) = 2, max (2,7) nu existd, sup (2,7) = 7;

5. min(—o0, 7] nu existd, inf(—o0, 7] = —oo0, max(—o00, 7] = 7, sup(—o00, 7] =

7;
6. min[2,00) = inf[2, 00) = 2, max[2,00) nu existd, sup[2, co) = 00;

7. min (2, 00) nu exista, inf (2, 00) = 2, max (2, 00) nu exista, sup (—oo, 00) =

(—00,7) nu exista, inf (—o0,7) = —o0, max (—o0,7) nu existd,
sup (—o0,7) =7;

9. min (—o0, 00) nu existd, inf (—oo, 00) = —00, max (—oo, 00) nu existd,
sup (—o0, 00) = 00;

In cele ce urmeazi vom trata orice submultime A de numere reale ca
submultime a lui R = R U {—o00,00}.

Azioma: Daca A este marginita (ca submultime a lui R), atunci sup (A)
si inf (A) ezistd in R.

Este usor de observat ca M € R (respectiv, m € R) este marginea
superioard (respectiv, marginea inferioara) a multimii A daca $i numai daca
sunt indeplinite urmatoarele doua conditii:

1. x < M (respectiv, x > m) pentru orice x € A.

2. pentru orice € > 0, exista x. € A astfel incit x. > M — ¢ (respectiv,
Te <m+e).

Daca A este memarginiti superior (< nu admite majoranti) atunci
sup (A) = oo, iar daca A este nemdarginita inferior (< nu admite minoranti)
atunci inf (A) = —oo.

Prin conventie, sup () = —oo, iar inf (0) = co.
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