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Capitolul 5

Calcul diferential (continuare
din cursul 6)

5.3 Functii diferentiabile

5.3.1 Diferentiala de ordinul I

Definitia 5.3.1 Fie V gi W douda spatii liniare peste corpul K (K = R sau
K =C). O aplicatie f : V — W se numeste liniara dacd gt numai daca

fOz+ py) = Mf(x) + pf(y) pentru orice \,u € K gi z,y € V.

Prezentam pe scurt cateva rezultate legate de aplicatiile liniare (vezi de
exemplu, [N. Boboc, Curs de analiza reald i complexd/Diferentiabilitate
(1), p. 1-12 , Universitatea din Bucuregti, 1974]).

Teorema 5.3.2 Fie V i W doua spatii liniare peste corpul K (K = R sau
K =C). Daca f:V — W este o aplicatie liniara, iar V gi W sunt spatii
normate, atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1. f este continua.
2. f este continua in origine .

3. Ezista M > 0 cu proprietatea ca ||f(x)|| < M||z|| pentru oricex € V.
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4. sup ||f(z)]| < oo.
Jall<1

Propozitia 5.3.3 Fie V i W doud spatii liniare peste corpul K (K = R
sau K = C). Daca f : V. — W este o aplicatie liniara i V este finit
dimensional, atunci f este continud.

Teorema 5.3.4 (Norma unei aplicatii liniare) Fie V i W doua spatii
liniare peste corpul K (K =R sau K = C). Vom nota cu L (V,W) spatiul
aplicatiilor liniare si continue f : V- — W. Pentru orice f € L(V,W), avem

sup [[f(x)]| =inf{M > 0:||f(z)|| < M||z|| pentru orice x € V'}.

[[=]I<1

Daca pentru orice f € L(V,W), definim ||f|| = sup ||f(x)| (norma
]| <1

aplicatiei liniare f), atunci (L(V,W),||-||) devine un spatiu normat. Spatiul
L(V,W) este denumit spatiul operatorilor liniari gi marginiti definiti pe V
cu valori in W, iar elementele din L (V, W) se mai numesc operatori liniari
marginiti.

Spatiul operatorilor liniari si marginiti L (V, W) este spatiu Banach daca
st numai daca W este spatiu Banach.

Dacid V este un spatiu normat peste corpul KX (K = R sau K = C),
atunci spatiul normat L(V, K) se numeste dualul lui V' si se noteaza V7.

Definitia 5.3.5 (Diferentiala) Fie FE gi F' doua spatii normate peste acelagi
corp K (K =R sau K =C), A C E o submultime deschisa, B C F,
f:A— B o functie si a € A. Functia f se numeste diferentiabila in a “
exista o aplicatie liniara gi continua T : E — F (adica T € L(E,F)) cu
proprietatea ca

lim — L (f(2)— f(a)~ T (¢ —a)) =0

==a [lz — all

If(@)=f(a)-T(z=a)|| __ 0)

(sau echivalent lim,_., Toal
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Aplicatia T din definitia precedents daci existd este unicd. Intr-adevir
presupunem prin absurd ci existd 11,7, € L (F, F') cu proprietatea ca

o @) = f (@ =T (= )]

—0,i=1,2
a—a |z — all
si astfel incat T; # T5. Atunci
mnMNx—w—Tﬂﬁ—WH:Q
eA [ — all

si ca urmare pentru orice € > 0 exista 0. > 0 astfel incat pentru orice z € A,
r #aculr—al| <0 rezultad

|17y (x —a) = T5 (x — a)
|l = a

<eE.

Deoarece a € A gi A este o multime deschisa, exista r, > 0 astfel incat
B(a,r,) C A. Ca urmare pentru orice z # a cu ||z —a| < min{é.,7r,}
rezulta
1Ty (z —a) = T5 (z—a)|
| — all
Fie y € F astfel incat 17 (y) # T (y). Evident y # 0. Daca ludm = = a+ty

cu [t] < %, atunci ||z — a|| < min {0.,7,} si ca urmare

<eE.

1Ty (y) — tT3 ()|
[ [yl
171 (y) =T (v)l

[yl
1Ty () = T2 (W)l < ellyll

Trecand la limita cu e — 0, obtinem contradictia T} (y) = Ts (y).

Aplicatia T' din definitia 5.3.5, dacd existd, se numeste diferentiala (de
ordinul I) sau diferentiala Fréchet a functiei f in punctul a si se noteaza cu
df,. Daca A; este o submultime a multimii deschise A, functia f : A — F se
numesgte diferentiabila pe A, daca este diferentiabila in orice punct a € Aj.
Daca

€

Ar={a€ A: f:A— F este diferentiabild in a},
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se noteazd cu df functia df : Ay — L (E, F) care asociaza fiecarui element
a € Ay diferentiala functiei f in a, adica functia definita prin

df (a) = df, pentru orice a € Ay.
Functia df este numita diferentiala (de ordinul I) a functiei f.

Exemple 5.3.6 Fie E gi F' doua spatii normate peste acelasi corp K (K =
R sau K = C), A C E o submultime deschisa, f : A — F o functie si
a € A.

1. Daca f este constanta, atunci f este diferentiabila in a gi df, = 0.

2. Daca f este restriclia la A a unei aplicatii liniare i continue f:E—
F, atunci f este diferentiabila in a si df, = f.

3. Daca g : A — K este o functie diferentiabila in a si v € F, atunci
functia f : A — F, definita prin

f(x) =g (x)v pentru orice x € A,
este diferentiabila in a gi pentru orice v € E
df, (z) = dg, (z)v.

(Intr-adevir, daci definim T : E — F, T (z) = dg, (x) v pentru orice
r € FE, atunci T este liniara st continua $t

iy 1 (@) = f(a) = T'(z — a) (9 (x) —g(a) —dga (z — a)) v

= lim |

e o —al o o= al
o l9@) = g (@) — dg (2 — ) o]
= v al
= 0.

Ca urmare f este diferentiabila in a si df, (v) = T (z) = dg, (z)v
pentru orice v € E.)

Propozitia 5.3.7 (Legatura dintre diferentiabilitate si derivabilitate)
Fie A C R o multime deschisa, E un spatiu normat real, f : A — E o
functie si a € A. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
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1. f este diferentiabila in a.
2. f este derivabila in a.

In plus, daca f este diferentiabila in a, atunci df, (z) = zf' (a) pentru
orice v € R, iar f'(a) = df, (1). Mai mult, avem ||df,|| = || f' (a)|| (unde
lldfa|| este norma lui df, ca aplicatie liniara iar || f' (a)|| este norma lui ' (a)
ca element in E).

Demonstratie. 1 => 2. Deoarece

i | s (7))~ a1 1)
_ iy 1 (@) = f(a) = dfe (v — a))]|
r—a |x—a!
= 0,

rezulta ca f este derivabild in a si f’' (a) = df, (1).
2 => 1. Deoarece

I(f () = f (@) = (x = a) f"(a))]]

lim

Tr—a |$_a|
- “}}2}1 (mia) (f (#) = f (@) = f'(a)
= 0,

rezultd cd [ este diferentiabild in a i df, : R — F, df, (x) =.zf' (a) pentru
orice z € R.
Din faptul ca pentru orice z € R,

ldfa ()| = [lzf (@)l =[] [/ (@)
rezultd ca ||df,|| = ||f' (a)]|. =

Propozitia 5.3.8 Fie E g1 F doua spatii normate peste acelagi corp K
(K =R sau K =C), A C E o submultime deschisa, a € A, f: A— F o
functie si T € L(E, F). Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
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1. f este diferentiabila in a si df, =T.

2. Exista o functie e; : A — F cu proprietatea ca lim ey () = 0 gi astfel
incdt
f@)=f(a)+T(z—a)+|x—ales(z) pentru orice x € A.

Demonstratie. 1 => 2. Daca luadm ¢; : A — F definita prin

€f<]}):{ Hx—ia“f(x)_f(a)—T(I—a)),dacéx;éa

0, daca r =a

pentru orice x € A, atunci din definitia diferentiabilitdtii in a rezulta ca
lim, ,,ef(z) =0.
2=>1. Avem
1
lim ——— (f () — f (a) = T'( — a)) = lim = () = 0,

a7 — a o
si ca urmare f este diferentiabila in a sidf, =T. =

Propozitia 5.3.9 (Diferentiabilitatea = continuitatea) Fie E gi F' doua
spatii normate peste acelagi corp K (K = R sau K = C), A C E o
submultime deschisa si f : A — F o functie. Daca f este diferentiabila in

a, atunci f este continua in a.

Demonstratie. Deorece f este diferentiabila in a, exista o functie ¢ :
A — F cu proprietatea ca lim €7 (z) = 0 si astfel incat
r—a

f(z)=f(a)+dfs(r —a)+ ||z —al|les (x) pentru orice z € A.
Ca urmare

lim | (2) ~ £ (a)|

lim [[df, (2 — a) + | — all 5 ()]

< lim |ldf (2 — @)+ lim |1z a1 (&)
< lim 4% |(@ = a) | + lim [l — all ¢ (@)
= 0.

In consecinti, lim, ., ||f (¥) — f (a)|| = 0 sau echivalent

lim f () = f (a).
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5.3.2 Operatii cu functii diferentiabile

Propozitia 5.3.10 Fie E si F' doua spatii normate peste acelagi corp K
(K =R sau K =C), A C E o submullime deschisd, a € A, f,g: A — F
o functii si A, p € K. Daca f si g sunt diferentiabile in a, atunci functia
M+ pg este diferentiabila in a s

d(Af + 1g), = Adfa + pdga.
Demonstratie. Deorece f si g sunt diferentiabile in a exista doua functii
£r,eq © A — F cu proprietatile cd limes () = 0, lime, (z) = 0 si astfel
incat pentru orice x € A: o o
f@) = fla)+dfa(z—a)+|z—ales(z)
g(x) = gla)+dgs(z—a)+|lz—ale(x).

Ca urmare

Af () + pg (x) = Af (a) + pg (a) + (Adfa + pdga) (v — a) +
|z —all (Aeg () + peg () -
Cum lim Aef (z) + pey (z) = 0, conform propozitiei 5.3.8, rezulta ca A f + g
este dxigt;}engiabﬂé inasid\f+pg), = Adfe + pdg,. m

Teorema 5.3.11 (Diferentierea functiilor compuse) Fie E, F i G trei
spatii normate peste acelagi corp K (K = R sau K = C) , A C FE o
submultime deschisa, B C F' o submultime deschisa, f: A — B sig: B —
G doua functii. Daca f este diferentiabila in a si g este diferentiabila in
f (a), atunci functia g o f este diferentiabila in a gi

d(go f), = dgsa) o dfa-

Demonstratie. Se tine cont de propozitiei 5.3.8 (vezi [N. Boboc, Curs de
analiza reala gi complexa/Diferentiabilitate (1), p. 18 , Universitatea din
Bucuresti, 1974]). m

Propozitia 5.3.12 Fie E,F\,F5, ..., F,,, m+ 1 spatii normate peste acelast
corp K (K =R sau K = C), A C E o submultime deschisa, a € A
si [ = (fi,foy ey fn) A — Fy X Fox ... x Fy, o functie (pentru orice
i€ {1,2, ..., m}, fi = pryof, unde pr; : I} X Fox ... x F,, — F,
pri (1, X2, ..., T) = ;). Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
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1. f este diferentiabila in a.
2. Pentru orice i € {1,2, ..., m}, f; este diferentiabila in a.

Daca f este diferentiabila in a, atunci pentru orice x € E avem

dfa (z) = (dfr, (x) , dfs, (), ... dfm, (7)) -

Demonstratie. 1 => 2. Deoarece pentruoricei € {1,2, ..., m}, pr; : FiX
Fyx ... x F,, — F; este o aplicatie liniara, rezulta ca pr; este diferentiabila in
orice punct si in plus, dpr; (f (a)) = pr;. Conform propozitiei 5.3.11, tinand
cont ca f; = pr; o f, rezulta f; diferentiabila si

dfi, = dpri, ., © dfe = priodf,.
2 => 1. Pentru orice i € {1,2, ..., m}, consideram functia w; : F; —
) x Fyx ... x F,, definita prin
u; () = (0,0,...,0,2,0,...0)
(pri (ui (z)) = )

m
pentru orice € F;. Este usor de observat ca Y u; (x;) = (21, X2, ..., Tp) $i

=1
Ca urmare

i wi (i (1) = (1 (@) fo (2) oo fon (2)) = £ ()

penrtru orice z € A. Conform propozitiei 5.3.11 u; o f; este diferentiabila
m
in a, iar conform propozitiei 5.3.10 > u; o f; (adicd f) este diferentiabila in

i=1
a. N

Teorema 5.3.13 (Teorema cresterilor finite) Fie E gi F' doud spatii
normate peste acelagi corp K (K =R sau K =C) , A C E o submultime
deschisa, a,b € A i f : A — F o functie diferentiabila pe A. Daca multimea

(a,0) ={(1—t)a+tb: t e (0,1)}
este inclusa in A, atunci

1f (0) = f (@)l < sup |ldfy[[[[b—all -

ye(a,b)

10
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Demonstratie. Dacd sup,c(,y ||df,|| = oo, atunci rezultatul este evident.
Presupunem M = sup,c(, 5 [|dfy || < 0o si consideram functile g : [0, 1] — R,
definitd prin g (z) = M ||b — a|| © pentru orice x € R i ¢ : [0,1] — [a, ]
C A C FE definita prin ¢ () = (1 — 2) a+xb pentru orice z € [0, 1]. Functia
¢ este derivabilg in orice punct zy. Intr-adevir, avem

1

I - = i - —20) b

Jim (@ @) —¢ (@) = lm - ((—z+zo)at (v - 20)b)
= b—a,

de unde rezultd ci ¢ este derivabild in zg si ¢’ (x9) = b — a. Conform
propozitiei 5.3.7, ¢ este diferentiabild si pentru orice x € [0, 1]

de, (t) =t (x) =t (b— a) pentru orice t € R.

si deci

lde, (DI = [t Ib = all
de unde deducem ||dy,| = ||b —al||. Din propozitia 5.3.11 f o ¢ este
diferentiabila in orice punct z € [0,1] si

d(fop), = (dfow o dpy) -
Ca urmare pentru orice z € (0, 1)
ld (f o), I < [|df o || Azl < M [0~ all
si aplicand din nou propozitia 5.3.7, f o ¢ este derivabila si
[(foe) @] =lld(fop)l <Mb—a

Deoarece ||f' (z)]] < ¢ (z) pentru orice x € (0,1), conform teoremei 5.1.8
(J. Dieudonné), avem

I(fe@) (1) = (Fop) () < g(1)—g(0)= il(lpb)lldfyll 16— all
1f (e (1) = Fle )] < zl(lpb)lldfyll 16— all
1F () = fla)l < zl(lpb)lldfyll 16— all-
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5.4 Derivata dupa o directie

Fie E un spatiu normat peste corpul K (K = Rsau K =C), AC E o
submultime deschisa, a € A si f : A — R o functie. Pentru orice v € E,
v # 0, exista r > 0 astfel incat functia g, : {t: |t| <7} = R, gra0 (t) =
f (a + tv) pentru orice ¢ cu |t| < r, si fie corect definitd (adicd a + tv € A
pentru orice ¢ cu |t| < 7). Intr-adevar, multimea A fiind deschisi si a € A,

existd ¢ > 0 astfel incat B (a,e) C A. Dacd luam r = ﬁ atunci pentru

vl|?
orice t cu cu |[t| < r avem |la — (a +tv)|| = ||—tv]| = |t|||v| < r|v| =

Ll||v|| = ¢ gideci a+tv € B(a,e) C A.

l[o]

Definitia 5.4.1 (Derivata dupa o directie) Fie E un spatiu normat peste
corpul K (K =R sau K = C), A C E o submultime deschisa, a € A i
v € E nenul (v+#0). Functia f: A — K se numeste derivabila in a dupa

directia v (sau diferentiabila Géateaux in a dupa directia v) Y eisti in K

limita ;
o Flatt) = f o)
t—0 t
Daca exista limita precedenta se moteaza cu % (a) gi se numeste derivata

lui [ in punctul a dupa directia v (sau diferentiala Géateaux a lui f in a
dupa directia v ).

Daca
Ap,={ae A: f:A— R este derivabild dupd directia v in a},

se noteaza cu % functia % : Ay, — K care asociaza fiecarui element
a € Ay, derivata functiei f in punctul a dupa directia v, adica functia
a— g—i (a)[: Af, — K]. Functia % este numita derivata dupa directia v a
functiei f.

Este usor de observat ca daca corpul K este R, atunci functia f este
derivabild in a dupa directia v daca si numai daca gy, este derivabila in 0

si in plusgl (a) = g, (0)-
Propozitia 5.4.2 (Operatii cu functii derivabile dupa o directie) Fie
E un spativ normat peste corpul K (K = R sau K = C), A C F o

submultime deschisa, a € A siv € E nenul (v # 0). Fie f,g: A — K
doua functii derivabile in a dupa directia v. Atunci:
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. Pentru orice A\ € K\ {0}, functia f este derivabild in a dupa directia

v gi % (a) = /\% (a).

. Pentru orice \, n € K, funclia \f + pg este derivabila in a dupa
directia v §i

ONf+pg), _0f g

— g, (@) =Ag-(a) +uzn(a).
. fg este derivabila in a dupa directia v §i

9(f9) g of

22 (@) = £ (@) o2 (a) + 9 (@) 5 (0).

. Daci f (z) # 0 pentru orice x € A, atunci functia % este derivabild

f
in a dupa directia v si

2(3) 1o
85 (a):_fg—m)%(a)'

. Daca g (x) # 0 pentru orice x € A, atunci g este derwabila in a dupa
directia v §1

b
’ §j> @ = (10 F @-r@ P @),

Demonstratie. Se utilizeaza definitia derivatei dupa o directie si inegalitati
de tipul

law + Byl| < laf [|z]| + |5l [ly]] pentru orice a, § € K si x,y € E.

Propozitia 5.4.3 (Diferentiabilitatea => derivabilitatea dupd orice
directie) Fie E un spatiu normat peste corpul K (K = R sau K = C),
A C E o submultime deschisa, a € A gi f : A — R o functie. Daca f este
diferentiabila in a, atunci f este derwabila in a dupa orice directie v € E

(v#0) si

of
% (a) = dfa (v)

13
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Demonstratie. Deorece f este diferentiabild in a, conform propozitiei
5.3.8 exista o functie €5 : A — E cu proprietatea cd lim ¢ (x) = 0 si astfel
r—a

incat pentru orice x € A avem

f(x)=f(a)+dfo(z—a)+ |z —allef(z).

Mai departe, tindnd cont ca exista r > 0 astfel incat a+tv € A pentru orice
t cu |t| < r gl inlocuind in egalitatea anterioara r = a + tv, rezulta

fla+tv) = f(a)+dfa(tv) + [ltv] e ()
flattv) = f(a)+tdfo(v) + [t][[o] ef (2).

Asgadar pentru orice t # 0 cu [t| < r obtinem

PO =T _ g, )+ Wz )
de unde rezulta
i =IO iy i, )4 o 2 )
= () + ol lim e ()
= dfa (v)
In consecints, f este derivabild in ¢ dupd directia v € E si % (a) = df, (v).

5.5 Derivate partiale

Definitia 5.5.1 (Derivata partiald) Fie A C R" o submultime deschisa
gia € A. Functia f: A = R, (21,22, ..., Tp) EN f (1,29, ..., x,), sSe numeste

derivabila partial in a in raport cu variabila zy (k € {1,2,...,n}) 24 f este
derivabila in a dupa directia e, = (0,0,...0,1,0,...,0) (cel de al k-lea vector
of

al bazei canonice din R™) . Daci exista 2L (a) se noteazi cu 2L (a) (sau
8ek 8a:k

Dyf (a), sau f, (a)) si se numeste derivata partiala (de ordinul I) a lui f
in punctul a in raport cu variabila xy,.

14
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Daca

App={ae A: f:A— R este derivabild partial in raport cu z},

se noteaza cu aan functia TJ; Arr — R care asociaza fiecarui element

a€ Ay derivata partiala a functiei f in punctul a in raport cu variabila
xy, adica functia a — 8—xf (a)[: A — R]. Functia 5+ af este numita derivata
partiala in raport cu variabila xr a functiei f.

Dacid A C R™ este o multime deschisa, a = (aq,as, ...

{1,2,...,n}, atunci multimea

Jan) € Al k €

={z e R: (a1, as,...,045-1, T, Q41, ..., an) € A}
este deschisd. Intr-adevar, dacs Vra R — R" este functia definitd prin
Pk.a (.CC) = (ala A2y ey Qf—1, Ly At 15 - a/n) , T € R;

atunci ¢, este continua si Ay, = gp,;; (A) deci Ay, este o multime deschisa.
Consideram fuctia fiq @ Ar, — R, numita functia partiala de indice k
asociata functier f si punctului a, definita prin

fk,a (%) = f ((al, ag, ..., A1, L, A1 1y ---, an))

pentru orice © € Ay ,. Atunci

f(a+tey) — f(a)

lim
t—0 t

_ lim f (ab ag, ..., ak_1, 0 + 1, Ay, ..., Gn) - f (Gh a2, -'-7%)
t—0 t

a t - a

_ lim Jra(ap +1) = fra (ag)
t—0 t

_ lim fk,zz (x) - fk,a (ak).

r=ap+t x—ag Tr — ag

In consecintd, f este derivabils partial in @ in raport cu variabila x;, daci si
numai daca functia partiala de indice k asociata functiei f si punctului a,
fr.a, este derivabild in ay, si in plus ]; (a) = fi. (ax). Deoarece functia fy
este o functie reala de o variabila reala rezulta ca pentru calculul derivatei
partiale g—;; (a) se pot aplica formulele de derivare din propozitia 5.1.4.
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Propozitia 5.5.2 (Operatii cu functii derivabile partial) Fie A C R"
o submultime deschisa, k € {1,2,...n} sia € A. Fie f,g : A — R,

/ g Y
(1, T2y ey ) ¥ f (21,20, .y xy), (T1,%2,...,2,) — g (21,22, ...,2,) doud

functii derivabile partial in a in raport cu variabila xy. Atunci:

1. Pentru orice A\, p € R, functia \f + pg este deriwabila partial in a in
raport cu variabila ) $i

O (M + pg)

(a) = %
8xk al’k

gy (V)

2. fg este derivabila partial in a in raport cu variabila x) si

2(f9) %9 Ji
G @) = £ (0) 5 (@) + 9 (@) 52 (a).

3. Daca f (x) # 0 pentru orice x € A, atunci functia % este dderivabila
partial in a in raport cu variabila xy, i

o) (;) (@) = — 1 af
Oxy, 12 (a) Oxy,

(@)

4. Daca g (x) # 0 pentru orice z € A, atunci L g este derivabila partial in
a in raport cu variabila xy §1

f
i;;} @ = (90 5L @ - 1@ 7 ).

Demonstratie. Este o consecinta directa a propozitiei 5.4.2 sau se poate
utiliza propozitia 5.1.3 si faptul ca o functie f este derivabila partial in a
in raport cu z; daca si numai daca f;,, este derivabila in a; si in plus
g (a) = fra (). =

In cazul n = 2 vom scrie (x,y) in loc de (21, 73), iar in cazul n = 3 vom
scrie (z,y, z) in loc de (x1, 9, x3). Ca urmare vom nota derivatele partiale

ale unei functii f de dou# variabile (respectiv de trei variabile) cu 2L gi 92

5 Si 55
X
af of si 8f)

Jy
(respectiv cu 2L, 3, S8 52
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Exemple 5.5.3 Sa se calculeze derivatele partiale ale urmatoarelor functii:

1. f:R?2 =R, f(z,y) = 23sin? (y) pentru orice (z,y) € R2.
R: Avem

2. f:R
R:
of
O

of

ay

of

0z

af
af

8_$(x7y)

By (z,y) = 2°(sin? (y)); = 2°2sin (y) cos (y) =

= sin’(y) (x3); = sin? (y) 32% = 327 sin® (y)

% sin (2y) .

— R, f(z,y,2) = €™’ cos (2) pentru orice (z,y,z) € R3.

Avem

(,9,2)

(z,9,2)

(z,y,2)

cos ( (e"”y )x = cos (z) ™ (:cy2); = cos (2) "y
e’ cos (2)

cos ( <exy ); = cos (z) e*¥’ (a:yz); = cos (2) ez (2y)

2xye™” cos (2)

e’ (cos (2))’

' — " (—sin(z)) = —sin (2) V.
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