
Analiz¼a Matematic¼a - Curs 7

M¼ad¼alina Roxana Buneci



Cuprins
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5.3.1 Difereņtiala de ordinul I . . . . . . . . . . . . . . . . 3
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Capitolul 5

Calcul difereņtial (continuare
din cursul 6)

5.3 Funçtii difereņtiabile

5.3.1 Difereņtiala de ordinul I

De�ni̧tia 5.3.1 Fie V şi W dou¼a spaţii liniare peste corpul K (K = R sau
K = C). O aplicaţie f : V ! W se numeşte liniar¼a dac¼a şi numai dac¼a

f(�x+ �y) = �f(x) + �f(y) pentru orice �; � 2 K şi x; y 2 V .

Prezent¼am pe scurt câteva rezultate legate de aplica̧tiile liniare (vezi de
exemplu, [N. Boboc, Curs de analiz¼a real¼a şi complex¼a/Difereņtiabilitate
(1), p. 1-12 , Universitatea din Bucureşti, 1974]).

Teorema 5.3.2 Fie V şi W dou¼a spaţii liniare peste corpul K (K = R sau
K = C). Dac¼a f : V ! W este o aplicaţie liniar¼a, iar V şi W sunt spaţii
normate, atunci urm¼atoarele a�rmaţii sunt echivalente:

1. f este continu¼a.

2. f este continu¼a în origine .

3. Exist¼aM > 0 cu proprietatea c¼a jjf(x)jj �M jjxjj pentru orice x 2 V .
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4. sup
kxk�1

kf(x)k <1.

Propozi̧tia 5.3.3 Fie V şi W dou¼a spaţii liniare peste corpul K (K = R
sau K = C). Dac¼a f : V ! W este o aplicaţie liniar¼a şi V este �nit
dimensional, atunci f este continu¼a.

Teorema 5.3.4 (Norma unei aplica̧tii liniare) Fie V şi W dou¼a spaţii
liniare peste corpul K (K = R sau K = C). Vom nota cu L (V;W ) spaţiul
aplicaţiilor liniare şi continue f : V ! W . Pentru orice f 2 L(V;W ), avem

sup
kxk�1

kf(x)k = inf fM > 0 : jjf(x)jj �M jjxjj pentru orice x 2 V g :

Dac¼a pentru orice f 2 L (V;W ), de�nim kfk = sup
kxk�1

kf(x)k (norma

aplicaţiei liniare f), atunci (L(V;W ); jj�jj) devine un spaţiu normat. Spaţiul
L (V;W ) este denumit spaţiul operatorilor liniari şi m¼arginiţi de�niţi pe V
cu valori în W , iar elementele din L (V;W ) se mai numesc operatori liniari
m¼arginiţi.
Spaţiul operatorilor liniari şi m¼arginiţi L (V;W ) este spaţiu Banach dac¼a

şi numai dac¼a W este spaţiu Banach.

Dac¼a V este un spa̧tiu normat peste corpul K (K = R sau K = C),
atunci spa̧tiul normat L(V;K) se numeşte dualul lui V şi se noteaz¼a V 0.

De�ni̧tia 5.3.5 (Difereņtiala) Fie E şi F dou¼a spaţii normate peste acelaşi
corp K (K = R sau K = C) , A � E o submulţime deschis¼a, B � F ,

f : A! B o funcţie şi a 2 A. Funcţia f se numeşte diferenţiabil¼a în a def,
exist¼a o aplicaţie liniar¼a şi continu¼a T : E ! F (adic¼a T 2 L (E;F )) cu
proprietatea c¼a

lim
x!a

1

kx� ak (f (x)� f (a)� T (x� a)) = 0

(sau echivalent limx!a
kf(x)�f(a)�T (x�a)k

kx�ak = 0)
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Aplica̧tia T din de�ni̧tia precedent¼a dac¼a exist¼a este unic¼a. Într-adev¼ar
presupunem prin absurd c¼a exist¼a T1,T2 2 L (E;F ) cu proprietatea c¼a

lim
x!a

kf (x)� f (a)� Ti (x� a)k
kx� ak = 0, i = 1; 2

şi astfel încât T1 6= T2. Atunci

lim
x!a
x2A

kT1 (x� a)� T2 (x� a)k
kx� ak = 0,

şi ca urmare pentru orice " > 0 exist¼a �" > 0 astfel încât pentru orice x 2 A,
x 6= a cu kx� ak < �" rezult¼a

kT1 (x� a)� T2 (x� a)k
kx� ak < ".

Deoarece a 2 A şi A este o muļtime deschis¼a, exist¼a ra > 0 astfel încât
B (a; ra) � A. Ca urmare pentru orice x 6= a cu kx� ak < min f�"; rag
rezult¼a

kT1 (x� a)� T2 (x� a)k
kx� ak < ".

Fie y 2 E astfel încât T1 (y) 6= T2 (y). Evident y 6= 0. Dac¼a lu¼am x = a+ ty
cu jtj < minf�";rag

kyk , atunci kx� ak < min f�"; rag şi ca urmare

ktT1 (y)� tT2 (y)k
jtj kyk < "

kT1 (y)� T2 (y)k
kyk < "

kT1 (y)� T2 (y)k < " kyk

Trecând la limit¼a cu "! 0, ob̧tinem contradiçtia T1 (y) = T2 (y).
Aplica̧tia T din de�ni̧tia 5.3.5, dac¼a exist¼a, se numeşte diferenţiala (de

ordinul I) sau diferenţiala Fréchet a funçtiei f în punctul a şi se noteaz¼a cu
dfa. Dac¼a A1 este o submuļtime a muļtimii deschise A, funçtia f : A! F se
numeşte diferenţiabil¼a pe A1 dac¼a este difereņtiabil¼a în orice punct a 2 A1.
Dac¼a

Af = fa 2 A : f : A! F este difereņtiabil¼a în ag ,

5



M¼ad¼alina Roxana Buneci

se noteaz¼a cu df funçtia df : Af ! L (E;F ) care asociaz¼a �ec¼arui element
a 2 Af difereņtiala funçtiei f în a, adic¼a funçtia de�nit¼a prin

df (a) = dfa pentru orice a 2 Af .

Funçtia df este numit¼a diferenţiala (de ordinul I) a funçtiei f .

Exemple 5.3.6 Fie E şi F dou¼a spaţii normate peste acelaşi corp K (K =
R sau K = C) , A � E o submulţime deschis¼a, f : A ! F o funcţie şi
a 2 A.

1. Dac¼a f este constant¼a, atunci f este diferenţiabil¼a în a şi dfa = 0.

2. Dac¼a f este restricţia la A a unei aplicaţii liniare şi continue ~f : E !
F , atunci f este diferenţiabil¼a în a şi dfa = ~f .

3. Dac¼a g : A ! K este o funcţie diferenţiabil¼a în a şi v 2 F , atunci
funcţia f : A! F , de�nit¼a prin

f (x) = g (x) v pentru orice x 2 A,

este diferenţiabil¼a în a şi pentru orice x 2 E

dfa (x) = dga (x) v.

(Într-adev¼ar, dac¼a de�nim T : E ! F , T (x) = dga (x) v pentru orice
x 2 E, atunci T este liniar¼a şi continu¼a şi

lim
x!a

kf (x)� f (a)� T (x� a)k
kx� ak = lim

x!a

k(g (x)� g (a)� dga (x� a)) vk
kx� ak

= lim
x!a

jg (x)� g (a)� dga (x� a)j kvk
kx� ak

= 0.

Ca urmare f este diferenţiabil¼a în a şi dfa (x) = T (x) = dga (x) v
pentru orice x 2 E.)

Propozi̧tia 5.3.7 (Leg¼atura dintre difereņtiabilitate şi derivabilitate)
Fie A � R o mulţime deschis¼a, E un spaţiu normat real, f : A ! E o
funcţie şi a 2 A. Urm¼atoarele a�rmaţii sunt echivalente:
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1. f este diferenţiabil¼a în a.

2. f este derivabil¼a în a.

În plus, dac¼a f este diferenţiabil¼a în a, atunci dfa (x) = xf 0 (a) pentru
orice x 2 R, iar f 0 (a) = dfa (1). Mai mult, avem kdfak = kf 0 (a)k (unde
kdfak este norma lui dfa ca aplicaţie liniar¼a iar kf 0 (a)k este norma lui f 0 (a)
ca element în E).

Demonstra̧tie. 1 => 2. Deoarece

lim
x!a





 1

(x� a) (f (x)� f (a))� dfa (1)






= lim
x!a





 1

(x� a) (f (x)� f (a)� dfa (x� a))






= lim
x!a

k(f (x)� f (a)� dfa (x� a))k
jx� aj

= 0,

rezult¼a c¼a f este derivabil¼a în a şi f 0 (a) = dfa (1).
2 => 1. Deoarece

lim
x!a

k(f (x)� f (a)� (x� a) f 0 (a))k
jx� aj

= lim
x!a





 1

(x� a) (f (x)� f (a))� f
0 (a)






= 0,

rezult¼a c¼a f este difereņtiabil¼a în a şi dfa : R! F , dfa (x) =.xf 0 (a) pentru
orice x 2 R.
Din faptul c¼a pentru orice x 2 R,

kdfa (x)k = kxf 0 (a)k = jxj kf 0 (a)k

rezult¼a c¼a kdfak = kf 0 (a)k.

Propozi̧tia 5.3.8 Fie E şi F dou¼a spaţii normate peste acelaşi corp K
(K = R sau K = C), A � E o submulţime deschis¼a, a 2 A, f : A ! F o
funcţie şi T 2 L (E;F ). Urm¼atoarele a�rmaţii sunt echivalente:
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1. f este diferenţiabil¼a în a şi dfa = T .

2. Exist¼a o funcţie "f : A! F cu proprietatea c¼a lim
x!a

"f (x) = 0 şi astfel
încât

f (x) = f (a) + T (x� a) + kx� ak "f (x) pentru orice x 2 A.

Demonstra̧tie. 1 => 2. Dac¼a lu¼am "f : A! F de�nit¼a prin

"f (x) =

� 1
kx�ak (f (x)� f (a)� T (x� a)) , dac¼a x 6= a

0, dac¼a x = a

pentru orice x 2 A, atunci din de�ni̧tia difereņtiabilit¼a̧tii în a rezult¼a c¼a
limx!a "f (x) = 0.
2 => 1: Avem

lim
x!a

1

kx� ak (f (x)� f (a)� T (x� a)) = limx!a "f (x) = 0,

şi ca urmare f este difereņtiabil¼a în a şi dfa = T .

Propozi̧tia 5.3.9 (Difereņtiabilitatea ) continuitatea) Fie E şi F dou¼a
spaţii normate peste acelaşi corp K (K = R sau K = C) , A � E o
submulţime deschis¼a şi f : A ! F o funcţie. Dac¼a f este diferenţiabil¼a în
a, atunci f este continu¼a în a.

Demonstra̧tie. Deorece f este difereņtiabil¼a în a, exist¼a o funçtie "f :
A! F cu proprietatea c¼a lim

x!a
"f (x) = 0 şi astfel încât

f (x) = f (a) + dfa (x� a) + kx� ak "f (x) pentru orice x 2 A.
Ca urmare

lim
x!a

kf (x)� f (a)k = lim
x!a

kdfa (x� a) + kx� ak "f (x)k

� lim
x!a

kdfa (x� a)k+ lim
x!a

kx� ak k"f (x)k

� lim
x!a

kdfak k(x� a)k+ lim
x!a

kx� ak k"f (x)k
= 0.

În conseciņt¼a, limx!a kf (x)� f (a)k = 0 sau echivalent
lim
x!a

f (x) = f (a) .

8



Analiz¼a Matematic¼a - curs 7

5.3.2 Opera̧tii cu funçtii difereņtiabile

Propozi̧tia 5.3.10 Fie E şi F dou¼a spaţii normate peste acelaşi corp K
(K = R sau K = C) , A � E o submulţime deschis¼a, a 2 A, f ,g : A ! F
o funcţii şi �, � 2 K. Dac¼a f şi g sunt diferenţiabile în a, atunci funcţia
�f + �g este diferenţiabil¼a în a şi

d (�f + �g)a = �dfa + �dga.

Demonstra̧tie. Deorece f şi g sunt difereņtiabile în a exist¼a dou¼a funçtii
"f ,"g : A ! F cu propriet¼a̧tile c¼a lim

x!a
"f (x) = 0, lim

x!a
"g (x) = 0 şi astfel

încât pentru orice x 2 A:

f (x) = f (a) + dfa (x� a) + kx� ak "f (x)
g (x) = g (a) + dga (x� a) + kx� ak "g (x) .

Ca urmare

�f (x) + �g (x) = �f (a) + �g (a) + (�dfa + �dga) (x� a)+
kx� ak (�"f (x) + �"g (x)) .

Cum lim
x!a

�"f (x)+�"g (x) = 0, conform propozi̧tiei 5.3.8, rezult¼a c¼a �f+�g

este difereņtiabil¼a în a şi d (�f + �g)a = �dfa + �dga.

Teorema 5.3.11 (Difereņtierea funçtiilor compuse) Fie E, F şi G trei
spaţii normate peste acelaşi corp K (K = R sau K = C) , A � E o
submulţime deschis¼a, B � F o submulţime deschis¼a, f : A! B şi g : B !
G dou¼a funcţii. Dac¼a f este diferenţiabil¼a în a şi g este diferenţiabil¼a în
f (a), atunci funcţia g � f este diferenţiabil¼a în a şi

d (g � f)a = dgf(a) � dfa.

Demonstra̧tie. Se ţine cont de propozi̧tiei 5.3.8 (vezi [N. Boboc, Curs de
analiz¼a real¼a şi complex¼a/Difereņtiabilitate (1), p. 18 , Universitatea din
Bucureşti, 1974]).

Propozi̧tia 5.3.12 Fie E,F1,F2, :::, Fm m+1 spaţii normate peste acelaşi
corp K (K = R sau K = C) , A � E o submulţime deschis¼a, a 2 A
şi f = (f1; f2; :::; fm) : A ! F1 � F2� ::: � Fm o funcţie (pentru orice
i 2 f1; 2; :::; mg, fi = pri � f , unde pri : F1 � F2� ::: � Fm ! Fi,
pri (x1; x2; :::; xm) = xi). Urm¼atoarele a�rmaţii sunt echivalente:
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1. f este diferenţiabil¼a în a.

2. Pentru orice i 2 f1; 2; :::; mg, fi este diferenţiabil¼a în a.

Dac¼a f este diferenţiabil¼a în a, atunci pentru orice x 2 E avem

dfa (x) = (df1a (x) ; df2a (x) ; :::; dfma (x)) .

Demonstra̧tie. 1 => 2. Deoarece pentru orice i 2 f1; 2; :::; mg, pri : F1�
F2� :::�Fm ! Fi este o aplica̧tie liniar¼a, rezult¼a c¼a pri este difereņtiabil¼a în
orice punct şi în plus, dpri (f (a)) = pri. Conform propozi̧tiei 5.3.11, ţinând
cont c¼a fi = pri � f , rezult¼a fi difereņtiabil¼a şi

dfia = dprif(a) � dfa = pri � dfa.

2 => 1: Pentru orice i 2 f1; 2; :::; mg, consider¼am funçtia ui : Fi !
F1 � F2� :::� Fm de�nit¼a prin

ui (x) = (0; 0; :::; 0; x; 0; :::0)

(pri (ui (x)) = x)

pentru orice x 2 Fi. Este uşor de observat c¼a
mP
i=1

ui (xi) = (x1; x2; :::; xm) şi

ca urmare
mP
i=1

ui (fi (x)) = (f1 (x) ; f2 (x) ; :::; fm (x)) = f (x)

penrtru orice x 2 A. Conform propozi̧tiei 5.3.11 ui � fi este difereņtiabil¼a
în a, iar conform propozi̧tiei 5.3.10

mP
i=1

ui � fi (adic¼a f) este difereņtiabil¼a în
a.

Teorema 5.3.13 (Teorema creşterilor �nite) Fie E şi F dou¼a spaţii
normate peste acelaşi corp K (K = R sau K = C) , A � E o submulţime
deschis¼a, a; b 2 A şi f : A! F o funcţie diferenţiabil¼a pe A. Dac¼a mulţimea

(a; b) = f(1� t) a+ tb : t 2 (0; 1)g

este inclus¼a în A, atunci

kf (b)� f (a)k � sup
y2(a;b)

kdfyk kb� ak .
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Demonstra̧tie. Dac¼a supy2[a;b] kdfyk = 1, atunci rezultatul este evident.
Presupunem M = supy2[a;b] kdfyk <1 şi consider¼am funçtile g : [0; 1]! R,
de�nit¼a prin g (x) = M kb� akx pentru orice x 2 R şi ' : [0; 1] ! [a; b]
� A � E de�nit¼a prin ' (x) = (1� x) a+xb pentru orice x 2 [0; 1]. Funçtia
' este derivabil¼a în orice punct x0. Într-adev¼ar, avem

lim
x!x0

1

x� x0
(' (x)� ' (x0)) = lim

x!x0

1

x� x0
((�x+ x0) a+ (x� x0) b)

= b� a,

de unde rezult¼a c¼a ' este derivabil¼a în x0 şi '0 (x0) = b � a. Conform
propozi̧tiei 5.3.7, ' este difereņtiabil¼a şi pentru orice x 2 [0; 1]

d'x (t) = t'
0 (x) = t (b� a) pentru orice t 2 R.

şi deci
kd'x (t)k = jtj kb� ak

de unde deducem kd'xk = kb� ak. Din propozi̧tia 5.3.11 f � ' este
difereņtiabil¼a în orice punct x 2 [0; 1] şi

d (f � ')x =
�
df'(x) � d'x

�
.

Ca urmare pentru orice x 2 (0; 1)

kd (f � ')xk �


df'(x)

 kd'xk �M kb� ak

şi aplicând din nou propozi̧tia 5.3.7, f � ' este derivabil¼a şi

(f � ')0 (x)

 = kd (f � ')xk �M kb� ak

Deoarece kf 0 (x)k � g0 (x) pentru orice x 2 (0; 1), conform teoremei 5.1.8
(J. Dieudonné), avem

k(f � ') (1)� (f � ') (0)k � g (1)� g (0) = sup
y2(a;b)

kdfyk kb� ak

kf (' (1))� f (' (0))k � sup
y2(a;b)

kdfyk kb� ak

kf (b)� f (a)k � sup
y2(a;b)

kdfyk kb� ak .
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5.4 Derivata dup¼a o direçtie

Fie E un spa̧tiu normat peste corpul K (K = R sau K = C), A � E o
submuļtime deschis¼a, a 2 A şi f : A ! R o funçtie. Pentru orice v 2 E,
v 6= 0, exist¼a r > 0 astfel încât funçtia gf;a;v : ft : jtj < rg ! R, gf;a;v (t) =
f (a+ tv) pentru orice t cu jtj < r, s¼a �e corect de�nit¼a (adic¼a a+ tv 2 A
pentru orice t cu jtj < r). Într-adev¼ar, muļtimea A �ind deschis¼a şi a 2 A,
exist¼a " > 0 astfel încât B (a; ") � A. Dac¼a lu¼am r = "

kvk , atunci pentru
orice t cu cu jtj < r avem ka� (a+ tv)k = k�tvk = jtj kvk < r kvk =
"
kvk kvk = " şi deci a+ tv 2 B (a; ") � A.

De�ni̧tia 5.4.1 (Derivata dup¼a o direçtie) Fie E un spaţiu normat peste
corpul K (K = R sau K = C), A � E o submulţime deschis¼a, a 2 A şi
v 2 E nenul (v 6= 0). Funcţia f : A ! K se numeşte derivabil¼a în a dup¼a

direcţia v (sau diferenţiabil¼a Gâteaux în a dup¼a direcţia v)
def, exist¼a în K

limita

lim
t!0

f (a+ tv)� f (a)
t

.

Dac¼a exist¼a limita precedent¼a se noteaz¼a cu @f
@v
(a) şi se numeşte derivata

lui f în punctul a dup¼a direcţia v (sau diferenţiala Gâteaux a lui f în a
dup¼a direcţia v).

Dac¼a

Af;v = fa 2 A : f : A! R este derivabil¼a dup¼a direçtia v în ag ,

se noteaz¼a cu @f
@v
funçtia @f

@v
: Af;v ! K care asociaz¼a �ec¼arui element

a 2 Af;v derivata funçtiei f în punctul a dup¼a direçtia v, adic¼a funçtia
a 7! @f

@v
(a) [: Af;v ! K]. Funçtia @f

@v
este numit¼a derivata dup¼a direcţia v a

funçtiei f .
Este uşor de observat c¼a dac¼a corpul K este R, atunci funçtia f este

derivabil¼a în a dup¼a direçtia v dac¼a şi numai dac¼a gf;a;v este derivabil¼a în 0
şi în plus@f

@v
(a) = g0f;a;v (0).

Propozi̧tia 5.4.2 (Opera̧tii cu funçtii derivabile dup¼a o direçtie) Fie
E un spaţiu normat peste corpul K (K = R sau K = C), A � E o
submulţime deschis¼a, a 2 A şi v 2 E nenul (v 6= 0). Fie f; g : A ! K
dou¼a funcţii derivabile în a dup¼a direcţia v. Atunci:
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1. Pentru orice � 2 K n f0g, funcţia f este derivabil¼a în a dup¼a direcţia
�v şi @f

@(�v)
(a) = �@f

@v
(a).

2. Pentru orice �, � 2 K, funcţia �f + �g este derivabil¼a în a dup¼a
direcţia v şi

@ (�f + �g)

@v
(a) = �

@f

@v
(a) + �

@g

@v
(a) .

3. fg este derivabil¼a în a dup¼a direcţia v şi

@ (fg)

@v
(a) = f (a)

@g

@v
(a) + g (a)

@f

@v
(a) .

4. Dac¼a f (x) 6= 0 pentru orice x 2 A, atunci funcţia 1
f
este derivabil¼a

în a dup¼a direcţia v şi

@
�
1
f

�
@v

(a) = � 1

f 2 (a)

@f

@v
(a) .

5. Dac¼a g (x) 6= 0 pentru orice x 2 A, atunci fg este derivabil¼a în a dup¼a
direcţia v şi

@
�
f
g

�
@v

(a) =
1

g2 (a)

�
g (a)

@f

@v
(a)� f (a) @g

@v
(a)

�
.

Demonstra̧tie. Se utilizeaz¼a de�ni̧tia derivatei dup¼a o direçtie şi inegalit¼a̧ti
de tipul

k�x� �yk � j�j kxk+ j�j kyk pentru orice �; � 2 K şi x; y 2 E.

Propozi̧tia 5.4.3 (Diferenţiabilitatea => derivabilitatea dup¼a orice
direcţie) Fie E un spaţiu normat peste corpul K (K = R sau K = C),
A � E o submulţime deschis¼a, a 2 A şi f : A ! R o funcţie. Dac¼a f este
diferenţiabil¼a în a, atunci f este derivabil¼a în a dup¼a orice direcţie v 2 E
(v 6= 0) şi

@f

@v
(a) = dfa (v) .

13
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Demonstra̧tie. Deorece f este difereņtiabil¼a în a, conform propozi̧tiei
5.3.8 exist¼a o funçtie "f : A! E cu proprietatea c¼a lim

x!a
"f (x) = 0 şi astfel

încât pentru orice x 2 A avem

f (x) = f (a) + dfa (x� a) + kx� ak "f (x) .

Mai departe, ţinând cont c¼a exist¼a r > 0 astfel încât a+ tv 2 A pentru orice
t cu jtj < r şi înlocuind în egalitatea anterioar¼a x = a+ tv, rezult¼a

f (a+ tv) = f (a) + dfa (tv) + ktvk "f (x)
f (a+ tv) = f (a) + tdfa (v) + jtj kvk "f (x) .

Aşadar pentru orice t 6= 0 cu jtj < r ob̧tinem

f (a+ tv)� f (a)
t

= dfa (v) +
jtj
t
kvk "f (x) ,

de unde rezult¼a

lim
t!0

f (a+ tv)� f (a)
t

= lim
t!0

dfa (v) +
jtj
t
kvk "f (x)

= dfa (v) + kvk lim
t!0

jtj
t
"f (x)

= dfa (v)

În conseciņt¼a, f este derivabil¼a în a dup¼a direçtia v 2 E şi @f@v (a) = dfa (v).

5.5 Derivate paŗtiale

De�ni̧tia 5.5.1 (Derivata paŗtial¼a) Fie A � Rn o submulţime deschis¼a
şi a 2 A. Funcţia f : A! R, (x1; x2; :::; xn)

f7! f (x1; x2; :::; xn), se numeşte

derivabil¼a parţial în a în raport cu variabila xk (k 2 f1; 2; :::; ng)
def, f este

derivabil¼a în a dup¼a direcţia ek = (0; 0; :::0; 1; 0; :::; 0) (cel de al k-lea vector
al bazei canonice din Rn) . Dac¼a exist¼a @f

@ek
(a) se noteaz¼a cu @f

@xk
(a) (sau

Dkf (a), sau f 0xk (a)) şi se numeşte derivata parţial¼a (de ordinul I) a lui f
în punctul a în raport cu variabila xk.
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Dac¼a

Af;k = fa 2 A : f : A! R este derivabil¼a paŗtial în raport cu xkg ,

se noteaz¼a cu @f
@xk

funçtia @f
@xk

: Af;k ! R care asociaz¼a �ec¼arui element
a 2 Af;k derivata paŗtial¼a a funçtiei f în punctul a în raport cu variabila
xk, adic¼a funçtia a 7! @f

@xk
(a) [: Af;k ! R]. Funçtia @f

@xk
este numit¼a derivata

parţial¼a în raport cu variabila xk a funçtiei f .
Dac¼a A � Rn este o muļtime deschis¼a, a = (a1; a2; :::; an) 2 A şi k 2

f1; 2; :::; ng, atunci muļtimea

Ak;a = fx 2 R : (a1; a2; :::; ak�1; x; ak+1; :::; an) 2 Ag

este deschis¼a. Într-adev¼ar, dac¼a 'k;a : R! Rn este funçtia de�nit¼a prin

'k;a (x) = (a1; a2; :::; ak�1; x; ak+1; :::; an) , x 2 R,

atunci 'k este continu¼a şi Ak;a = '
�1
k;a (A) deci Ak;a este o muļtime deschis¼a.

Consider¼am fuçtia fk;a : Ak;a ! R, numit¼a funcţia parţial¼a de indice k
asociat¼a funcţiei f şi punctului a, de�nit¼a prin

fk;a (x) = f ((a1; a2; :::; ak�1; x; ak+1; :::; an))

pentru orice x 2 Ak;a. Atunci

lim
t!0

f (a+ tek)� f (a)
t

= lim
t!0

f (a1; a2; :::; ak�1; ak + t; ak+1; :::; an)� f (a1; a2; :::; an)
t

= lim
t!0

fk;a (ak + t)� fk;a (ak)
t

=
x=ak+t

lim
x!ak

fk;a (x)� fk;a (ak)
x� ak

:

În conseciņt¼a, f este derivabil¼a paŗtial în a în raport cu variabila xk dac¼a şi
numai dac¼a funçtia paŗtial¼a de indice k asociat¼a funçtiei f şi punctului a,
fk;a, este derivabil¼a în ak şi în plus

@f
@xk
(a) = f 0k;a (ak). Deoarece funçtia fk;a

este o funçtie real¼a de o variabil¼a real¼a, rezult¼a c¼a pentru calculul derivatei
paŗtiale @f

@xk
(a) se pot aplica formulele de derivare din propozi̧tia 5.1.4.

15
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Propozi̧tia 5.5.2 (Opera̧tii cu funçtii derivabile paŗtial) Fie A � Rn
o submulţime deschis¼a, k 2 f1; 2; :::; ng şi a 2 A. Fie f; g : A ! R,
(x1; x2; :::; xn)

f7! f (x1; x2; :::; xn), (x1; x2; :::; xn)
g7! g (x1; x2; :::; xn) dou¼a

funcţii derivabile parţial în a în raport cu variabila xk. Atunci:

1. Pentru orice �, � 2 R, funcţia �f + �g este derivabil¼a parţial în a în
raport cu variabila xk şi

@ (�f + �g)

@xk
(a) = �

@f

@xk
(a) + �

@g

@xk
(a) .

2. fg este derivabil¼a parţial în a în raport cu variabila xk şi

@ (fg)

@xk
(a) = f (a)

@g

@xk
(a) + g (a)

@f

@xk
(a) .

3. Dac¼a f (x) 6= 0 pentru orice x 2 A, atunci funcţia 1
f
este dderivabil¼a

parţial în a în raport cu variabila xk şi

@
�
1
f

�
@xk

(a) = � 1

f 2 (a)

@f

@xk
(a) .

4. Dac¼a g (x) 6= 0 pentru orice x 2 A, atunci fg este derivabil¼a parţial în
a în raport cu variabila xk şi

@
�
f
g

�
@xk

(a) =
1

g2 (a)

�
g (a)

@f

@xk
(a)� f (a) @g

@xk
(a)

�
.

Demonstra̧tie. Este o conseciņt¼a direct¼a a propozi̧tiei 5.4.2 sau se poate
utiliza propozi̧tia 5.1.3 şi faptul c¼a o funçtie f este derivabil¼a paŗtial în a
în raport cu xk dac¼a şi numai dac¼a fk;a, este derivabil¼a în ak şi în plus
@f
@xk
(a) = f 0k;a (ak).

În cazul n = 2 vom scrie (x; y) în loc de (x1; x2), iar în cazul n = 3 vom
scrie (x; y; z) în loc de (x1; x2; x3). Ca urmare vom nota derivatele paŗtiale
ale unei funçtii f de dou¼a variabile (respectiv de trei variabile) cu @f

@x
şi @f

@y

(respectiv cu @f
@x
, @f
@y
şi @f

@z
).
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Exemple 5.5.3 S¼a se calculeze derivatele parţiale ale urm¼atoarelor funcţii:

1. f : R2 ! R, f (x; y) = x3 sin2 (y) pentru orice (x; y) 2 R2.
R: Avem

@f

@x
(x; y) = sin2 (y)

�
x3
�0
x
= sin2 (y) 3x2 = 3x2 sin2 (y)

@f

@y
(x; y) = x3

�
sin2 (y)

�0
y
= x32 sin (y) cos (y) = x3 sin (2y) .

2. f : R3 ! R, f (x; y; z) = exy2 cos (z) pentru orice (x; y; z) 2 R3.
R: Avem

@f

@x
(x; y; z) = cos (z)

�
exy

2
�0
x
= cos (z) exy

2 �
xy2
�0
x
= cos (z) exy

2

y2

= y2exy
2

cos (z)

@f

@y
(x; y; z) = cos (z)

�
exy

2
�0
y
= cos (z) exy

2 �
xy2
�0
y
= cos (z) exy

2

x (2y)

= 2xyexy
2

cos (z)

@f

@z
(x; y; z) = exy

2

(cos (z))0z = e
xy2 (� sin (z)) = � sin (z) exy2.
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difereņtiala

difereņtiala într-un punct, 5
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