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Capitolul 5

Calcul diferential (continuare
din cursul 7)

5.5 Derivate partiale (continuare din cursul
7)

Teorema 5.5.1 (Formula de calcul a diferentialei) Fie A o submultime
deschisa a lui R" si a € A. Daca functia f : A — R,

(21, T2,y vy Tp) EN fxy, o, ...y xy)

este diferentiabila in a, atunci pentru orice k € {1,2,...,n} functia f este
derivabila partial in a in raport cu variabila x; si

of

o (@) = df(en),

unde e = (0,0,...0,1,0,...,0) este cel de al k-lea vector al bazei canonice
din R™. In plus, pentru orice x = (1, xg, ..., x,) € R™ avem

n 0
df, (z) = kgl 0_56]; (a) zg.

Demonstratie. Faptul ca f este derivabila partial in a in raport cu
variabila zy, si 597’; (a) = df, (ex) este o consecinta directd a propozitiei 5.4.3.
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n
Fie x = (x1, 22, ...,x,) € R". Atunci z = ) xey i ca urmare
k=1

o) =it (S mver) = S ) = £ i ).
k=1 k=1 k=1 Tk
]
Traditional pentru orice k € {1,2,...,n} aplicatiile liniare pry : R" — R
definite prin

DTk (x17$27 LY xn) = Tk, (x17$27 LY xn) e R"

se noteaza cu dxy. Folosind aceste notatii obtinem urmatoarea formula de
calcul a diferentialei (de ordinul I) a functiei f:

df, : R"—=R
n 9

i = 3 (@) dn,
k=1 Ok

In particular, in cazul n = 2 avem

of of

. 2 _
df, : R* = R, df, = e (a) dz + Jy (a) dy
iar in cazul n =3
of of of
. 3 _ -
df, - R° —= R, df, = e (a)dx + 2 (a)dy + P (a)dz.

Conform teoremei 5.5.1 orice functie diferentiabila admite derivate partiale.
In general, reciproca nu este adevarata pentru n > 1.

Teorema 5.5.2 (Criteriu de diferentiabilitate) Fie A C R" o submultime
deschisa si a € A. Daca functia f: A — R,

(T1, %9, ..., Ty) EN fxy,xa, .. xy)

admite derivate partiale in orice punct dintr-o vecinatate V, a punctului a
gt daca deriwatele partiale
af

$'—>8—xk(ﬂf)

sunt continue in a pentru orice k € {1,2,...,n}, atunci functia f este
diferentiabila in a.
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Demonstratie. In cele urmeazi considersm pe R” norma ||| = ||||...
Deoarece V, este vecinitate a punctului a, existd r > 0 astfel incat B (a,r) C
V.. Deoarece functia

of

= oo (x)

8Ik

este continua in a, pentru orice € > 0 exista d. > 0 astfel incat pentru orice
z € B(a,r) cu ||z —al|| <J. sd avem

of of

—_— - = < €. 5.1
o ) " o (a)] <e (5.1)
Fie r. = min{o.,r} si * = (x1,22,...,2,) un punct fixat din B (a,r.).
Consideram punctele
Yo = X
ye = (a1,a9,...,a, Tps1, Thio, .., Ty) pentru orice k € {1,2,....,n}
si observam ca
||yk - CLH = H<0707 "‘Joaxk—i-l = Qg41, Tp42 — Ak425 -y Ty — an)”
< |z —d
< T

Asadar yo, Y1, .-, Yn € B(a,r.). Aplicand teorema cresterilor finite 5.1.9
functiei

F 0
= f (a1,a2> oy A1, by Thy 1, Thy2, @n) - f (yk) - —f (a) (t - ak)

(%k

pe intervalul [}, de capete a; si x; obtinem

| % (21) — Fr (ax)|| < Sup |Fy ()] |2k — axl -
tely

Din faptul ca pentru orice t € I, avem
[(ay, ag, ..., ap—1,t, Tpy1, Tppo, o, ) — af| <z —al| < 7e

5
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rezultd ci (ay, ag, ..., ak—_1,t, Tri1, Tri2, - Tn) € B (a,r:) si ca urmare

0 0
|F]; (t)| - a_:;i;(a17a27"'7ak—17taxk+1axk+27"wxn) - 8_x];(a)
< €
(5.1)
Pe de alta parte
f(x) = fla) = >0 = (a) (zr — ax)
k=1 OTk
n n a
S D SRVACTN B 0) B SR A Y
k=1 k=1 Ok
= IS e 00— 2L (@ (- )
k=1 Tk
< S - Fo - 5 @ - a

k=1
n
< osup|Ep ()] |z — axl
k=1tel}
> foi — i)
< € T — Qg
(5:2) k=1

< enllx—ad

de unde rezulta ca

I Hf(x) ~ i) _é%(a) (wk — ax)

=a [ = all

=0.

Ca urmare, tindnd cont si de faptul ca aplicatia

k=1 0wy, (a) o

(xlv L2y eeny -rn) —
este liniard (si continud), rezultd cd f este diferentiabild in a si

da ) y ey dbn) = a.. .
Ifo (1, 22 Tn) kgl B (a) xy,
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Exemple 5.5.3 Sa se calculeze diferentialele urmatoarelor functii in punctul
a:

1. f:R* -5 R, f(z,y) = In(1+ 22y*) pentru orice (z,y) € R?, a =
(1,-1).

R: Avem
- - - 2p —
or (I,y) 1 +x2y4 ( + a7y )a: 1+ l'2y4y 1 +x2y4
af 1 / 1 493
95 - (1 2,4) _ & 24,3 _ .
Oy (z.9) 1+ 2294 ( Ty )y 1+x2y4$ 1+ 2yt
st deci
0 2xy*
of (1,-1) % —1
ox L+ 2%yt =1
0 4x%y3
a—f(l,—l) — — 2,
y TP wy)=(1,-1)
Deoarece % St g—i sunt continue pe R%gi in particular in a = (1, 1),
rezultd ca [ este diferentiabild in a = (1,—1) i
of of
dfn 1y = —((1,—-1)de+ —=—(1,-1)d
= dx — 2dy.

2. f:R3 = R, f(x,y,2) = arctg (m%) pentru orice (r,y,z) € R3,
a=(1,2,-1).
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R: Avem

g(:c z) = ! J ,
or YT 1+ (3% )2 1 4 2222

1+z222 x
(1 +22:2)’ (1+a%22),
T el T
212>

izt + 20222 + 2 4+ 1

L) = — ()
Oy R 1+(1+§:/222)2 L+ 222" Yy
(1+2222)° 1
- (14 2222)* + 921 + 2222
1+ x222
T oriA g op2? ¢ y2+1
of 2202y
5(‘%’?” ?) = St 20222 424 1

§t ca urmare

0 2wy 2>
a_f(laoa_1> = T4 zyj 2 Y
T rrzt 4 222 +y* 4+ 1 (@,2)=(1.2,—1) 2
0 1 22 1
a_f (1,0,-1) = —— 2+2$2Z 241 4
Yy xE2z2* 4 24z +y + (2,y,2)=(1,2,—1)
0 212 1
—f(l,O,—l) Iy 3;922' 2 9
ox 2t + 20222 + P+ 1y —a2m1y 2
Deoarece %, % 0 % sunt continue pe R3si in particular, in a =
(1,2, —1), rezulta ca f este diferentiabila in a = (1,2, —1) si
af af af
dfie-1y = —(1,2,-1)d —(1,2,-1)d —(1,2,-1)d
f(1,2, 1) 83:'(” )x+ay(>a )y+az(7a )Z
1 1 1
= —=d —d —dz.
5 x+4 Y+ 5 z

8
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Definitia 5.5.4 (Gradient) Fie A C R" o submultime deschisa, a € A
si [ A — R o functie cu proprietatea ca admite derivate partiale in a
in raport cu toate variabilele xy, k € {1,2, ..., n}. Se numeste gradientul
asociat functiei f in punctul a, si se noteazd cu V,f, vectorul

V= (@ L@ @)

,——(a), ...,
0y 0xs oz,

Daca
Ar={a€ A: f este derivabila partial in raport cu toate variabilele}
se noteaza cu V f functia Vf : Ay — R definita prin
Vf(a) =V,.f pentru orice a € Ay
Functia V f este numita gradientul lui f.

Exemplul 5.5.5 Fie f : R3 = R, f(x,y,2) = 23 + 3xy — yz* pentru orice
(z,y,2) € R®. Avem

Vi) = (G G e F @)

= (31‘2 + 3y, 3z — 2%, —4yz3) .

Definitia 5.5.6 Fie A C R" o submultime deschisa si a € A. Functia
f A — R se numeste de clasa C* pe A (si se scrie f € C*(A)) g f
admite derivate partiale in orice punct din A gi derivatele partiale

of

8xk

sunt continue pe A.

Daci f este de clasid C! pe A, atunci f este diferentiabils in orice punct
din a si ca urmare este continua pe A.

Corolarul 5.5.7 Fie A C R" o submultime deschisa, a € A si f: A— R
o functie diferentiabila in a (in particular, o functie de clasa C'). Atunci
pentru orice © = (1, xg, ..., T,) € R™ avem

dfa () = (Vaf, ),

unde (-,-) este produsul scalar canonic pe R™.

9
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Demonstratie. Este consecinta directa a teoremei 5.5.1. =

Definitia 5.5.8 (Matrice jacobiana) Fie A C R™ o submultime deschisa,
a € Agif = (fi,fo s fm) : A — R™ o functie (pentru orice i €
{1,2, ..., m}, fi = prio f, unde pr; : R™ — R, pr; (x1, T, ..., Tm) = ;).
Presupunem ca pentru orice i € {1,2, ..., m}, functia f; : A — R admite
derivate partiale in a in raport cu toate variabilele x;, j € {1,2, ..., n}. Se
numesgte matricea jacobiana asociata functiei f in punctul a, §i se noteaza
cu Jf (a), matricea

) ) P

g—;ﬁ (a) g—; (a) .. ﬁ (a)
Jf () = 3—; (a) a_a;z (@) .. ﬁ (a)

b o R

aan (a) 8%2 (a) .. %ﬂ (a)

Daca m = n, determinantul matricei jacobiene se numeste jacobianul
functiei f (sau determinantul functional al functiilor fi, fa, ..., fu in Taport
cu variabilele xq, s, ..., T,) in punctul a gi se noteazd cu

det (Jf (a)) = DU oienfn) ()

D (z1, o, ..., 7,)

Exemplul 5.5.9 Fie f : R® — R? f(x,y,2) = (2° + 3zyz, v cos (y + 2))
pentru orice (x,y,z) € R3. Avem fi(x,y,2) = 2® + 3zyz, fo(z,y,2) =
xcos(y+ z) §i

Q

Jf(x,y,z) - 9 d
8L (1,y,2) G2 (z,y,2) Y (2,y,2)

_ 3z% + 3yz 3xz 3y
N cos(y+z) —zsin(y+z2) —zsin(y+2) /-

( s (1,y, 2) %—§<x,y,z> U (1,y,2) )

Definitia 5.5.10 Fie A C R" o submultime deschisa, a € A si f =
(f1, fo, s fm) + A — R™ o functie (pentru orice i € {1,2, ..., m}, fi =
prio f, unde pr; : R™ — R, pr; (z1, xa, ..., Xm) = x;). Functia [ se numeste
de clasa C' pe A (si se scrie f € C*(A)) “ toate componentele ei f1, fo,
ery [ sunt de clasa C! pe A.

10
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Evident functiile f = (f1, fa, ..., fm) : A — R™ de clasd C'! sunt diferentiabile
in orice punct din A.

Teorema 5.5.11 Fie A C R" o submultime deschisa, a € A si f =
(f1, fo, o fm) + A — R™ o functie diferentiabila pe A (pentru orice i €
{1,2, ..., m}, fi = priof, unde pr; : R™ — R, pr;(x1, 22, ..., Tm) = x;).
Atunci pentru orice x = (x1, T3, ...,x,) € R" avem

0, o 9
B L@ . B0 (o
i, () = | 7@ 5 (@) - g(a) .
Ofm (\ Ofm (g  Ofm
On (q) Un(q) .. Un(a) | \ @

(ceea ce este echivalent cu faptul ca matricea jacobiana J f (a) este matricea
asociata aplicatier lintare df, : R™ — R™ in bazele canonice din R™, R™ cu
conventia scrierii vectorilor pe coloana,).

Aplicatia df, : R" — R™ este un izomorfism liniar daca si numai daca
m =n gi jacobianul det (J f (a)) # 0.

Demonstratie. Conform propozitiei 5.3.8, f este diferentiabila in a daca
si numai daca toate componentele ei fi, fa, ..., f, sunt diferentiabile in a si

dfa (x) = (dfr, (x) , dfs, (x) ;... dfm, (7))

Pentru orice i € {1,2, ..., m}, conform teoremei 5.5.1, pentru orice z =
(1, T2, ..., T,) € R™ avem

df;, () = kgl agk (a) x.

11
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Ca urmare pentru orice z = (x{,Zo, ..., T € R™ avem
1) L2505 dn

df, (z)" =

=
312
=3
— ’
IS

SN—

8

=

k=1

) 2 i)

g—ﬁ (a) ‘3_2 (a) .. %Tf,ll (a) T
_ | 2@ E@ . §2() 2

b b S

& (a) 82 (a) .. 52 (a) Ty

Aplicatia df, : R® — R™ este un izomorfism liniar daca si numai
daca m = n si matricea asociata aplicatiei liniare df, fixdnd baze in R"si
R™ este inversabild. Ceea ce este echivalent cu Jf (a) inversabild sau cu

det (Jf (a)) £0. m

Exemplul 5.5.12 Fie A C R? o multime deschisi cu proprietatea cia A C
[0,00)xR gi f: A—R% f(p,0) = (pcos (), psin () pentru orice (p,0) €
A. Avem f1(p,0) = pcos(0), f2(p,0) = psin(0) i

ofi ofi
Jf(p.0) = | &
dp 00

(e,

Jacobianul lui f intr-un punct (p,0) este
D (f1, f2) _ | cos() —psin(0)
det (Jf (p.0)) = sin (6)  pcos ()

D (p,0)
= pcos? (#) + psin? (0)
= p.

12
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Aplicatia df,e) este izomorfism daca gi numai daca p # 0. In plus, pentru
orice (u,v) € R? avem

df 0 (u,0)" = < zﬁf ((z)) _pizisn((g? ) ( Z ) ’
adicd

df(p.0) (u,v) = (ucos () —vpsin (0) ,usin (0) + vpcos (9)) .

Propozitia 5.5.13 (Derivarea partiala a functiilor compuse) Fie A C
R™ gi B C R™ doua multimi deschise, a € A, f = (f1, fay o0y frn) + A —
B C R™ o functie

(l'17x27 axn) 'L f (ﬂfl,l’g, "'7In)
diferentiabila in a si g = (g1, g2, -, gp) : B — RP o functie

(y17y27 7ym) 'i g (y17y27 7ym>

diferentiabila in f (a) (in particular, f si g de clasa C*). Atunci pentru

orice i € {1,2, ..., p}, gio f: A— R este derivabila partial in a in raport
cu toate variabilele gi in plus, pentru orice j € {1,2, ..., n} avem
d(giof) %

™ Jg;
200 (0= 35 20 5 0.

Demonstratie. Conform teoremei 5.3.7 functia g o f este diferentiabila in
a si

d(g © f)a = dgf(a) o df,.

Deoarece matricea asociata unei diferentiale in bazele canonice (pe domeniu
si codomeniu) este matricea jacobianad avem

J(go f)(a)=Jg(f(a))Jf (a).

13
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Asadar

3(g;jf) (a) B(gizf) (a) 8(;;#) a

Ol IO~

@ 2l @ . MR

g (f (@) 52 (f(a) 5 (f (a)) %D (a) 28 (a) ook (a)

_ | U@ @ - gE ) || R e - e

S (f(a) S2(f(@) - F2(f(a) G (a) G (a) o G (a)
de unde rezultd ca pentru orice ¢ € {1,2, ..., p} si orice j € {1,2, ..., n}
avem

d(giof), |, & 9gi Ofk
5 (@)= 35 S () 5 (o).

[

Exemplul 5.5.14 Fie ¢ : R? — R o functie diferentiabila pe R? si A C R3
o multime deschisa. Aratam ca functia f : A — R definita prin

f(xaya Z) =@ (J]y,J]Q +y2 - 22)
pentru orice (x,y,z) € A, verifica relatia

of . 22 9 _
$28$ (I,y,Z) yzay (l‘,y,2)+(ﬂf y)az (IL‘,y,Z)—

Intr-adevir, dacd notim cu u, v cele doud variabile de care depinde ¢
i consideram functia g = (g1,92) : A — R% wunde g1 (v,y,2) = zv,
go (w,y,2) = 22 + y? — 22 pentru orice (v,y,2z) € A, oblinem f = pog

14
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§t
0 0 0 0
T ) = 92 (g2) P )+ O (0(0:2) 22 (2,1,2)
0
= a—z(g(x,y,Z))era—(g(Ly,z))?fC
0 0 0 0 0
@) = G0 P m )+ 5 (g 2) G (@)
0
= S (9(@y.2)e+ 50 (9 (@0,2)2
0 0 0 0 0
L) = SE02) 2 ) + 5 (0(00:2) 22 (2.0,2)
0
= So(9(2.9,2) (-22)
Asadar pentru orice (x,y,z) € A,
0 0
a_f(x Y,z ) (:U _y)aﬁ('r7yvz)
0 0
- < (23020 + 2058 (g ) ) (0 = 02) (-22) 57 (g i 2)
0
= xyz% (9(z,y,2)) + (2272 — 22”2 + 2y°2) a—f (9(x,y,2))
0 0
= yz (xa—i (9 (z,y,2)) + 2ya—f (g (%%Z)))
of
- yza_y (xvya Z) ;

st deci

of

af 2 2\ 7 - 8_f _
xZaZE (.’IZ,y,Z)—F(SC Yy ) (9,2 (SL’,’y,Z) yzay (ZIT,’y,Z)—O.

Propozitia 5.5.15 Fie A C R" si B C R" doua multimi deschise, a € A,
f=(fi,for, fu) : A— B CR" o functie

(21, T2,y .y Tp) EN fxy, o, ...sxy)

15
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diferentiabila in a i g = (91,92, .-, gn) : B — R"™ o functie

(y17y27 ayn> 'i g (y17y27 >yn)

diferentiabila in f (a) (in particular, f si g de clasa C'). Daca pentru pentru
orice1 € {1,2, ..., n}, notam h; = g;o f : A — R, atunci avem urmatoarea
relatie intre determinantii functionali

D(h17h27"'7hn) o D(glaQQa“'vgn> D(flaf?)u'afn)
D (x1, 22, ..., T,) (a) = D (y1, Y2y - Yn) f(a D (x1, 29, ..., ) (a)-

Demonstratie. Conform teoremei 5.3.7 functia g o f este diferentiabila in
a si
d(go [, =dgsa © dfa-

Deoarece matricea asociatd unei diferentiale in bazele canonice (pe domeniu
si codomeniu) este matricea jacobianad avem

J(go f)(a)=Jg(f(a))Jf(a)
de unde rezulta
det (J(go f)(a)) = det(Jg(f(a))Jf(a))
= det (Jg (f (a)))det (Jf (a)).
Tinand cont c& g o f = (hy, ha, ..., hy,) obtinem

D(hl,hg,...,hn) . D(gl,gg,...,gn) D(fl,fg,...,fn)
D (x1, 22, ..., Tp) (a) = D (y1, Y2y - Yn) f(a) D (x1, 29, ..., 1) (a)-

5.6 Diferentiale de ordin superior

5.6.1 Aplicatii multiliniare

Definitia 5.6.1 (Aplicatie multiliniara) Fie Ey,Fs, ..., E,, F n+1
spatii liniare peste acelagi corp K (K = R sau K = C). O aplicatie

[ E1xEyx...x E, — F se numeste n-liniara (sau multiliniara) (g pentru

16
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orice punct a = (ay,az, ...,a,) € F1 X Ey X ... X E,, i orice k € {1,2,...,n},
functia fiq : Ep — F definita prin

fk:,a (.T) = f ((alaa27 vy -1, Ty Qf41, "'7an>>

pentru orice x € E este o aplicatie liniara, adica pentru orice A, p € K gi
orice x,y € Ej,

Jra A2+ py) = Mo (%) + fifra (y) -

In cazul n = 1 notiunea de aplicatie multiliniarg coincide cu notiunea
de aplicatie liniard. In cazul n = 2, aplicatiile 2-liniare se numesc biliniare.

Daca f : E1 X Fy x ... X E, — F este o aplicatie multiliniara, atunci este
usor de observat ca:

- Daca (x1,22,...,x,) € By X By X ... X E, si existd k € {1,2,...,n} astfel
incat xy = 0, atunci f (21, x9, ..., x,) = 0.

- Daca (z1,x2,...,T,) € F1 X Ey X ... X E, §i A1, Ag, ...y A, € K, atunci

f ()\L’El, )\25(]2, ceey /\nZL’n) = )\1/\2)\nf (C(]l, Ty oeny In) .
- Daca Fh = F>, = ... = FE, = K, atunci .

f(z1, 29, oy xy) = m120. 20 f (1,1, ..., 1)

pentru orice (z1,2s,...,x,) € K". Reciproc, pentru orice v € F,
aplicatia f, : K™ — F,

fo(T1, 29, ..., 2,) = T1X9...2,0
pentru orice (1, xs, ..., x,) € K", este o aplicatie n-liniara si

v=f,(1,1,...,1).

Prezentam pe scurt cateva notiuni si rezultate legate de aplicatiile multiliniare.
(Pentru demonstratii se poate consulta de exemplu, [N. Boboc, Curs de
analiza reald gi complexa/Diferentiabilitate (2), p. 4-17, Universitatea din
Bucuresti, 1974].)

17
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Teorema 5.6.2 Fie F1,FEs, ..., E,, F' n+ 1 spatii normate peste acelast
corp K (K =R sau K = C). Daca f : Ey X Ey X ... x E, — F este o

aplicatie n-liniara, atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1. f este continua.
2. f este continua in (0,0,...,0) € By X Ey X ... X E,, .
3. Exista M > 0 cu proprietatea ca
f (@1, 22, s ) || < M| [ ||
pentru orice (T1,xg,...,T,) € Bl X Fy X ... X E,,.

4o s a2 < o0,
flzi [ <1
i€{1,2,....n}

In particular, daci Ey,E,, ...gi E, sunt finit dimesionale, atunci orice
aplicatie n-liniara f : By X Ey X ... X B, — F este continua.

Daci E1,Fs, ..., E,, F' n+ 1 spatii normate peste corpul K (K = R sau
K =C) , notam

L, (B, By ... E; F) ={f: E1 X B3 X ... x B, — F: f n-liniara gi continud} .

Este usor de observat ca daca f,g € L, (Ey, Es, ..., E,; F) si A € K, atunci
f+g€Ll,(Ey,FEs,...E; F)si \f € L, (Fy, Es, ..., Ey; F). Asadar

Ln (El, EQ, ,En,F)

este un spatiu liniar peste corpul K.
Incazulincare B, = Ey = ...= E, = E, notam

L. (E;F)=L,(E,E,..,E; F).

Teorema 5.6.3 (Norma unei aplicatii multiliniare) Fie E1,E,, ..., E,,
F n+1 spatii normate peste corpul K (K =R sau K = C) . Pentru orice
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f€L,(Ey, Ey....Ey; F) avem

inf {M >0 ||f (21, 22, s )| < M||z1||[[22]]..| |20l [V (21, T2, ooy 2)}

= sup ||f($1,l’2,...,33n)||
[|lz:]I<1
1€{1,2,...,n}

= sup ||f(z1, 22, ..., 20)|]
[|lz:]|=1
1€{1,2,....,n}

= sup || f(z1, 2, . )|
f|l:]l<1
1€{1,2,....,n}

Daca pentru orice f € L, (E1, Ea, ..., E,; F), definim

[fll="sap [[f(z1, 22, ..., z0)l
[|lill<1
i€{1,2,...,n}

(norma aplicatiei n-liniare f), atunci (L, (E1, Ea, ..., En; F) ,||-||) devine un
spatiu normat.

Daca F' este spatiu Banach, atunci spatiul normat L, (E1, Es, ..., Ey; F)
este spatiu Banach.
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