5. C"-ALGEBRE ASOCIATE GRUPOIZILOR

Subcapitolul 5.1 este dedicat prezentirii constructiilor C” - algebrei si C~ -
algebrei reduse asociate unui grupoid, precum si a corespondentei care existd intre
reprezentirile unitare ale grupoidului si reprezentirile nedegenerate aleC™ - algebrei.

Demonstratiile acestor rezultate se gisesc in [68] si [56]. Definitia C -algebrei
depinde de alegerea unui sistem Haar pe grupoid. Dar definitia unei reprezentari pe
grupoid nu depinde. In cazul grupurilor misura Haar este esential unici, dar in cazul
general al grupoizilor, sistemele Haar nu sunt unice. In 5.2 sunt expuse rezultate
legate de "independenta" C'-algebrei de sistemul Haar ales. Subcapitolul 5.1 se
incheie cu un rezultat din [1] care stabileste cd pentru un grupoid masurabil amenabil
C" - algebra si C’ -algebra redusi coincid. In 5.4 se studiazi reciproca acestui
rezultat. In subcapitolul 5.5 se introduce o notiune de amenabilitate pentru
reprezentarile unui grupoid, si se studiaza legatura din amenabilitatea reprezentarilor
si cea a grupoidului. In ultimul subcapitol sunt expuse notiunile de C’-sistem

grupoidal si C -algebri asociata introduse de Masuda in [52].

5.1. C’- ALGEBRA Sl C*- ALGEBRA REDUSA
ASOCIATE UNUI GRUPOID LOCAL COMPACT

Constructia C* -algebrei asociate unui grupoid extinde constructia din cazul

grupurilor local-compacte: spatiul CC(G) al functiilor continue cu suport compact
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este transformat in *-algebra si inzestrat cu cea mai micd C -norma pentru care toate

reprezentirile devin continue; C™ (G) se obtine prin completarea acestui spatiu.

Ca si in cazul grupurilor exista o corespondenta intre reprezentarile unitare ale
grupoidului si reprezentirile C* -algebrei asociate. Spre deosebire de grupuri, care se
reprezintd pe spatii Hilbert, grupoizii se reprezinta pe fibrate Hilbert. Un fibrat este
reuniunea disjunctd a unei familii de spatii vectoriale. Pentru a defini un fibrat

(vectorial) presupunem ca V = {V (X)} este o familie de spatii vectoriale

xeX
indexata dupa o multime X, si consideram multimea
X+ V' ={(x,8): eV}

Evident, X*V este reuniunea disjuncta a spatiilor de forma {x} x V (x) care de obicei
vor fi identificate cu V(x). Fie © : X* V — X proiectia definitd prin n(x , §) : = x.
Numim X* V sau perechea (X* V , m) fibrat (vectorial) peste X. Pentru fiecare x in
X, spatiul V(x), care se identifici cu m”' (X) = {x} x V(x), se numeste fibra in x. Se
observa ca daca toate spatiile V(x) coincid cu un spatiu fixat V, atunci X*V coincide
cu X x V, iar fibra in fiecare punct este o copie a lui V. Un astfel de fibrat este numit
trivial. O sectiune a unui fibrat vectorial, sau un cdmp vectorial, este o aplicatie f: X
— X*V astfel incat n(f(x)) = x € X. Sectiunile fibratului X*V sunt strans legate de

elementele produsului cartezian
HV (x)z{ o:X— UV (x) : d(x)eV (x), (V)xeX } .
xeX xeX

Intr-adevar, pentru o sectiune dati f, exista un unic element f EHV (x) astfel incat
xeX

f(x)=(x, f (x) ); si pentru un element fe HV (x) aplicatia f definita prin

xeX
fx) = (x, f(x))
constituie o sectiune. Datoritad acestei legaturi stranse, de obicei vom scrie f (x) in loc
(x, j} (x) ). In cazul fibratului trivial X x V o sectiune f este in mod unic determinata

de o functie f : X = V. Evident, sectiunile pot fi adunate (punctual) si inmultite cu
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scalari. Suntem interesati de sectiuni care sunt masurabile sau continue, insa pentru
aceasta este necesar ca fibratul sd aibd o anumita structurd. Este convenabil sa
descriem structura (masurabild sau topologica) a unui fibrat cu ajutorul unei multimi

de sectiuni.

Definitie 5.1.1. Un fibrat Hilbert (borelian) analitic este un fibrat vectorial

(X*H , m), unde fiecare spatiu H(x) este un spatiu Hilbert si unde X*H este inzestrat
cu structurd boreliand analitica care Indeplineste urmatoarele conditii :
(1) O submultime E a lui X este boreliani daci si numai daci ' (E) este
boreliana.
numit sir fundamental, astfel incat

(2) Existad un sir de sectiuni (fn)

n>1 ?

(a) fiecare functie fn : X*H — C, definitd prin

f, (x,8)=(f, (x).¢) H(x)

este boreliana ;

(b) pentru orice pereche de sectiuni fundamentale, f, si f_ , functia

x> (f, (%), £, (%))
este boreliana ;
(c) functiile {i ,n=1 } impreund cu w separa punctele lui X*H .
Daca structura boreliana este standard vom spune ca fibratul este fibrat Hilbert
borelian standard .
In cazul unui fibrat Hilbert X*H nu vom mai scrie indicele H(x) de la

produsul scalar.
Urmatorul rezultat (enuntat in [56] - Proposition 3.2/pg. 56) stabileste
conditiile pe care trebuie sa le Indeplineasca un sir de sectiuni ale unui fibrat pentru a

determina structura boreliana a fibratului .

Propozitie 5.1.2. Daca X este un spatiu borelian analitic, H este o familie de

spatii Hilbert indexatd dupd X, si (f,) ., este un sir de sectiuni care satisface
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conditiile 2.(b) si 2.(c) din definitia 5.1.1, atunci existd o unica structura boreliand pe

X#H astfel incat (X*H , m) devine fibrat Hilbert analitic si sirul (f,) ., devine sir

fundamental pentru acest fibrat .
Daca structura boreliand de pe X este standard, atunci si structura indusad pe

Xx*H este standard.

Observatii 5.1.3. 1. Daca (X*H , m) este un fibrat Hilbert analitic cu un sir

fundamental de

sectiuni (f,) atunci o sectiune f : X — X*H este boreliand daca si numai dacd

nx1 ?
functia

X|—>(f(x) f (X)) [:X—)C]

este boreliand pentru orice n .

2. Pentru orice x € X, fibra H(x) este spatiul inchis generat de vectorii f, (x)
(aceasta este o consecintd a conditiei 2.(c) din definitia 5.1.1)

Notam cu B(X*H) spatiul sectiunilor boreliene ale fibratului Hilbert analitic
(X*H, m). Spatiul B(X*H) este un modul peste spatiul B(X) al functiilor boreliene
definite pe X cu valori complexe:

(9 D) = o0(x) fx) = (x, p(x)f (x)),

¢ € B(X), si f € B(X*H).

Aplicand procedeul de ortogonalizare Gram-Schmidt familiei de vectori
{f. (x),n>1} si eliminand vectorii egali cu zero obtinem o baza ortonormata in fiecare
spatiu H(x), x € X. Utilizand o astfel de ortonormalizare si identitatea lui Parseval,
se demonstreaza ca pentru orice sectiune boreliana f, functia cu valori reale

xl—)”f(x)”

este boreliana.

Definitie 5.1.4. Pentru un fibrat Hilbert analitic (X*H , 1) si o masurd p pe

X, notam cu L*(X, H p) sau L(f H(x)du(x) multimea
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{feB(X* H):j ||f(x)||2 du(x) < oo }

si numim aceastd multime spatiul sectiunilor de patrat integrabil ale fibratului X*H,
sau integrala directa a lui X*H .

Evident, acest spatiu este un spatiu Hilbert cu produsul scalar
(f.g)=] (f(x).g(x))du(x), fgel’(X,H u).
Mai general, pentru 1 <p < oo, notim cu L*(X, H p) multimea
{£<BOCH H): [ [£6)] dulx) <o |
care este spatiu Banach relativ la norma ||f||p=U | £(x)][° du(x)jl/p . Notim cu

L (X, H u) spatiul Banach

{feB(X* H):xH”f(x)” eLw(X,u)}

inzestrat cu norma || f ||m =H X l—>|| f(X)” H(x)

o0

Observatie 5.1.5. In definitia de mai sus se considera identificate functiile care

coincid p-a.p.t.. Daca masura p se subintelege ea va fi omisa din notatii.
Este demonstrat in [1] ( Proposition A.3.9 /pg. 120 )ca L” (X, H u) poate fi

identificat cu dualul spatiului Banach L' (X, H u) prin intermediul formei biliniare

L"(X, Hou XL'(X, Hop ) (0. 6) [ (0(x).F(x)) ,  dn(x)

5.1.6. Exemple de fibrate Hilbert analitice

1. Fie X x H un fibrat trivial, cu H spatiu Hilbert separabil si X un spatiu
analitic. Structura boreliand este structura boreliand produs, unde pe H se considera
structura boreliand determinata de topologia slabd sau topologia normei - pentru
spatii separabile cele doud coincid. Sectiunile acestui fibrat se identifica cu functii
definite pe X cu valori in H. Pe post de sir fundamental putem alege un sir de functii

(fn )nZl definite pe X cu valori In H, care separd punctele lui X si pentru care spatiul
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inchis generat de vectorii de forma f (x)este H, pentru orice x . Mai general, si
presupunem cd X este reuniunea disjunctd a unei familii de submultimi boreliene
nevide, X=UXn , §1 cd pentru orice n se dd un spatiu Hilbert H . Atunci X*H =

UXn xH_ Inzestrat cu o structura boreliand si un sir fundamental evidente devine

n

fibrat Hilbert analitic.
2. Fie (X, A) un spatiu analitic cu probabilitate, fie v o masura o-finitd pe X

care este echivalentd cu A, si P = dv/d\ . Fie Y un spatiu borelian numarabil generat,
n: X = Y o aplicatie boreliana surjectiva si p = m. (A). Consideram V=j- v, du(y) 0

n-dezintegrare a lui v. Dacd luaim H(y) = L° (vy) obtinem un fibrat Y*H peste Y.

Structura boreliana pe Y*H este data de un sir (f,) ., de sectiuni definit dupd cum

n>1

urmeaza. Alegem un sir de functii boreliene nenegative marginite pe X , (gn)

n>l ?
care separa punctele. Definim f : X — Y*H prin

£,(y)=ly.£,(v)) . unde £, (y)(x) = g, P (x) . xen'(y).
Acest sir de sectiuni verificd 2.(b) si 2.(c) din definitia 5.1.1 , si deci existd o unica

structura boreliana analitica pe Y*H care il transforma 1n fibrat Hilbert analitic .

Mai mult, aplicatia W : L*(X,v) — J:B H(y)du(y) , definiti prin

<wa><y><x>={§(")’ xen ' (v)

0 . xer'(y)
este un izomorfism de spatii Hilbert .
3. Fie G un grupoid topologic local-compact (cu bazd numarabild) care
admite un sistem Haar (continuu) {v“ ,ueUG} . Fie H(u):Lz(v“), uely .
Fibratul obtinut se noteazd cu U, *L’ ({v”}) Structura boreliand pe U, * L’ ({v”})

este determinatd de un sir de sectiuni (&) definit dupd cum urmeaza. Daca

nx1

(f,),., este un sir de functii din C,(G) care separd punctele definim &, : U, —

U, *L? ({v“ }) prin formula
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&(W)x)=tf,(x) . xeG*
Sirul (&,),,, satisface conditiile 2.(b) si 2.(c) din definitia 5.1.1, si in

consecintd existd o unicd structurd boreliand analiticd pe U *L’ ({v“})-de fapt

aceastd structura este standard - care-1 transforma in fibrat Hilbert analitic peste U .

Definitie 5.1.7. Fie douad fibrate Hilbert analitice X, * H 1= 1,2. Se numeste

aplicatie de fibrate o pereche (t ,T), unde t: X, —>X, este o aplicatie boreliand iar

T:X,*H—>X,*H, este de asemenea o aplicatie boreliana , astfel incat pentru
fiecare x € X, , existd o aplicatie liniara T(x): H(x)— H,(t(x)) cu proprietatea ci

T(x.8)= (el ). T(E). (W)(x.8)eX, # H .
Se spune ca aplicatia T acopera pe t. Suntem in particular interesati de situatia in
care X,=X,=X, si de aplicatiile de fibrate care implica acoperiri ale aplicatiei
identice de pe X. Notdm multimea acestor aplicatii cu Hom (X * H, X * I-L) . Evident,

acest spatiu poate fi identificat cu spatiul sectiunilor boreliene ale fibratului:

X*B(H, H)={(x,A) : xeX,AeB(H(x). H(x))}.

a cdrui structurd boreliand este determinata de aplicatiile boreliene
(X’A) = (Afl,n (X)’fZ,m (X)) >

pentru orice sir fundamental (fi,n )nZ . corespunzator fibratului X* H , i = 1,2,

Structura boreliand de pe X*B(H, H,) este standard daci fiecare dintre cele doud

fibrate este standard. O sectiune borelianda marginitd a acestui fibrat, A, da nastere
unui operator decompozabil de la _[f H(x)du(x) la Jf H (x)du(x) care va fi notat
tot cu A:

AE(x)=A(x)E(x) , e H(x)du(x)
Acesti operatori comuta cu operatorii de inmultire cu functii din L” (X, u) . Reciproc,

orice operator care comuta cu operatorii de inmultire cu functii din L” (X, ;,L) este dat

CAPITOLUL 5: C'-ALGEBRE ASOCIATE GRUPOIZILOR



188 MADALINA ROXANA BUNECI

de o sectiune boreliani marginita a fibratului X*B(H, H,), i.e. o sectiune A astfel

incat sup” ﬁ(x)H este finit ([55]).

Definitie 5.1.8. Un izomorfism (care pastreaza fibrele) de la fibratul Hilbert
analitic X* H 1la fibratul X* H, este o sectiune boreliand V a lui X*B(H, H,)

astfel incat V(x) este un izomorfism de spatii Hilbert pentru orice x . Doud fibrate

Hilbert analitice peste acelasi spatiu se numesc izomorfe dacd exista un izomorfism

(care pastreaza fibrele) intre ele.

Urmatorul rezultat, enuntat in [56] (3.9 /pg. 62 ), arata ca orice fibrat Hilbert

analitic este izomorf cu unul de tipul prezentat in exemplul 5.1.6.1 .

Propozitie 5.1.9. Fiind dat un fibrat Hilbert analitic X*H , consideram multimile
X, ={x:dim(H(x))=n}, n=123,..,0
si pentru fiecare n fixdm un spatiu Hilbert H, de dimensiune n. Atunci X*H este

izomorf cu UanHn .
j

nefl,2,..,0

Definitie 5.1.10. Fiind dat un fibrat X*H, se noteaza cu Iso(X*H) multimea

{(x,V,y): V:H(y)> H(x) este un izomorfism de spatii Hilbert }

inzestrata cu cea mai slaba structurd boreliand cu proprietatea ca aplicatiile
(x. V. y)m (VE, (y).£, (x))

sunt boreliene pentru orice n si m, unde este (f, )n un sir fundamental pentru X=*H.

Este usor de observat ca [so(X*H) este un grupoid analitic cu structura definita astfel:

Iso(X* H)(z)z{((x,V,y),(t,W,z)) :yzt}
(x, V,y)(y,W,z)::(X,VoW,z)

(x, V,y)" :=( , V‘l,x)
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De fapt grupoidul Iso(X*H) este grupoidul din exemplul 1.2.8 asociat aplicatiei 7 :

X*H — X. Spatiul unitdtilor acestui grupoid se identifica in mod natural cu X.

Propozitie 5.1.11. Daca fibratul Hilbert analitic X*H este izomorf cu

UXn xH_ , unde X este reuniunea disjunctd a multimilor X, si H, este un spatiu

n

Hilbert separabil pentru orice n, atunci Iso(X*H) este izomorf cu

UXn xU(H,)xX, , unde U(H, ) este grupul borelian al operatorilor unitari pe H,

inzestrat cu structura boreliand determinatd topologia operatorialda slaba, si
X, xU(H,)xX, este grupoidul trivial de grup U(H,) inzestrat cu structura

boreliana produs.

Definitie 5.1.12. Fie G un grupoid topologic local-compact inzestrat cu un

sistem Haar v = {v“ ,ueUg, } O reprezentare a lui G (si a sistemului Haar v)
este un triplet, (1, U, * H, L), unde p este o masurd cvasi invariantd pe U, ,
U, * H este un fibrat Hilbert analitic peste U, ,si L : G — Iso(U, * H ) este un
morfism borelian de grupoizi a carui restrictie la U, este aplicatia identica (daca se
identificd Uy .y cu Ug ). In consecinta,

L(x)=(r(x),L(x),d(x)) ,

unde L(x): H(d(x))— H(r(x)) este un izomorfism de spatii Hilbert .

Observatie 5.1.13. Vom slabi uneori conditiile pe care trebuie si le satisfaca o

reprezentare a unui grupoid, cerand doar sa fie un morfism a.p.t. de grupoizi de la G la
grupoidul izomorfismelor fibratului Hilbert . Deci, o reprezentare va consta intr-o

masurd cvasi invariantd p, un fibrat Hilbert analitic U, * H peste U, , o
submultime U c U, , masurabild, de complementara nuld, si o aplicatie boreliana,
L:G|U —)Iso((UG * H XU) , unde (U, * H )|U reprezintd restrictia lui U, * H la U,

astfel incat
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1. Pentru orice xeG exista L(x): H(d(x))— H(r(x)) un izomorfism de
spatii Hilbert astfel incat
L(x):(r(x),l:(x),d(x)) pentru v-a.p.t. X € G|U ;

2. I:(u):I operatorul identic pe H(u), pentru p-a.p.t.u € U;

u

(v:j v du(u) , V, :(\/“)71 este imaginea lui v" prin aplicatia x+>x"' , si

v® :j- v, xv"du(u))

Din teorema 5.1/pg. 283 [62] rezulta ca exista o reprezentare a lui G care coincide v-

ap.t cul.

Definitie 5.1.14. Doud reprezentari (ui ,Ug* H ,Li) , 1 = 1,2, se numesc

echivalente daca p,~p, si existd un izomorfism (care respectd fibrele) de fibrate

Hilbert analitice
V: (UG* HXU - (UG* l-L]U 4

unde U este o submultime masurabild de complementard nuld a lui U , izomorfism

A A A

care are proprietatea ca V(r(x))L, (x)=L,(x)V(d(x)) pentrux € G v

Prezentim pe scurt constructiile C" - algebrei si C" -algebrei reduse asociate
unui grupoid, constructii care se gasesc in [68] si [56]. Fixdm un sistem Haar

(continuu), {v“ ,ueUg }, pe grupoidul G. Definim o structurd algebrica involutiva

pe C,.(G) prin formulele:

teg(y)=[ f(x)e(xy)av (x) =[ f(yx)glc Jav'(x) |

f*(x):f x')
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f, g e CC(G). Cu aceste operatii, CC(G) devine *-algebra topologica (relativ la

topologia limita inductiva (Proposition 1.1 /pg 48 [68]).

Definitia 5.1.15. O reprezentare a algebrei C,(G)este un * —morfism

continuu de la C_(G) la B(H), pentru un spatiu Hilbert H. Pe C,(G) se considera

topologia limita inductiva, iar pe B(H) topologia operatoriala slaba.

Teorema 5.1.16. Aplicatia

fH”f”:: sup { || n(f)” . 7 este o reprezentare a algebrei C_(G) }

ia valori finite si defineste o C* -normi pe C_(G) . In plus, avem || f ||S|| f |

||f||I =max{511p I |f(X)|dV“(X),SL]11p I ‘f(x“)‘dv“(x)}

Algebra obtinutd prin completarea lui CC(G) in |||| este o C" -algebri ,

L unde

notata prin C*(G) sau C*(G,{v“ }) , si se numeste C~ -algebra asociatd grupoidului

G (determinata de {v“ ,ueU, }) .

Definitie 5.1.17. Fie G un grupoid topologic local-compact inzestrat cu un

sistem Haar {v',ueUg | si n o masurd cvasi invarianti pe Uy . Fie
v:'[ v dp(u) si v'' imaginea lui v prin aplicatia x+>x " .
Pentru f e C_(G) , Ind u(f) este un operator pe L*(v™") definit prin formula
Indp(F)e (x)=[ £(y)ely ™" x)av e (y)=r »&(x)
( Se verifica usor ca | Indp(f)[ <[ f], sicaInd p este o reprezentare a lui C (G) in

sensul definitiei 5.1.15)

Ind p se numeste reprezentarea indusa de p .
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Observatie 5.1.18. Fie v, =(v“ )71 imaginea lui v prin aplicatia x+>x"" .

Pentru f din C_(G), considerim operatorul Ind (f):L*(G,v,)—L*(G,v,) definit
prin

Ind ()5 (x)=] £(y)ely'x)av®(y)

@
Se demonstreazd ca Ind u=IU Ind, dp(u) , §1 cd Ind p este o reprezentare

fideld a lui C,(G), daca supp(n)= U, .

*

red

Definitie 5.1.19. C" -algebra redusd a grupoidului G , notati C

(G) sau

*

Cru (G , {v“ }) se obtine prin completarea algebrei C, (G) in norma

||f :sup{”Indu(f) , ueUG}

red

Din observatia precedentd rezulta ca || f ||re . :|| Ind u(f )|| pentru orice masura p
care are proprietatea ca supp(n)=U, .

. . - * - . - . .
O constructie care generalizeaza C -algebra redusa asociatd unui grupoid se

gaseste In [52] si va fi prezentatd in ultimul subcapitol al acestei lucrari.

Urmatoarele doua teoreme descriu corespondenta dintre reprezentarile unui
grupoid si reprezentirile C’ -algebrei asociate. Demonstratiile se gisesc in [68]

(capitolul IT) siin [56] (capitolul III).

Teorema 5.1.20. Fie (u,Ug* H, L) o reprezentare a grupoidului local-

compact G inzestrat cu un sistem Haar continuu {v“ ,ueUg } cu proprietatea ca supp

v' = G" pentru orice u € Ug. Fie v=j v d;,t(u) si A functia modulard asociata

sistemului Haar {v“,ueUG} si masurii p. Pentru f din CC(G), € si m din

I ? H(u)du(u) se defineste o reprezentare a lui C,(G) pe Jf H(u)du(u) prin

Ug
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(L(E)em)= [ FCHECE().mlr(x)))av, (),

-1
unde v,:=A2v . Inegalitatea || L(f )”S" f ||I este satisficutd pentru orice f € C_(G) .

Reprezentdri echivalente pe G induc reprezentari unitar echivalente pe

C.(G).

Teorema 5.1.21. Fie H un spatiu Hilbert si Hyp un subspatiu liniar dens.

Presupunem ca L este un morfism de la CC(G) la spatiul transformarilor liniare pe

Ho, si ca sunt satisfacute urmatoarele conditii:

(a) L este nedegenerata (i.e. spatiul generat de
{ LHE:fe C(G),&ecHy}

este dens in H);

(b) Pentru orice & si n din Ho , functionala L, : C, (G) — C, definita prin
Lg,n (f) = <§,L(f)r]> >
este continui relativ la topologia limita inductiva pe C,(G) ;
(c) Pentru orice f € C,(G) siorice &,m e Hy rezulti
(&.L(E")) = (L(E)e.m)

Atunci fiecare L(f) este marginit, si deci se poate extinde la un operator, de
asemenea notat L(f), pe intreg spatiul H. Aplicatia f HL(f ) este o reprezentare a lui
C. (G) pe H si existd o reprezentare , (1, U, * H, U), a grupoidului G astfel incéat L

este unitar echivalentd cu reprezentarea (definitd de teorema 5.1.20) indusa de

(W, Uy * H,U) pe C_(G).

Observatie 5.1.22. Daca (u,Ug * H, L) este o reprezentare a grupoidului

local-compact G 1Inzestrat cu un sistem Haar{vu ,ueUg }, si f HL(f ) este
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reprezentarea indusa pe C, (G) descrisa 1n 5.1.20 , atunci putem exprima L(f) explicit

ca un operator pe Jf H(u)du(u) prin formula :

(L(F)e)w)=] F()L(J(d(x)A™ (x)dv" (x) . p-ape
fe C(G) ,&e Ij H(u)du(u) . Mai mult, dacd U, * H este izomorf cu fibratul

trivial U, xH printr-un izomorfism V: U, xH — Ug* H, V(u,é;)=(u,\A/E_,) , 51
daci L,:G—U(H) este definit prin formula LO(x):\A/(r(x))L(x)\A/(d(x))_1 , atunci
@
V, privit ca un izomorfism de spatii Hilbert de la IU H(u)dp(u) la L*(u,H), da
nastere urmatoarei egalitati
(VLW e u)= [ ()L, ()eld(x)a™ (x)av" (x)

pentru f € C.(G),& e L*(u,H).

Definitie 5.1.23. Fie G un grupoid topologic local-compact inzestrat cu un

sistem Haar {v” ,ueU, } si 1 o masurd cvasi invariantd pe U . Reprezentarea

regulatd (la stanga) a grupoidului G este reprezentarea (u, U, * L’ ({v“ }) , L) unde
I:(x) L2 (vd(x)) -1’ (vr(x))

este definit prin formula

[L)e@(x))y)=¢(x"y)

Reprezentarea indusa de (u, U, * L’ ({v“ }) ,L) pe C, (G) este numita

reprezentarea regulata la stanga pe C (G) (sau C’ (G , {v“ }) ) determinata de [ .

Observatie 5.1.24. Daca G este un grupoid topologic local-compact,

{V“,ueUG} un sistem Haar pe G, p o masura cvasi invariantd pe U, ,

v:'[ v'du(u) si A functia modulard asociata sistemului Haar {v“,ueUG} si
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masurii p, atunci reprezentarea regulatd la stinga pe CC(G) si Ind p sunt unitar

echivalente. Aplicatia W: L? (v)—) L (v_l) definitd prin formula W& =A"? & este un

izomorfism de spatii Hilbert care implementeaza echivalenta celor doua reprezentari

(Proposition 1.10 /pg. 57 [68]).
Urmatoarele doua rezultate au fost demonstrate de P. Muhly in [56] (2.37/pg.
51 si 3.30/pg. 84), si reprezintd caracterizarea C'-algebrei si C-algebrei reduse

asociate unui grupoid trivial.

Propozitie 5.1.25. Dacd G = X x X este grupoidul trivial pe spatiul local

compact Hausdorff cu bazd numarabila, X, si daca sistemul Haar {v" ,x eX }pe G
este dat de v* = 8¢ x A, unde A este o masurd Radon pe X cu supp(r) = X, atunci

C:., (G, {8« x L}) este izomorfa cu K (L2 (k)), spatiul operatorilor compacti pe L*(L).

red :Sup{" Indu (f)
tranzitiv Ind, este unitar echivalent cu Ind, pentru orice u, v € X. Astfel

|||, =[nd,(f)

, ueUg } Deoarece G este

Demonstratie. Avem || f

, pentru orice u € X. Dar Ind, actioneaza pe Lz(v'l), unde v=29, X A,

red
si deci v'' = A x 8. Aplicatia
W LA(v) - LA(v), (WE)X)=E&(x, 1)

este un izomorfism de spatii Hilbert care satisface W Ind,(f) W = n(f), unde n(f) este

un operator pe L*(v) definit prin formula TL'(f )&(X)=I f (X, y)&(y)dk(y). |

Propozitie 5.1.26. Dacd G = X x X este grupoidul trivial pe spatiul local

compact Hausdorff cu bazd numarabila, X, si daca sistemul Haar {v" ,Xx eX }pe G

este dat de v* = 8, x A, unde A este o misurd Radon pe X cu supp(A) = X, atunci C*(G,

{Ox x A}) este izomorfa cu K (L2 (X)), spatiul operatorilor compacti pe L*(A).
Demonstratie. Fie 1 o reprezentare a lui C'(G, {8x x A}), si fie (u, U, * H, L)

reprezentarea de pe G care o induce. Deoarece p §i A sunt echivalente, putem inlocui
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i cu A. In acest caz misura v = A x A este simetrica, si deci, A =1. Deoarece G este
un grupoid tranzitiv si (1, Ug * H, L) este o reprezentare a lui G rezultd ca fibratul Ug
* H este izomorf cu un fibrat trivial Ug x H (pentru orice reprezentare a unui grupoid,
submultimile lui Ug pentru care dim(H(u)) este constantd sunt invariante, iar pentru
un grupoid tranzitiv singura submultime nevida invarianta lui Ug este chiar Ug). Din
observatia 5.1.22 rezultd ci putem lua ca spatiu Hilbert al reprezentirii 7 spatiul L*(A,

H) si pentru & € L*(\, H), si f e CC(G) , putem scrie

(n(f)e)x)=] £, y)(L (x. y)eNy)dr(y),

unde Ly : G —> U(H), este morfismul borelian determinat de L. Din propozitia 1.4
rezultd i existd o functie boreliand 6 : X — U(H) astfel incat Lo(x, y) = 0(x)0(y) ",
pentru orice x,y € X. Daca definim

W L’(h, H) - LY, H), (WE)(x) = 0(x)&(x),

atunci (Wn'(f )W’IF,XX)zj f(x,y)&(y)dM(y). Astfel m, restrictionata la C_(G), este

unitar echivalentd cu un multiplu al reprezentirii canonice a lui CC(G) pe L*(M).

Aceasta arati ci C*(G, {8xxA}) este izomorfd cu K (L2 (k)) [ |

Se observa egalitatea C*-algebrei si C’-algebrei reduse asociate unui grupoid
trivial. Existd o clasd de grupoizi pentru care se intdmpla acest lucru, si anume
grupoizii masurabil amenabili. Prezentdm mai departe elementele necesare pentru

stabilirea acestui rezultat.

Definitie 5.1.27. Fie (u,U;* H, L) o reprezentare a grupoidului local-

compact G Inzestrat cu sistemul Haar {v“ ,ueUg }si probabilitatea cvasi invariantd
.. o . o .. ® . .
. Pentru sectiunile masurabile marginite & , n € J-U H (u)du(u) , definim functia (§ ,

n) : G — C prin

(&) : =( &lr(x)), Llx)n(d(x)) ).
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O astfel de functie se numeste coeficient al reprezentarii (n, U * H , L).

Observatie 5.1.28. In [71] este demonstrat ci multimea coeficientilor

formeaza o subalgebra involutivd a lui L” (G) , humitd algebra Fourier-Stieltjes,

B(G, {v"},u), a grupoidului cu masura (G,U v du(u)D.

Exemple 5.1.29.

1. Fie K un spatiu Hilbert separabil. Reprezentarea triviala de multiplicitate K
este data de fibratul trivial U; x K si I:(x)=IK , aplicatia identica pe spatiul K,
pentru orice x € G. Coeficientii ei sunt de forma (p(x)z(i(r(x)),n(d(x)» ,cug,n
aplicatii masurabile marginite definite pe U, cu valori in K. Reprezentarea triviala

se noteaza cu T saucu T, , daca este necesar sa specificam p.

2. Daci (u, U, *L? ({v“}), L) este reprezentarea regulatd la stinga a

grupoidului (G,U v“du(u)D, atunci  coeficientii ei sunt de forma

(é,n)(x)=j é(y)ﬁ(x‘ly)dvr(x)(y) , cu &, m sectiuni boreliene marginite ale fibratului

U, *L* ({v“ }) Reprezentarea regulatd se noteazd cu Reg sau cu Reg,. Multimea

coeficientilor reprezentarii regulate formeaza un ideal involutiv al algebrei

B(G,{v"},n), numit algebra Fourier A(G) a grupoidului cu masurd

(G,[ [ v du(u)D.

Definitie 5.1.30. (G,U v dp(u)Dun grupoid cu masurd si v:j v*du(u) .

d

Consideram urmatoarea norma pe G:

||f||1:max{ ues [ [16) v ()]

9

qu ‘f(x’l)‘dv“(x)
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Si notam 1(G)={feL'(G,v,). £, <o, unde vo=A">v pe G (A este functia

modulard a grupoidului (G, [v])). Ca si in [4]1] se poate demonstra cd I(G) este *-
algebra Banach involutiva. Tot ca in [41] (Theorem 3.4 /pg. 50) se demonstreaza ca

formula
(&.Ln)=] (or(x),L(xned(x))f(x)dv, (x)

(unde fe I(G), (u, U, xH, L) o reprezentare a grupoidului, £n e L’ (UG ,H) )

stabileste o corespondenta intre reprezentdrile grupoidului G 1in spatii Hilbert
separabile §i *-reprezentarile nedegenerate ale algebrei I(G) (sau ale unei subalgebre

“suficient de cuprinzatoare” a lui I(G)) care au urméatoarele doud proprietati

(1) Pentrulm € H => |(L; (u>1).(a>m) <[ £] [ 1]]m]

) M, (@)L, =Ly, unde M,:L*(Ug,p)>L(L* (U, Hop)), M, (@)= j

wer)

Definim C"-norma || f ||:sup|| L(f ) , L parcurge multimea reprezentarilor lui

(G,U v du(u)D si notdm cu C*(G,{v“}, u) algebra obtinuta prin completarea lui

I(G) in aceastd norma .

Teoremd 5.1.31(Theorem 6.1.3/pg. 89 [1]) Fie (G[ j v du(u)D un grupoid

cu masurd. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente :
(1) (G, {v"}, n) este amenabil,

(2)  Reprezentarea regulati este fidela pe C*(G,{v* ) ;
(3) Exista un sir (¢,). din L*(U4L?(G,1)) astfel incét sirul de functii de tip
pozitiv (e, =(&,,&,)). satisface urmatoarele conditii:
(@) V<1, (V)i ;
(b) lime{” =1 *-slabin L"(U)
(c) lime; =1 *-slab in L*(G)

(4) Aceeasi afirmatie ca (3) dar fara conditia (a) .
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Urmatoarea teorema gaseste in [ 1] (Proposition 6.1.5/pg. 90).

Teorema 5.1.32. Fie G un grupoid topologic local-compact, inzestrat cu un

sistem Haar continuu {v“ ,ueUy } Daca G este masurabil amenabil atunci

C’(G)=C.,(G) (algebrele definite in 5.1.16 si 5.1.19).

In subcapitolul 5.3 vom studia reciproca acestei afirmatii.

5.2. CONSIDERATII ASUPRA DEPENDENTEI C -ALGEBREI
ASOCIATE UNUI GRUPOID DE SISTEMUL HAAR

a. C -algebre Morita echivalente si grupoizi Morita echivalenti

Definitie 5.2.1. Un modul hermitic peste o C -algebrd A este dat de un spatiu

Hilbert H si o *-reprezentare nedegenerata ©t : A — B(H) ce determind o actiune
a-§ = m(a)§ pentru acA si Ee H.
Daca A este W*-algebré se presupune in plus cd © este o reprezentare normald, si Tn

acest caz modulul se numeste modul normal .(Rieftel [73])
Modulele hermitic (A-modulele in sensul de mai sus) peste o C*-algebré A
formeaza o categorie in care morfismele sunt operatorii de intervertire, i.e. morfismele

de A-module.

Definitie 5.2.2. Doua C*-algebre se numesc Morita echivalente daca

determind categorii echivalente de module hermitice si dacd functorii T care

determind echivalenta sunt *-functori, i.e. daca f : H; — H, este un morfism, atunci

T(f) =T(f) "
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Categoria modulelor hermitice peste o C -algebrd A este echivalenti cu
categoria modulelor normale peste algebra von Neumann envelopantd n(A). Deci
echivalenta Morita de C*-algebre este in realitate un concept legat de algebre von
Neumann si In consecintd prea slab pentru majoritatea aplicatiilor. De aceea se

defineste un concept mai restrictiv: echivalenta Morita In sens tare.

Definitie 5.2.3.. Fie A o C*-algebré. Un C -modul pre-Hilbert peste A este un

A-modul la dreapta X (cu o structurd compatibila de spatiu vectorial peste C),

inzestrat cu o aplicatie <-, > A X x X — A, liniard 1n a doua variabila si antiliniara in

prima, care satisface conditiile:
1. <x,x>a 20 pentruorice x € X.

2. <Xx,x>5=0daca si numai daca x = 0.

* .
3. <X, y>x=<Yy,Xx>, pentruoricex,y € X.

4. <x,y-a>p=<Yy,Xx>a pentruorice X,y € X sia €A.
Aplicatia <~, > Al X x X — A se numeste produs scalar pe X cu valori in A. (Paschke

[58], Rieffel [72])

Se poate arata ca ||x||= H(x,x>AH”2 defineste o norma pe X. Daca X este

complet relativ la aceastd norma, atunci X se numeste C -modul Hilbert peste A. Daci
nu, prin completare X poate fi transformat intr-un C’-modul Hilbert peste A. Notiunea
de C*-modul Hilbert la stinga se defineste similar.

Ca oricarui spatiu normat, unui C -modul Hilbert X peste C -algebra A i se
poate asocia algebra operatorilor liniari si marginiti B(X). In cele ce urmeazi vom
nota cu B(X) multimea operatorilor liniari §i marginiti T : X — X care sunt aplicatii
de module (i.e satisfac T(x-a) = T(x)-a, pentru orice X €X si a €A) si care admit
adjuncti (i.e. exista T"eB(X) cu proprietatea < T(x), y > = < x, T (y) > pentru orice X,
y €X. Este usor de observat cd daca X este un spatiu Hilbert complex si A = C
(multimea numerelor complexe), atunci B(X) = B(X). In situatia in care X este spatiu

Hilbert, B(X) = B(X) are un ideal bilateral inchis netrivial, si anume spatiul
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operatorilor compacti K(X). Analogul acestui ideal pentru un C’-modul Hilbert X
oarecare este spatiul liniar Inchis generat de "operatorii de rang 1", i.e operatorii de
formax ® y e B(X)

x®y*(z)=x<y,z>.
Multimea acestor operatori se noteaza cu K(X) si se numeste algebra de
imprimitivitate a C’-modulului Hilbert X.

Propozitia urméatoare poate fi demonstrata usor folosind rezultatele din [56].

Propozitie 5.2.4. Daca X este un C -modul Hilbert la dreapta peste C -algebra

A, atunci B(X) si K(X) sunt C*-algebre, iar B(X) este *-izomorfa cu algebra
multiplicatorilor lui K(X). in plus, X devine un C -modul Hilbert la stinga peste
K(X), cu produsul scalar urmator:

<X, YR =X ® y*
iar algebra de imprimitivitate a lui X privit ca C'-modul Hilbert la stinga peste K(X)

este izomorfa cu A.

Definitie5.2.5. Fie A si B doud C -algebre. O (4, B)-echivalentd este un (A,
B)-bimodul X inzestrat cu produsele scalare <-,->4 si <-,->g cu valori In A, respectiv In
B, in raport cu care X devine C -modul Hilbert la stinga peste A si respectiv, C -
modul Hilbert la dreapta peste B si astfel incat

l. <X,y>ap-zZ=X- <y, z>gpentruoricex,y, z € X.

2. Spatiul liniar generat de < X, X >o = {<X, y>a : X,y €X} este dens In A,

iar spatiul liniar generat de < X, X >g = {<x, y>p : X,y €X} este dens este
dens 1n B.
3. Pentruoricex,y € X, acA si beB
<aXx,ay>g< ||a|| 2 X,y >psi<x:b,y-b>p< ||b|| 2 X, Y >A
C’-algebrele A si B se numesc Morita echivalente in sens tare daca existd o (A, B)-

echivalenta. (Rieffel [72], [74]).

Echivalenta Morita in sens tare este o relatie de echivalenta.
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Nu este greu de observat ci dacd X este un C-modul Hilbert peste o C -
algebra A, atunci A si K(X) sunt C -algebre Morita echivalente in sens tare.

Urmaétoare propozitie usor de demonstrat stabileste reciproca:

Propozitie 5.2.6. Fie o (A,B)-echivalentda X in sensul definitiei 5.2.5. Atunci

aplicatia definitd pe K(Xg) (algebra de imprimitivitate a lui X privit ca C’-modul
Hilbert la dreapta peste B) cu valori in A definitd prin
X® y* — <X,y >A
este un izomorfism de C-algebre.
De asemenea aplicatia definitd pe K(Xx) (algebra de imprimitivitate a lui X
privit ca C-modul Hilbert la stdnga peste A) cu valori in B definita prin
X ® Yy > <X,y>B

este un izomorfism de C -algebre (x” ® y este definit prin X' ® y (z) = <z, X>4Y).

Astfel doua C*-algebre sunt Morita echivalente in sens tare daca si numai daca
fiecare dintre ele poate fi realizati ca algebra de imprimitivitate a unui C -modul
Hilbert peste cealalti. De asemenea se poate arita ci doud C -algebre A si B cu
unitate aproximativd numarabild (de exemplu separabile sau unitare) sunt Morita
echivalente 1n sens tare daca si numai daca sunt stabil echivalente, i.e. A® K 2B® K,
unde K este algebra operatorilor compacti pe un spatiu Hilbert separabil ([10]).

Notiunea de echivalentd Morita pentru grupoizi local compacti de Paul Muhly,
Jean Renault si Dana Williams (Definition 2.1/p. 6 [57]) si a fost prezentatd in
capitolul 2 (definitie 2.2.5). Paul Muhly, Jean Renault si Dana Williams au
demonstrat urmatorul rezultat ce stabileste legitura dintre echivalenta Morita de

grupoizi si echivalentd Morita in sens tare de C*-algebre grupoidale.

Teorema 5.2.7. Fie G si H doi grupoizi local compacti cu bazd numarabila,

inzestrati cu sistemele Haar v = {v“ ,ue U, }si A= {X” ,U€e UH} respectiv. Daca G si

H sunt grupoizi Morita echivalenti (in sensul definitiei 2.2.5), atunci C -algebrele

C'(G, v) si C'(H, A) sunt Morita echivalente in sens tare (Theorem 2.8/p. 10 [57]).
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Definitia C’-algebrei depinde de alegerea unui sistem Haar pe grupoid. Dar
definitia unei reprezentiri pe grupoid nu depinde. In cazul grupurilor masura Haar
este esential unica, dar in cazul general al grupoizilor sistemele Haar nu sunt unice. O

consecinta directd a teoremei anterioare, este urmatoarea propozitie:

Propozitie 5.2.8. Fie G un grupoid local compact cu baza numarabila, inzestrat

cu doud sistemele Haar v = {v“,u € UG}si A= {k“,u € UG}. Atunci C -algebrele

C'(G, v) si C'(G, 1) sunt Morita echivalente in sens tare.

Deci sisteme Haar diferite pe un grupoid G determini C -algebre Morita
echivalente in sens tare. Acesta este dealtfel singurul rezultat referitor la independenta
C’-algebrei asociate unui grupoid de sistemul Haar considerat. Se pune intrebarea
daca C*-algebrele asociate cu doua sisteme Haar diferite sunt *-izomorfe. Aceasta este
inca o problemi deschisa. In cazul grupoizilor tranzitivi rispunsul este afirmativ, asa

cum arata urmatorul rezultat obtinut de Paul Muhly, Jean Renault si Dana Williams.

Teorema 5.2.9. Fie G un grupoid tranzitiv local compact cu baza numarabila.

Fie u € Ug o unitate si G, grupul de izotropie in u. Daca v = {v“,u € UG} este un
sistem Haar pe G, atunci existd o masura Radon pozitiva u pe Ug cu suportul egal cu
Ug astfel incat C'(G, v) sa fie *-izomorfa cu C*(GE) ® K(L*(Ug, p)). (Theorem
3.1/p. 16 [57])

Pentru a demonstra aceasta teorema Paul Muhly, Jean Renault si Dana

Williams au aratat mai intai c¢a C (G, v) si C*(GE) sunt Morita echivalente 1n sens
tare via un C -modul Hilbert X, . in consecinti C'(G, v) este *-izomorfa cu algebra de

imprimitivitate a lui X;. Apoi au construit un alt C'-modul Hilbert X, peste C*(GE )a
carui algebra de imprimitivitate este C*(GE) ® K(L*(Ug, K) pentru o anumitd masura

u. De aici a rezultat izomorfismul dintre C'(G, v) si C*(GE) ® K(L*(Ug, ). In
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sectiunea ¢ vom stabili acelasi rezultat utilizand descompunerea sistemului Haar

obtinuta in sectiunea 2.4. b.

b. C*-algebrele C*(G) si M*(G) asociate unui grupoid tranzitiv

Fie G un grupoid local compact inzestrat cu un sistem Haar v = {v“ ,2ue Ug }
Reamintim ca pentru a construi C*-algebra asociatd grupoidului local compact G si
sistemului Haar v = {v“,u eUg }, Jean Renault [68] a definit o normd pe C.(G),
spatiul functiilor continue cu suport compact pe G:

||f || = ﬂ|L(f )” : Lreprezentare pe CC(G)}.
Completarea algebrei C.(G) relativ la aceastd norma determina C*-algebra asociata lui
G. Fiecare functionald liniara si pozitiva de norma 1 pe o C’-algebra da nastere la o
reprezentare a algebrei si la un vector ciclic in spatiul Hilbert al reprezentarii. Suma
directd a acestor reprezentiri ciclice este reprezentarea universald a C -algebrei.
Reprezentarea universala a C*—algebrei C(G, v) notatd cu  in [67]. Inchiderea
relativ la topologia uniforma (inchiderea in norma) a lui ®( M(G)) este o C*-algebré
notati M (G, v), unde M(G) este spatiul functiilor boreliene marginite cu suport
compact pe G (vezi [67]). Pentru algebrele Cy(G) si M (G) multiplicarea este data

bineinteles de convolutie
f*g(x) = [ flxy)g(y Hdv'®(y),x e G

si involutia este data de

f*(x)z fi)f1 ), x eG.

Vom ardta ¢ in cazul tranzitiv C (G, v) = M (G, v). Fie G un grupoid tranzitiv
local compact cu baza numadrabild, inzestrat cu un sistem Haar v = {v“,u e U, } Fie

Lo 0 probabilitate simetricd pe G astfel incat pu = r«(po) = d«(Ho) s@ fie o masura cvasi-

invarianta relativ la sistemul Haar. Fie e € Ug o unitate fixatd. Aplicand Lemma
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1.1/pg. 102 [47] spatiilor local compacte G® si Ug, si aplicatiei continue si surjective
de : G° > Ug, de(xX) = d(x) rezulta ca d. are o sectiune boreliana regulatid 6:Ug — G°
(i.e. o este o aplicatie boreliand cu proprietatea ca d(c(u)) = u pentru orice u € Ug , si
o(K) este relativ compacta in G° pentru orice submultime compactd K a lui Ug). Fie A
functia modulard asociatd lui modificind A pe o multime de masurd nula putem
presupune ca A este morfism strict. Conform teoremei 2.4.8 exista o functie boreliana

pozitivd ho:Ug — R, astfel incat pentru orice functie boreliani nenegativi f avem
J £)av* ()=[, ()], o) yo()lan, (»)au() p-apt ue e,

unde 1. este 0 masura Haar pe grupul local compact G .

in plus,

unde A, este functia modulara a grupului local compact G¢ .

Sa presupunem ca alegem masura p. in felul urmator. Fie Uy o vecinatate
inchisd simetricd d-compacta a Iui Ug si fie fy : G — [0, 1] o functie continud cu
suport d-compact aleasa astfel incat fy(x) = 1 pentru orice x € U,. Alegem masura

Haar . pe G astfel incat

I £, (x)du, (x) = 1.

Daca f;: G — [0, 1] este definitd prin
fi(x) = fo(o(r(x))xa(d(x)) "), x € G,

atunci avem

J.Gz f, ((5(‘1)_1 YG(V))dMe (Y)=.[ f, (}’)dMe (y) =1, pentru orice u, v € Ug.

Sé consideram K o submultime compacta a lui Ug si sd observam ca

J 1o (whdn(w) = [ [ 1, (o(u) " yolw))dp, (9)1 (w)h, (w)da(w)
J I,.flow)" yc<w>)1K<d(o<u>-l yo(w)))du, (¥)h, (w)du(w)
- _[ fl(Y)lK(Y)qu(Y)'
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Tinand cont ca f1lxkod 1 G* este o functie marginita cu suport compact pentru orice u,

obtinem ca

_[ 1 (w)h0 (w)du(w) < oo pentru orice multime compacta K < Ug.

Aplicand lema 2.4.5 rezultd ca existd un sistem de masuri o-

finite, {v u,veU, }, cu urmatoarele proprietati

(1) vy este concentratd pe G, si vyy#0 (V) u,v € Ug.
(2) Pentru orice f > 0 boreliand pe G, aplicatia

(u,v)l—)j fdv,, [:UsxUs— R]
este boreliana.

(3) Pentru orice £ > 0 boreliand pe G
[ £6y)dv (9)=] £(y)dv,, (y) (V) v e Ug x eG
(4) Pentru orice £ > 0 boreliand pe G
AR[ £(yx)dv, 0 (y)=] £(y)dv, 4(y) (V) u € Ug, x €G
(5) Pentru orice £ > 0 Borel pe G

[ f0)dv, )=] £ly Al Jav,..(v) (¥) uv e Us
(6) v* =I Vi du(v) pentru p-a.p.t.u € Ug

In cele ce urmeazd vom numi un sistem de masuri {v,,, u,veUg} cu

proprietatile (1)-(6) sistem de masuri rezultat prin descompunerea sistemului Haar.

Lema 5.2.10. Fie G un grupoid tranzitiv local compact cu baza numarabila,
inzestrat cu un sistem Haar v = {v“,u eUg } Fie po o probabilitate simetrica pe G

astfel Tncat pu = r«(1o) = d«(uo) sd fie o masurd cvasi-invariantd relativ la sistemul

Haar. Fie e € Ug o unitate fixata si 6 : Ug — G° o sectiune boreliana regulatd pentru
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de: G° > Ug, de(x) = d(x). Fie A o functie modulara asociata lui u convenabil aleasa.
Atunci

1. existd o functie boreliand pozitiva hy:Ug —>Ri astfel incat pentru orice

functie boreliand nenegativi f avem
J t)ave(y)=[, n, (. flof) ' yolv)an, (»)lan(v) pwapt ue Ug
2. Pentru orice multime compacti K < Ug.
[ 1k (why (w)dp(w) < o0

3. Pentru orice functie f:G—C boreliand marginitad cu suport compact K,

exista M > 0 astfel incat

[ 709A ) v, ) <M () ()14 01 (),
unde {vyy, u,veUg} este sistemul de masuri obtinut prin descompunerea sistemului
Haar.

Demonstratie. Primele doud puncte rezultd din consideratiile de deasupra

lemei. Pentru a demonstra 3, sd observam ca in demonstratia teoremei 2.4.8 ca

[} G av () = ([ 76 v, () L) Lao)
<[V, )] flofu) " xo()a, () du, (o)

<hy (V)h, (u) sup{fx), xeL} sup{Ac(x), xeL}pe(L) T (W) Lago(v)
= Mh, (u)ho (V)lr(K)(u)ld(K)(V) )
unde { L= o(r(K))Ko(d(K)" este o multime relativ compact si

M = sup{f(x), xeL} sup{Ae«(x), xeL}ue(L) < 0.
|

Deoarece grupoidul G inzestrat cu sistemul Haar v = {v“,ueUG}. este

tranzitiv existd o singurd clasa invarianta de masuri pe Ug. Deci probabilitatea cvasi-
invariantd p este esential unicd. In cele ce urmeaza vom considera fixatd aceasta

probabilitatea cvasi-invariantd p i vom nota
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1

Iv du(v 'H.v du(v)du(u )sivozj A_Edv1

Notatii 5.2.11. Fie G un grupoid tranzitiv local compact cu bazd numarabila,

inzestrat cu un sistem Haar v = {v“,u e U, } Deoarece grupoidul G este tranzitiv

existd o singura clasa invarianta de masuri pe Ug. Deci probabilitatea cvasi-invarianta
p din lema precedentd este esential unicd. In cele ce urmeaza vom considera fixata

aceasta probabilitatea cvasi-invarianta p fixata si vom nota

1

_Iv du(v IIV du(v)du(u )siv0=I A_Edvl ,

unde A este functia modulari a lui p. Pentru orice geL'(G,vo) vom nota
el 5o e sk, 5 ot )= ol o)1

Se poate demonstra ca ||g||H nu depinde de p (este esential cd G este tranzitiv).

Propozitie 5.2.12 (Proposition 4 [18]). Fie G un grupoid franzitiv local

compact cu bazd numarabild, Tnzestrat cu un sistem Haar v = {v“,u eUg, } Fie fo

functie boreliana marginitd pe G cu suport compact: Atunci existd un sir (f,), I Co(G)

astfel incat

Demonstratie. Fie f o functie boreliana marginita pe G cu suport compact K.

n—oo
,———0.

Atunci f este limita aproape peste tot relativ la v, a unui sir (fy),, din Co(G) care este
uniform marginit i care are proprietatea ca suportul fiecarei functii f, este continut in

K. Vom arita ca (f,), are un subsir astfel incat

Consideram descompunerea sistemului Haar {v,,, u,veUg} ale carei proprietdti au

k—o

b

fost descrise la inceputul sectiunii. Deoarece

im, ] [£6x)— £, A (b, )= )~ () (e, (K i) =0,
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rezultd existd un subsir al lui (f,), astfel incat:

1
lim, J- ‘f(x)— £, (XXA_E (X)dvu,V (x)=0, ux p-ap.t.
Datoritd marginirii lui f si (f,),, aplicand lema 5.2.10, rezulta ca exista M>0 si

hy:Ug— R* boreliana astfel incat

(7)1, 68" 6hava I € M ) ()1 ) ),
si pentru orice multime compactd L < Ug

J 1, () (M) <

Fie a,b:Ug—C, astfel incat j |a(u]2du(u) :j |b(u] dulu)=

[ £0e)~£,, (alr(x)o(d(x)fa™ (x)av, (x) =
= [ 11 |6, Goale(xDbld(xNAGe) " dv, . (xMu(v)du)

<177 17600- kv, o autk)] (ot et
<1771, v, 0 anCekante)]

Aty aut@)) () ) an)
{1701, Gk, 0 o))

Deoarece

I 761, Gl kv, (o) di(vhita) < Mg )by (9)1 () 0),
si

.[ J- Mh, (u)ho (V)lr(K)(u)ld(K)(V)du(u)dM(V):
(] () (91, (i) <

aplicand teorema de convergentd dominata rezulta ca
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sup{j ‘f(x)—fnk (X)“a(r(x)) ( ( X)dv j |a u) =j |b(u]2dp(u)= 1}

converge la zero. ®

Teorema 5.2.13. Fie G un grupoid tranzitiv local compact cu baza numarabila,

inzestrat cu un sistem Haar v = {v” ,ue Ug } Atunci C'(G, v) = M'(G, V).

Demonstratie Putem privi C(G, v) ca o subalgebri a lui M'(G, v). Pe de altd

parte, in cazul tranzitiv

Jo(E) <[],
pentru orice f in M¢(G) (vezi [42] sau [67]). Daca f € M(G), atunci conform

propozitiei anterioare exista (f,), in C.(Q) astfel incat

n—oo
,———0.

De aici rezulta ca exista (f,), in C.(G) astfel incat

Astfel f apartine inchiderii in normi a lui o( C¢(G), i.e. f apartine C*(G, v).®

Propozitie 5.2.14 (Proposition 5 [18]). Fie G un grupoid tranzitiv local

compact cu baza numadrabila, inzestrat cu un sistem Haar v = {v“,u eUg, } Fiep o
masura cvasi-invarianta, A este functia modulara a lui p. si
Iv du(v vauvduv)du )siv0=JA"”2dv ,
1

Daci feL'(G,vo) are proprictatea ci

7 (18 (v, () v u) < o

atunci f apartine C*(G,v).
Demonstratie. Demonstram ca existd un sir (f,), de functii boreliene marginite

pe G cu suport compact astfel incat

n—oo
0.
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Fie gn(x)=f(x) dacd | f(x)| < n si g,(x)=0 In caz contrar. Fie (K,), un sir crescator de

multimi compacte cu UKn =G. Daca f, = gnl, , atunci [f-f,| converge punctual la

zero, dominat de |f]. De aceea

7T R0 £, G Gekv,  )f (o) <o

converge la zero conform teoremei de convergentd dominatd . Am observat in

demonstratia propozitiei 5.2.12 ca

1/2

<\I] U £(x)- )(A_;(X)dvu,v(x)] du(v)du(u)| .

,— 0. Din aceeasi propozitie rezultd ca orice functie boreliand
marginitd pe G cu suport compact poate fi aproximata in || ||II cu functii continue cu
suport compact. In consecinta, daca feL'(G,vy) are proprietatea

I I (v, (6 v hana) <o

atunci exista un sir (f,,), de functii continue cu suport compact astfel incat

I n—oo 0 .
Este cunoscut ca orice reprezentare L : C.(G) — L(H) in sensul definitiei 5.1.15
(Definition 1.3/pg.50 [68]) , are proprietatea ca || L(f)”S”f ||H. Deci pentru orice

functie f cu proprietatea din ipoteza exista un sir (f,), de functii continue cu suport

compact astfel incat
IL(f - £, )] —==—0.
pentru orice reprezentare L, ceea ce inseamnd cd f poate fi privitd ca element in

C'(G,v).m
¢. Izomorfismul dintre C*-algebrele asociate unui grupoid tranzitiv

U .o . . .. *
Vom demonstra mai intai cd C -algebra asociata unui grupoid tranzitiv este *-

. * . - . . . .
izomorfa cu C -algebra asociata unui grupoid trivial
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Notatii 5.2.15. Fie G un grupoid tranzitiv local compact cu bazd numarabila,

inzestrat cu un sistem Haar v = {v“,u € UG}. Fie po o probabilitate simetrica pe G

astfel Tncat pu = r.«(1o) = d«(uo) sd fie o masurd cvasi-invarianta relativ la sistemul
Haar. Fie e € Ug o unitate fixatd si o : Ug — G® o sectiune boreliana regulatd pentru
de: G* — Ug, de(x) = d(x). Fie A o functie modulara asociata lui p convenabil aleasa.
Fie {vyy, u,veUg} un sistem de masuri rezultat prin descompunerea sistemului Haar.
Din lema 5.2.10 rezultd ca existd o functie boreliand pozitiva hy cu urmatoarele
proprietati

1. Pentru orice functie boreliana nenegativa f avem
J £)av,, (v)=hs (), Flofe) yolv)an, ()] wrwaps @y

cu U masura Haar pe G convenabil aleasa

e
e

2. Pentru orice xeG

unde A, este functia modulara a grupului local compact G .

3. Pentru orice multime compacta K < Ug.
[ Le(W)hy (w)dp(w) < oo

Consideram grupoidul trivial Ug x G x Ug. Topologia pe Ug x G x Ug este
topologia produs, iar operatiile sunt date de
(u,x,v)(v,z,w) = (u,XZ,W)
ux,v)" =(v.x" ).
Cu aceasta structurd Ug x G| x Ug devine grupoid local compact cu baza numarabila.
Nu este greu de demonstrat ca sistemul de masuri v. ={g,xpexho-p, ue Ug} este

. . - * . - .
sistem Haar pe Ug x Gix Ug si ca C -algebra asociatd este *-izomorfd cu

C( G )®K(L*(Ug, 1)) (&, este misura Dirac in u).
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Lema 5.2.16 (Proposition 3 [23]). Cu notatiile 5.2.15, aplicatia ¢ : G — Ug x

G{ x Ug definita prin

0(x) = (1(x), o(r(x))xo(d(x))", d(x))

este un izomorfism borelian de grupoizi care transportd sistemul Haar v =
{v“,u IS UG} al lui G in sistemul Haar v, ={g,xpexho-u, ue Ug} al lui Ug x G x Ug.

Demonstratie. Rezulta prin calcul direct. B

Teorema 5.2.17(Theorem 7 [23]). Fie G un grupoid tranzitiv local compact cu

baza numarabila, Inzestrat cu un sistem Haar v = {v“,u e U, } Fie Ug x G{x Ug
grupoidul trivial inzestrat cu sistemul Haar ve ={g,xpexho-p, ue Ug} ca in 5.2.15.
Atunci C'(G,v) si C'(Ug x G: x Ug,ve) sunt *-izomorfe.

Demonstratie. Fie ¢ izomorfismul de grupoizi definit in lema 5.2.16. Orice
reprezentare nedegeneratd a lui C,(G) este echivalentd cu reprezentarea obtinuta prin

integrarea unei reprezentdri a grupoidului conform teoremei 5.1.21 (Teorema 1.21/p.

65 [68] sau Teorema 3.29/p. 74 [56]). Deoarece ¢ : G — Ug x G x Ug este un

izomorfism borelian de grupoizi, L — Lo ¢ determind o corespondentd biunivoca

intre reprezentdrile lui Us x G{x Ug si reprezentarile lui G. De asemenea ¢
transportd sistemul Haar al lui G in sistemul Haar de pe Ug x G x Ug. De aceea,
aplicatia @ : M(Ug x G{ x Ug) > M(G) definita prin

Of)=foo

poate fi extinsa la un *-izomorfim intre C'( Ug x G x Ug,ve) s C'(G,v). =

Observatie 5.2.18. in conditiile teoremei anterioare, obtinem ci C'(G,v) este

*-1izomorfa cu C*(GZ Y®K(L*(Ug, w)) deoarece C*( Ug x G x Ug,V,) este *-izomorfa

cu C'(G$®K(L(Ug, p)).
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Notatii 5.2.19. Fie G un grupoid tranzitiv local compact cu bazd numarabila,

inzestrat cu doud sisteme Haar v; = {vf,u eUG}, i=1,2. Fie y; o masurd cvasi-

i
u,v?

invariantd relativ la sistemul Haar i=1,2 aleasd ca in 5.2.25. Fie {v) , u,veUg},

i=1,2, sistemele de masuri rezultate prin descompunerea celor doua sisteme Haar, si
h} , i=1,2 functiile corespunzitoare cu proprietitile indicate in 5.2.15.

Izomorfismul dintre C(G,v;) si C(G,v2) se obtine prin compunerea

izomorfismelor urmatoare

C'(G,vi) —=2£5 C*(Ugx G¢ xUg, v ) —=> C (Ugx G xUg, v))
—fofo s CY(G,vy).

Pentru a pune in evidentd izomorfismul dintre C -algebrele C'( Ug x G:x
Ug,v)) si C( Ugx G¢xUg, V) observam cd spatiul liniar generat de functiile de
forma

(x,v)—> 21®Mga(ux,v)= Zi(W)EA(V)
cu g, f si g functii continue cu suport compact este dens in norma || ||3o in
Ce(Usx G{ xUg) si deci este dens in C"-normi in Co(Usx G xUg). Fie

U : L(Ug, 1) = L(Ug, )
un operator unitar. In aceste conditii aplicatia
£19f®g; — U(g)®fOU(g2)

poate fi extinsd la un *-izomorfism intre C'( Usg x G:x Ug,vy) si C'(

U(;X GZ XUC,, Vi )

Teorema 5.2.10. Fie G un grupoid tranzitiv local compact cu baza numarabila,

inzestrat cu doua sisteme Haar v; = {vi“,u eUG}, i=1,2. Fie y; o masurda cvasi-
invarianta relativ la sistemul Haar i=1,2 aleasa ca in 5.2.25. Fie

U : L*(Ug, w) = L*(Ug, 1)
un operator unitar. Fie e € Ug o unitate fixatd si 6 : Ug — G° o sectiune boreliana

regulata pentru d.: G° — Ug, de(x) = d(x). Consideram aplicatia
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2 ®f®g 2 Ulg) B U
unde g1, g : Ug — C, f: G —C sunt functii boreliene marginite cu suport compact,
iar g ®f® g, este definitad prin
£1®f® g(x) : = gi(r(X))(G(r(0))x0(d(x)) gxAd(x), x€G
si analog este definita U(g;) RF® U(gy).
Atunci @ poate fi extinsd la un *-izomorfism intre C'(G,v1) si C'(G,v2).

Demonstratie. Aplicatia @ definitd pe spatiul liniar generat de functiile de
forma g Rf® g, reprezinta restrictia compunerii izomorfismele puse in evidentd in

5.2.19. De aceea trebuie demonstrat doar cd spatiul liniar generat de g; ®F® g este

dens in C'(G,v;) in C-normi. Pentru aceasta tinem cont de urmitoarele fapte:
M'(G,v1) = C(G,v), f = fo ¢ este un *-izomorfism intre C'(G,v1) si C'( Ug x G;x
Ug, v0), si spatiul liniar generat de functiile de forma

(u,x,v)— g1®f®g(u,x,v)= gi(Wi(x)g(v)
cu gy, f'si g functii continue cu suport compact este dens in C'( Ug x Gt x Ug, V),
deci cu atat mai mult spatiul liniar generat de functiile de forma

(u,x,v)— g1®f®g(u,x,v)= gi(Wi(x)g(v)

cu g, 51 g» functii boreliene marginite cu suport compact este dens in C*( Ug x G{x
Ug, v.). Spatiul corespunzitor acestuia in C*(G,Vl) este spatiul liniar generat de

functiile de forma g ®f® g>. In consecinta acesta este si el dens in C*(G,Vl) in C'-

norma. m

5.3. C'-ALGEBRA ASOCIATA UNUI GRUPOID CU SPATIUL
ORBITELOR NUMARABIL SEPARAT

Fie G un grupoid local compact cu bazd numadrabila inzestrat cu un sistem

Haar v = {v“,u eUg, } Presupunem in plus ca spatiul orbitelor Ug/G = {[u], ueUg}

este numarabil separat. Notdm n: Ug — Ug/G aplicatia canonicd u — [u]. Aplicand

CAPITOLUL 5: C'-ALGEBRE ASOCIATE GRUPOIZILOR



216 MADALINA ROXANA BUNECI

un rezultat enuntat in [2] (Theorem 3.4.3/p. 77 [2]) spatiului analitic Ug, spatiului
numadrabil separat Ug/G si aplicatiei boreliene mt, rezulta cd exista o sectiune universal
masurabild o : Ug/G — Ug pentru 7, i.e. o aplicatie universal masurabild ce satisface
n(c([u])) = [u], pentru orice orbitd [u]. Pe Ug/G am considerat structura boreliana cat
indusd de m. O multime M este boreliand in Ug/G daca si numai daca preimaginea 1
'(M) este boreliand in Ug. in [65] Arlan Ramsay stabileste conditii necesare si
suficiente pentru ca spatiul orbitelor sa fie numarabil separat. Fie
R = (r,d)(G) = {(1(x),d(x)), x € G}
grupoidul principal asociat lui G (graficul relatie de echivalentd u ~ v <=>G| 20 ).

Acest grupoid fiind imaginea lui G prin morfismul continuu (r,d), este un grupoid c-
compact. In particular, R este o submultime F, in Ug x Ug. Aplicand un rezultat al lui

Arlan Ramsay (Theorem 2.1/p. 363 [65]), rezultd cd urmdtoarele afirmatii sunt

echivalente:
1. structura boreliana cat pe Ug/G este numarabil separata
2. topologia cat pe Ug/G genereaza structura boreliana cat
3. Ug/G este spatiu standard
4. n: Ug = Ug/G admite o sectiune boreliana
5. fiecare orbita [u] este local inchisa.

6. Ug/G este spatiu topologic Ty (inzestrat cu topologia cat)
De aceea putem considera ca sectiunea c este de fapt boreliana.

Fie (Ky)n un sir crescator de multimi compacte cu U K, =G. Pentru fiecare n,

n

consideram o functie f, : G — [0, 1] continua cu suport compact astfel incat f,(x) = 1

. : : 1
pentru orice x € K,. Fie a,(u) = daca v'(fy) > 1, si ay(u) = o in caz

L
2"v'(f,)

contrar. Nu este greu de observat ca functia u — a,(u) este continua. Fie

P(u,x) = > a, (u)f, (x) pentru orice u € Ug si x €G
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Deoarece | ay(u) fu(x) | < 2%, seria de functii (u,x) — Zan(u)fn (x) este

n
normal si deci uniform convergenta. Fiind o serie uniform convergentd de functii
continue, suma ei, i.e. functia P este continua. De aici rezultd cd pentru orice functie

continud cu suport compact f : G — C, functia

u > [ ()P, x)dv" (x)
este continud cu suport compact. Daca notam

M(u) = [ P(u,x)dv* (x)

atunci 0 < M(u) < 2. Fie o masura definita prin
“mziiﬁf“””“”“““

pentru orice functie f continua cu suport compact. Atunci u — o este continud, in

sensul ¢ u — a'(f) este continua pentru orice functie f continud cu suport compact.

Ca urmare u — d, (a") este continud. Fie n,= d. (a") §i Naw) = ng(n(u)) pentru orice

u. Este usor de demonstrat ca pentru orice functie boreliand nenegativa si marginita f
u— I f(W)dm(u)(W)

este o functie boreliand marginita.

Fie Xln(u)z jvwdnn(u) masura indusd de mMyw pe G, si fie Ay

%(Nﬂ(u) +(7Jn(u))_l). Inlocuind Mzw cu d.(Ayw), putem presupune ci sistemul de

masuri {Nxw), ©(u) € Us/G} indeplineste urmatoarele conditii:

1. Pentru orice functie boreliand nenegativa si marginita f
u— [ f(w)dn,g,(w)
este o functie boreliand marginita
2. Mg ~ d. (v") (au aceleagi multimi de masura nuld) pentru orice u € Ug
3. Maw = du (Agw) pentru orice n(u) € Ug/G, unde Ay este o probabilitate

simetrica pe G.
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In [21] folosind un rezultat al lui Etienne Blachard (Theorem 3.3 [6]) am artat
cd 1In situatia in care R = (r,d)(G) este o submultime Inchisd a lui Ug x Ug (sau
echivalent Ug/G este spatiu Hausdorff) se poate construi un sistem de masuri {Nxw),
m(u) € Ug/G} care sa verifice conditiile 2 si 3 de mai sus, si in plus s aiba

proprietatea ca pentru orice functie continud cu suport compact
u— [ fwhdng,(w)

este o functie continud cu suport compact
Folosind sistemul de masuri {nxw), m(u) € Ug/G} vom rafina rezultatele

referitoare la dezintegrarea sistemului Haar v = {v“ ,ue UG} din sectiunea 2.4.a.

Fie p o masura cvasi-invarianta pentru sistemul Haar v = {v“ ,2ue Ug }, si fie

w = | N du(u).

Cvasi-invarianta masurii p §i cvasi-invarianta fiecarel masuri Mgy implicd

echivalenta masurilor p; si p: gy ~ p. Consideram masura
A=[ A yudu(u)

(unde masurile A sunt probabilitdtile simetrice utilizate pentru a construi MNrw): Nr(w)

= d. (An)) s1 observam ca

[t )an(x)=] | flx}n () (x)du(u)
=] £ W) (<dua(u)
= [ £ ar(x)

si

| elu)du, ()= [ g(whin,(w)dn(u)
=[ [ gl w (x)du(u)
= [ g(d(x))dr(x)
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De aceea p; = d. (L), cu A o probabilitate simetrici pe G. In cele ce urmeaza

vom folosi acecasi notatic v si pentru sistemul Haar (v = {v*,ueUg}) si pentru
mésura indusi pe G de py, i.e v= | v*dp, (u). Din context se va subintelege cand v se
referd la un sistem de masuri si cand la o masurd. Notam
n= f M) X Ny d(u).
Fie A = [ A"dp,(u) o r-dezintegrare a lui A si fie M' = (r,d).(A). Cvasi invarianta
MAsurii Nx implicd echivalenta masurilor d. ( V') si N si mai departe echivalenta:
Su x du (V") ~ 8y X Nrqw)-
In consecintd, avem
[ 8, % (0 Ju, (w) ~ [ 8, x (v M, (w) ~ [ 8, x1,dn, ()
Pe de alta parte, pentru orice functie f continud cu suport compact definitd pe R, avem
[ ] £,0d(, xd. (0 s, )i, (w) = [ [ £u,d(x))dr (u)dp, (u)
= [ £(r(x).d(x))dn(x)

= j f(s, t)dA'(s, t)

Astfel n ~ A'. Daca notdm cu q o derivatd Radon - Nikodym %, atunci q este

o functie boreliand pozitiva, si se poate arata usor ca pentru p; -a.p.t.

d(é
q= Ln”(”)) , unde A\' =I Atdu, (u) este o r-dezintegrare a lui A'.

d?\‘lu

Ca urmare, pentru orice functie f continud cu suport compact definita pe R, avem
j £((u, v)(s, t))q(s, t)dA"" (s, t) = I £(s, t)q(s, t)dr " (s, ).

Aplicand teorema 2.1.8 si teorema 2.1.11, rezulta ca

q(u.v)

q(v.u)

dn

(wv) > .

este un morfism a.p.t. egal cu
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q(u; V) =1 n_apt Fie A= d\il
q(v,u) Y

sistemului Haar {v” ,ue UG} si masurii cvasi invariante y,, si fie

-1 o . - .o
Deoarece n = 1, rezulta functia modulara asociata

5(y) = Ay AOMY)
q

(r(y)d(y) "

Avem 8(y) = A(y) v-a.p.t deoarece un’ V; =1 n-a.p.t.
v,u

Aplicand lema 2.4.4. in contextul de mai sus obtinem:

Lema 5.3.1(Proposition 1 [22]). Fie G un grupoid local compact cu baza

numadrabild avand spatiul orbitelor Ug/G numarabil separat. Fie {v“ ,ue UG} este un
sistem Haar pe G si p o masurd cvasi invariantd pe Ug. Atunci existd un sistem {1w),
m(u) € Ug/G} de probabilitati pe Ug, o submultime o-compactd Z saturata a lui Ug
cu complementara p-nula si un sistem de masuri o-finite {vyy, (u,v) € RN (Z x Z)}

cu urmatoarele proprietati

(1) Pentru orice functie boreliana nenegativa f pe Ug
u— [ f(w)dn,g,(w)

este o functie boreliana.
(2) Pentru orice m(u) € Ug/G existd o probabilitate simetricd pe G, Ax), astfel
incat New) = dv (Arqw)-
(3) Pentru orice u € Ug, M) ~ d. (V") .
(4) vy este concentrata pe G, si vy # 0 pentru orice u,v € Z, u~v.

(5) Pentru orice f > 0 boreliana pe Gy = G|z,
@v) = [, £(y)dv,,(y) [ @d)Go) - R ]

este o aplicatie boreliana.

(6) Pentru orice f > 0 boreliana pe Gy = G|z.

[ ty)v(y)=] [ f(y)dv,,(v) dn(u,v)
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=[ [ f(y)dv,, (y)dn ., (v)dn g ()du(w)

(V xeG|Z

(M) [ £6xy)dvi, (¥)=] £F¥)dv,0. (v) (v)veZ v~r(x)
(¥)f > 0 boreliana

(‘v’) X EG|Z

(8) A(X)JGO f(YX)qu,r(x)(Y):JGO f(y)dv, g (y) (V)ueZu~r(x)
(¥)f > 0 boreliana

(9) A: G|z > R’ este morfism strict.
(10) [ f(y)dv, ()=] £y Ay )av,,(v) (v) uv e Z u~v.

(11) vi= I Vu,vdnn(u)(v) “'_apt

unde p; = _[ nn(u)dp(u), v = jv“dul(u) si A= dd\il functia modulara asociata
Y

sistemului Haar {v”,u € UG} s1 masurii cvasi invariante p; = I nn(u)dp(u)

Demonstratie. Proprietatile (1)-(3) sunt indeplinite de sistemul de probabilitati
{Nrw), ™) € Ug/G} construit la Inceputul sectiunii. Proprietatile (4) -(10) rezultd
direct prin aplicarea lemei 2.4.4. Pentru a demonstra (11), sa considerdam doua functii
boreliene nenegative f si g, f definitd pe G si g definita pe Ug. Avem

Avem

J o] £)av ()b ) = | el R(xkav()
= [ § ell(x)av, , (x)dn,gu) (v Min g, ()du(w)
= [ ] 8] | £6)av.,, (x)am, () ()du(w)
~ [ ()] | f<x>dvu,v(x>dnn(u)<v>)dul(u>

Deci I f(x)dv" (x ij ()(V) pi-a.p.t. m
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Observatie 5.3.2.  Deoarece G este un grupoid local compact cu baza

numadrabild avand spatiul orbitelor Ug/G numarabil separat, rezultd ca fiecare orbita

[u] este local inchisd. Ca urmare, fiecare componenta de tranzitivitate Gjy; este un

grupoid local compact cu baza numarabila. Daca {v“,u € UG} este un sistem Haar

pentru G, atunci {v“ ,U€E [w]}este un sistem Haar pentru Gjjy) pentru orice orbitd [w].

Fie p o masurd cvasi invariantd pentru {v“,u € UG}. Fie u; = I nn(u)dp(u), v =

{v“,u € UG} si

[ vidu,(u) si

masurii cvasi invariante p; (unde {nxw), ueUg} este sistemul de mdsuri construit la
inceputul acestei sectiuni).

1. In aceste conditii Algpw este functia modulard a sistemului Haar
{v“,u € [w]} pe Gl $i misurii cvasi invariante 1) pentru orice orbitd [w]. Intr-
adevar, fie

Vi(w) =_[ vidn, ), w € Ug,

fie g o functie boreliana nenegativa pe Ug/G si f o functie boreliana nenegativa pe G.

Avem

J el )iy o (x)utu) = [ el £ekve Go)b, )
= [ alnle(x))f (x)dv(x)
= gl x)A(x)dv " (x)
- [ elrla())elx " )a(rl )dv(x>
- [ alx(w)] £lx * (), (u)
= [ [ &ln U * ()i (0w
- g<n<w>>({ Pl )A(x* )dvﬂw)(x)L(w)
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Deci | f(x)dv, jf( ‘I)A(x‘1 )dvn(w)(x) a.p.t, si in consecintd A =

dV—n(u)_l Nn) -a.p.t.
d(vn(u))

2. Daca (u, Ug*H , L) este o reprezentare a grupoidului G (definitia 5.1.12),
atunci (Mg, Uc™H |y , Llguy) este o reprezentare a lui Gip). Vom nota cu Ly,
reprezentarea indusad de (Nxw), Uc™H |1 , L|g|fu). Aceastd reprezentare poate fi privita
si ca o reprezentare a intregului grupoid G relativ la masura tranzitiva 1y).

Fie L o reprezentare a spatiului C.(G). Reprezentarea L este unitar echivalenta
cu reprezentarea obtinuta prin integrarea unei reprezentdri (teorema 5.1.21), notate tot
L, de forma:

(M, UG*H , L) ~ (Ml, UG*H 5 L)
unde u; = j nn(u)du(u) ~ 1. Relatia dintre cele doua reprezentari este data de:
(F).&, )= [ F(xNLx)e &, (r(x)ha™ (x)av" (x)dp, (u)
unde f €C.(G), &, & < f H(u)dul(u), iar A este functia modulard asociatd

sistemului Haar {v“ ,ue UG} si masurii cvasi invariante p;.

Vom nota tot cu Ly reprezentarea indusd de (Nxw), Uc*H | , Ligy) pe

spatiul C¢(Gpy)). Deci avem
(L0, £, )= [ [ FKL(x)e, (d(x)) &, (r()NA™ "2 (x)dv™ (x Jdn (W)
unde f €Cy(Gl), &1, & € J'j H(W)dm(u)(w)’ deoarece Alg este functia modulara

asociata sistemului Haar {VW ,W e [u]} pe Gy $1 masurii cvasi invariante M)

Notatie 5.3.3. Pentru fiecare functie fe C.(G), notdm cu
| £]| = sup{|| L(f) ||, L reprezentare a C.(G)} - C* norma lui f

|| f || = sup{|| L(f) ||, L reprezentare a C.(G) ce corespunde unei masuri tranzitive }

Evident || f || < || f|| pentru orice fe C¢(G).
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Lema 5.3.4(Lemma 5 [21]). Fie G un grupoid local compact cu baza

numarabild avand spatiul orbitelor Us/G numarabil separat. Fie {v“ ,U€e UG} este un

sistem Haar pe G. Atunci || f || = || f'|| pentru orice fe C.(G).
Demonstratie. Este suficient s demonstram ca ||f|| > || f || pentru

orice fe C¢(G). Fie {Nnw), m(u) € Ug/G} un sistem de masuri cu proprietdtile din lema
5.3.1. Fie L o reprezentare a lui C¢(G), care se obtine prin integrarea unei reprezentari

de forma (n;, Ug*H , L), unde p este o masurd cvasi invariantd pe Ug iar u; =

f m(u)du(u). Daci notam cu

||§||n<u)=([||§(W)||dm<u>(W))/ pentru &< [° H(ukdy, (u),

atunci || & |* =
|<L(f)al,a2 >|=
= [T G0 (460D v (b (o)
=TT N 000 B )™k (g ()
< Tt 2 )

>(f)'

.Pentru f € C«(G), &1, & € j H(u)dy, (u), avem

Jdu(u)

(u))‘ 12

(u)y 12

In consecinti || | < || f” [

Asa cum am observat mai inainte deoarece G este un grupoid local compact cu

bazd numarabila avand spatiul orbitelor Ug/G numadrabil separat, rezulta ca fiecare
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componentd de tranzitivitate G|, este un grupoid local compact cu baza numarabila.
Daca {v“,u € UG} este un sistem Haar pentru G, atunci {v“,u € [w]}este un sistem
Haar pentru Gl pentru orice orbitd [w]. Notdm cu C(G, v) C -algebra asociatd

grupoidului G inzestrat cu sistemul Haar v Z{v“,u eUg }, si cu || - || C'- norma

corespunzatoare. Pentru fiecare orbita [u], notdm cu C*(G|[u], Vu]) C’-algebra asociata
grupoidului Gl inzestrat cu sistemul Haar v, = {vw AAS [u]} sicul - [z C"- norma
corespunzatoare.
Putem privi spatiul
{(frw)rw : (3) f € C(Q) astfel incat flgu) = frw) pentru orice [u]}

ca o pre- C*-algebré cu operatiile

(Frw)w) + (8n(w)n(w) = (Frw) + &niw)niw)

(Fr)nw * (Erwlnw = (frw) * Enw)aw

(o) ne) =Ea) e

si cu norma || (frw)rw || = sup {[| frw [z, m(w)e Us/ G }.

Teorema 5.3.5 (Theorem I [22]). Fie G un grupoid local compact cu baza
numarabild avand spatiul orbitelor Us/G numarabil separat. Fie {v” ,ue UG} este un
sistem Haar pe G. Pentru fiecare orbita [u], notam cu C (Glp, Vi) C -algebra asociata
grupoidului G|, Inzestrat cu sistemul Haar vy, = {VW W € [u]} $i cu || - [laq) C - norma
corespunzitoare. Atunci C -algebra asociati grupoidului G inzestrat cu sistemul Haar
v = {v“ ,ue UG} este izomorfa cu C -algebra obtinutd prin completarea pre- C -
algebrei

{(frw)r) : 3) £ € C(G) astfel incat flgu) = frw) pentru orice [u]}
in norma || (frw)x(w | = sup {[| frxw) [lxw, ©(w)e Us/ G }.

Demonstratie. Este usor de demonstrat ca *-morfismul

f— (flojupnw

poate fi prelungit la un izomorfism de C -algebre. Este suficient sa observam ci
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sup || (flap)sw | = | £, =11 £l

unde || - || este C"- norma corespunzitoare lui C (G, v). ®

Observatie 5.3.6 Orice grupoid G local compact cu baza numarabila, avand

spatiul orbitelor Ug/G spatiu topologic Ty in raport cu topologia cét, satisface
ipoteza teoremei 5.3.5. In particular grupoizii pentru care graficul relatiei de
echivalenti induse de G pe Ug este inchis satisfac aceasti ipoteza. In acest caz

obtinem rezultatul din [21] (Theorem 1).

Teorema 5.3.7. Fie G un grupoid local compact cu bazd numarabila ale carui

orbite sunt multimi deschise. Fie {v“ ,ue UG} este un sistem Haar pe G. Pentru
fiecare orbitd [u], notdm cu C*(G|[u], Viu)) C*-algebra asociatd grupoidului Gy
inzestrat cu sistemul Haar vy, = {VW W e [u]} $i cu || - |lxw C - norma corespunzitoare.
Atunci C -algebra asociatd grupoidului G inzestrat cu sistemul Haar v = {v“ ,ue UG}

este izomorfa cu suma directd a C -algebrelor C"(Glry), Vi), i.€ cu C -algebra obtinuta

prin completarea pre- C -algebrei

{(frw)n) € HC*(G| [u] ,v[u]) : (3) I finita astfel incat fy,) = 0 pentru orice n(u) ¢ I}
[u]

in norma || (frw)x(w | = sup {[| frw) [lxw, ©(w)e Us/ G }.

Demonstratie. Este suficient sd observam ca in cazul unui grupoid cu orbite
deschise, suportul unei functii f € C.(G) intersecteazd doar un numdr finit de
componente de tranzitivitate §i cd orice functie continud pe o componentd de
tranzitivitate poate fi prelungitd (cu zero) prin continuitate la intreg grupoidul. Ca

urmare, in acest caz algebrele
{(fzw)=w) € []C. (G| [u]) : (3) I finita astfel incat f;,) = 0 pentru orice n(u) ¢ I}
[u]
s

{(frw)r) : 3) £ € C(Q) astfel incat flgu) = frw) pentru orice [u]}

coincid, si deci si completatele lor. ®
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Corolar 5.3.8. Fie G un grupoid local compact cu bazd numarabild ale carui

orbite sunt multimi deschise. Fie {v“,u € UG} este un sistem Haar pe G. Fie {nw),

n(u) € Ug/G} un sistem de masuri cu proprietatile din lema 5.3.1. Atunci C -algebra

asociatd grupoidului G si sistemului Haar v = {v“,u € UG} este *-izomorfd cu suma
directa Z[u]C*(Ggfﬁg) ® K(LA(Ug, Nr))), unde pentru fiecare orbita [u], e(u)e[u] este
0 unitate oarecare, C*(ngﬁg) este C -algebra asociatd grupului local compact GZEE;,

jar K(L*(Ug, Nr))) este algebra operatorilor compacti pe spatiul Hilbert L*(Ug.n (u))-
Demonstratie. Aplicim teorema precedenti si tinem cont ci C -algebra

asociatd grupoidului tranzitiv Gl inzestrat cu sistemul Haar vy Z{VW W e [u]} este

*-izomorfa cu C'(GZ!)) ® K(L*(Ug, Naw)). M

Corolar 5.3.9. Fie G un grupoid local compact cu bazd numadrabild ale carui

orbite sunt multimi deschise. Presupunem cd G este Inzestrat cu doua sisteme Haar v;
= {v;l ,ueUg, }, 1=1,2. Atunci C*-algebrele, C*(G, Vi) si C*(G, V7), asociate celor doua

sisteme Haar sunt *-izomorfe.
. . . - * . -
Demonstratie. Fiecare dintre cele doud C -algebre este *-izomorfa cu o suma

directd de forma
ZuiC (G @ KL (Ug, nigy))i=1.2.

2 . o « * .
In consecinta cele doua C -algebre sunt *-izomorfe. B

5.4. GRUPOIZI LOCAL COMPACTI PENTRU CARE C*-
ALGEBRA Sl C*-ALGEBRA REDUSA SUNT EGALE

Vom demonstra, in cazul tranzitiv, reciproca urmatorului rezultat: daca G este

un grupoid local compact inzestrat cu un sistem Haar continuu si G este masurabil

amenabil atunci C"(G)=C’_,(G) (Proposition 6.1.5/pg. 90 [1]).
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Fie G un grupoid tranzitiv local compact cu bazd numarabila.

Fie {v, u € Ug } un sistem Haar continuu pe G, si fie o o probabilitate
simetricd pe G astfel Incat. pu = r«(1o) = d«(Lo) sa fie cvasi invariantd pentru sistemul
Haar si astfel incat supp p = Ug.

Fie e € Ug o unitate fixatd. Aplicind Lemma 1.1/ pg. 102 [47] spatiilor local
compacte cu baza numarabila G® si Ug, si aplicatiei continue surjective d : G° — Ug
rezultd ca d are o sectiune boreliand regulatd ¢ : Ug — G° (i.e. ¢ este o aplicatie
boreliana cu proprietatea cd d(c(u)) = u pentru orice u € Ug , si o(K) este relativ
compactad in G® pentru orice multime compactda KcUg).

Modificand A pe o multime boreliand de masura nula, putem presupune cd A

este un morfism strict pe G.

Aplicand lema 2.4.5, rezulta ca existd o familie {vyy, u, v € Ug } de masuri
o-finite pe G cu urmatoarele proprietati:

(1) Fiecare v, este concentrata pe G .

(2) Pentru orice functie boreliand nenegativd f: G — R,
(u, V)HI fdv,, [:UgxUg— R este boreliana.
(3) Pentru orice functie boreliana nenegativa f: G —» R,
j f(xy)dv ). (Y)=I f(y)dv,.(y)  (MxeG,(V)veUg
(4) Pentru orice functie boreliana nenegativa f: G — R,
AR)[ £(yx)dv,, 0 (¥)=] £(¥)dv, 4 (y) (V)x € G, (V)ue Ug
(5) Pentru orice functie boreliand nenegativa f: G —» R,

[ t()dv, ()= £y Al )dv, (y) (V) uv e U

(6) v* :j Vi dp(v) pentru p-a.p.t. u € Ug .
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Vom stabili legatura care existd intre reprezentarile grupoidului G si
reprezentarile grupurilor sale de izotropie. Vom utiliza definitia reprezentarii unui

grupoid data in subcapitolul 5.1.

Lema 5.4.1 (Lemma 1 [18]). Fie H un spatiu Hilbert separabil si fie L : G

— L(H) o reprezentare grupului G;. Atunci L : G > Iso(Ug x H) definita prin:

L=(r(x). L(o(r(x)xo(d(x))). d(x))

este o reprezentare a grupoidului G. Daca L;, L, sunt doud reprezentiri unitar
echivalente ale grupului G¢, atunci reprezentarile il , iz induse pe grupoidul G sunt
de asemenea echivalente.

Demonstratie. Fie (fy), un sir fundamental de sectiuni pentru fibratul trivial
Ug x H (de fapt, (fy)n este un sir de functii boreliene pe Ug, cu valori in H, care separa
punctele astfel incat pentru orice u din Ug spatiul inchis generat de {f,(u), n € N }
este chiar H; H este inzestrat cu structura boreliand determinata de topologia slaba).

Deoarece G este o aplicatie boreliand, rezulta ca
x> r(x). { Llo(r(x)xo(d(x))" K, (@(x)).£, (1(x) ). d(x))

este boreliana, si de aici ca L este boreliana. Este usor de verificat ca L este un
morfism strict.
Fie U : H; — H; un operator unitar astfel incat L,(x)U = UL(x) (V) x € Ug.
Definim
V :Ug > Ug * B(Ug x Hy , Ug x Hy) = Ug x L(H;, Hy)

prin V(u) = (u,U) pentru orice u € Ug. Atunci V este un izomorfism care pastreaza

fibrele de la UgxH; la Ug x H, care interverteste ilsi fz . Astfel (u,Ug x Hy, il) si

(u, Ug x H, L ,) sunt reprezentdri echivalente. B

Observatie 5.4.2. Daca G este un grupoid tranzitiv si (u, Ug * H, L) este o

reprezentare a lui G atunci fibratul Ug * H este izomorf cu un fibrat de tipul Ug x H

(pentru orice reprezentare a unui grupoid, submultimile lui Ug pentru care dim(H(u))
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este constantd sunt invariante). De aceea 1n cazul tranzitiv putem considera ca fibratul

oricarei reprezentdri este un fibrat trivial.

Lema 5.4.3. Fie L : G — Iso(Ug * (Ug x H)) o reprezentare a grupoidului G.
Atunci Le = L| G este o reprezentare a grupului G.

Daca L; si L, sunt doud reprezentdri echivalente ale grupoidului G atunci
reprezentdrile L', si L induse pe grupul G¢ sunt de asemenea echivalente.

Demonstratie. Evidenta. ®

Observatie 5.4.4. Daca G este grupoid tranzitiv local compact cu baza

numadrabild Inzestrat cu un sistem Haar fixat, atunci existd o unica clasa de masuri
invariante pe Ug , [p]. Fie pu o probabilitate cvasi-invarianta pentru sistemul Haar v =

{v“,u eUg, }, A este functia modulara a lui u., si {vyy, u,v €Ug} sistemul de masuri

asociat cu proprietatile de la inceputul acestui subcapitol. Notam
vi=[ vidu(u)=] [ v, du(vidu(u) sive=] A" dv .
Daci feL'(G,vo) are proprietatea ci
[ 116G (v, () du(v ) < .

atunci f apartine C*(G,v), conform propozitiei 5.2.14.

Definitie 5.4.5. Pentru fiecare f € C¢(G; ) definim d(f) : G — C prin

(f)x)=flo(r(x xo(d(x))" Ix)" * Alo(d(x))) " x < G

Deoarece  este boreliand, rezultd ca d(f) este o aplicatie boreliana.

Lema 5.4.6 (Lemma 7 {18}). Pentru orice f € Co(G¢) avem d(f) € C*(G,v).

Demonstratie. Este suficient sa demonstram ca

[T (7 A (v, , (x)f dulv Mu(u) < o
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J 1 (o )a (v, ()f a(v k()

] ool Ja (ol ()b ita)
= 1 7 v, (o du(ohutu)

(e, (o) <oe.m

Lema 5.4.7 (Lemma 8 {18}). Daca

O(f )” este norma lui ®(f) relativ la C*-

algebra C*(G, v) si [f]| este norma lui f relativ la C"- algebra C'(G?), atunci
(e )<[f]

Demonstratie. Fie Lo reprezentare a lui C.(G) in sensul definitiei 5.1.15.
Existd o reprezentare (1, Ug*H, L) a lui G astfel incat L si fie echivalentd cu
reprezentarea obtinutd prin integrarea lui (u, Ug*H, L) (teorema 5.1.21). Putem

considera fibratul Ug*H ca fiind Ug x H. Reprezentarea integrata a lui (u, Ug*H, L)

este definita prin
(Lgen)=[ | e} L)) nlr(x)) )AK) " * dv* (x)du(u)
pentrug € C«(G)sié,m e L° (UG ,H,u) . Astfel

(L@(®)en)
<|[ ] T oYL DG AGY " dv,., (x)dn(u)du(s)
= |1 T [ tlota)olv) o) (E @G () av, . (x)dn(u)an(v)
=[] [ £G{Eloa) xofv)ntu)dv.. (x)du(u)du)
=[] T RGN EGOL (WM o)) dv.. (x)daa)du(s)
<[ ]| N EREMEM o)) av.. )

du(u)du(v)
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<[ [ 6l Lo (e )| Lootu)n(u)] dnu)dn(v)

“(J ||fllllé<v1|2du<v>)w(f el o))
-1l .

Deci avem ||L(CD(f))||£||f|| => HINJ((D(f))”S”f” => ||(I)(f)||£||f|| .

a |o(f )” este norma lui @(f) relativ la C*-

algebra C(G) si |f| este norma lui f relativ la C'- algebra C*(G?), atunci
[£]}< [ (E)-

Demonstratie. Fie L o reprezentare a lui Ll( Z) Notam de asemenea cu L
reprezentarea de pe grupul G{ care induce pe L prin integrare relativ la masura Haar.

Fie L reprezentarea indusd pe G de L descris in lema 5.4.1. Atunci

(L))
=[] fGN L )av,. (x)
= ][] 6 Lls)eom)av, (x)aulu)an(v)
| ] ] flofuov) ' Llouxols) o) alolu)) 'av,, ()au(u)in(v)
|17 T @) Bl o) v, (auauty)

[]o f)(x)< >A(X)-l/ dv® (x)du(u)
<[ (E) e ]

Deci avem [L(f)|< [@(f)] = [f]< |o(f) . m

Lema 5.4.9 (Lemma 10 {18}). ||f||red :”(D(f)

red ’
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Demonstratie. Pentru fiecare u € Ug, notdm prin v, imaginea lui v" prin

aplicatia x —x™'. Pentru orice functie borelian nenegativa g pe G avem

[ gy)v,(y) =] gly" Jav (y)
=[ [ ey v, (y)dn(v)
[ ] e)aly™ hav,,, (v)du(v)

Pentru orice unitate ve Ug, orice £€L*(G, v,) si x € G" avem
() &(x) =
=[] o(E)Xxy)ely ™ v, (v)dulw)
=] [ tlofex))evola(y)  IGey) * Aloldy)) el v, (yhan(w
=] ] tloueyolw) Ja(xy)* alow ( )dv (v du(w
= | jf(csuxcv_GV)yG(W)_l)A(xy)m ) e(y )dv (y)dp(w
= [ [ tlo(u)xo(v) "y alko v>-1yc<w>)”A<c<w>>-la((o(v>-lyc<w>)‘ )ave,e (y)du(w)
=Aleo(v)' ][ £58,., lofuxo(v) hau(w)
=A() A ] Fre,, (c U)XG(V)_l)du(W)
Euan(y) =AY 'o(w)'? & (o) y" o(w))™)

= Alo(w)"y) " E(o(w) !y o(v)) ™)

Se observa ca

[ eun () dv,.(y) =
=[ Alotw)'y) [ellotw) yo(w))| dv..(v)
=] Alo(w)" yo(v) " Ale(v)fello(w) yo(v))[ dv...(v)
=[ Aly)"fe(y) dv,, (v)-
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In calculele urmatoare notam

(16 F av ) "= b si ([ feun G avee )] "= el

Avem

J ()« E(x) v, (x) =
= Al &, (olr(olv) (] o,
<] AW \f*av,w (c<r(x>)m<v)—1] du(whiv, (x)
= J Al [Fr&,, (ol(x))xolv) ' | du(whiv, , (xJn(u)
= ] Al Jr+2,., (oluhxo(v)" | dv,., (x)du(w Hiu(u)
=[ [ ] *E G dv,.. (x)dn(wp(u)
< T IR |, dnw k)
=2, ] § [ AG) ) dv, , ()du(w)du(a)
=, J [ () dv, (y)du(u)
[, [ e dv, ()

2 2
=l &l
De aici rezulta ca [|D(£)*E|l> < |[f]|rea [|E]]2 51 de aceea ||D(F)]rea < ||f]|rea-
Pentru demonstra inegalitatea opusa, consideram &g, Me € Lz(GZ , Vee) S

observam ca

[ £xe (), (xNv,, (x)
=[ [ [ &6 Glv, . (x)dp(w)dp(u)
=[ [ [ Al(v)"f & (o(uxa(v) " Jn(o(w)xo(v) v, (x)dn(w)du(u)

Pe de alta parte
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Ao(v) [ 2 olu)so(v) ", (c (uxo(v)" )du (w)=

=Alo(v)"?[ ] flofulxolv) v (v v, (y)du(w

- “Hf( uhko(v) " yo(w)o(w )a( )dv (y)du(w)
)T A flofuheyo(w) b By, (y)du(w)

—A()"? @(f)+E(x)

unde
E(y) =& (o(d(y) y' or(y)™)") Ac(dy)) " Ay)"
= E(o(r(y)) y o(d(y)) ") A(c(d(y))) " A(y)"?

Se observa ca

[ EG) dv,(v)

=[ [} Aly) " dv,, , (y)du(w)

=] ] |e.loe)yold(y) | Alo(a(y)) " av,,, (y)au(w)
=] ] [e.lo(wlyo()" | Alo(v))" dv,,, (v }au(w)

=[ [ le.(v) v, (v)du(w)

“[e.[:

De asemenea daca notam
n(y) = ne(o(x(y)) y o(d(y)) ™) As(d(y))? Ay)"?

atunci

[ &Y dv, () =] [ M) dv,.(v)dn(w)

_ 2
= Indl

Astfel obtinem

[ £xe (xn.(xHv, (x)=
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=[] ] Alofv) "+ {ofu)solv) . loluolv) b, (xMn(wkina)
= ] AG) 0(F) e 2R, (M(u)
= () £(x kv, ()

Deoarece
<f * F’e’ne>L2(G§,ve,e) :<(I)(f)* E-"n>L2(Gv,vV)
rezulta ca
(P2 oo | < [OOL, Ief: Il
—||(D ) red z ne j

In consecinta, |[flreq < [|@(H)||rea. M

Propozitie 5.4.10 (Theorem 10 [18]). Fie G un grupoid tranzitiv local compact

cu bazd numarabila, inzestrat cu wun sistem Haar v = {v“,ueUG}.
DaciC"(G,v)=C_,(G,v), atunci G este misurabil amenabil.

Demonstratie. Din C"(G,v)=C,,,(G,v) rezulti ca |g

—||g|| pentru orice g

red

din C'(G). Fie f € C(G?). Avem

ff =l =) =[]

Deci C*( :) Cred( e) Egalitatea C*( Z):C?ed(GZ) implicd faptul cd G¢ este un

grup amenabil. G este amenabil pentru cad este un grupoid tranzitiv cu grupurile de

izotropie amenabile. B

5.5. REPREZENTARI AMENABILE DE GRUPOIZI BORELIENI

Vom defini o notiune de amenabilitate pentru reprezentarile unitare ale unui

grupoid. Grupoizii amenabili vor fi caracterizati prin amenabilitatea tuturor
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reprezentarilor lor. Vom demonstra un analog al “proprietatii de anulare” a unei
mediei invariante pe un grupoid local-compact cu grupurile de izotropie necompacte,
in versiune necomutativa. Toate acestea extind rezultatele din cazul grupurilor local-

compacte prezentate in [5].

Notatii 5.5.1.

u

Fie G un grupoid borelian , { v° , u € Ug } un sistem Haar pe G, p o

probabilitate cvasi invariantad asociatd acestui sistem Haar. Notam cuv:j v du(u)si
dv . <

CuA= T functia modulara.
Y,

Fie Ug*H un fibrat Hilbert analitic, si (f,), un sir fundamental de sectiuni

@
pentru acest fibrat. Notdm cu J’U‘ H (u)dp(u)multimea :
{&:Ug— U H(u) : & sectiune masurabila si _[ || &(u) ||2 du(u)<oo}
uelUg

( € sectiune masurabila <=> E(u) € H(u) (V) u € Ug si u—<E(u),fy(u)> masurabila

(V) n). Evident, J‘j H (u)dp(u) este spatiu Hilbert cu produsul scalar :
@
(f.g)=] (fu)e)dn() . fge [ H@)dulw).

Notam cu B(Ug*H) multimea:

A :Ug—> U {T:H(u) > H(u) liniar i marginit} cu proprietatile
ueUg
DA) H(u)— H(u)
Qu <A(u)fn (u).f, (u)> masurabild (V) n,m
3)|ur] Alu)

| <o
)

Un element A al acestei multimi da nastere unui operator decompozabil de la

Jj H(u)dp(u) la Jf H (u)du(u) care va fi notat tot cu A:
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@
AW = AWEW) L& [ H(u)du(w).
Acesti operatori comutd cu operatorii de inmultire cu functii din L*(Ug). Reciproc,
&) @D
orice operator liniar §i marginit A : IU H (u)du(u)—)jU H (u)du(u)care comuti cu
operatorii de inmultire cu functii din L(Ug) este dat de un element al spatiului
B(Ug*H).

Pentru un spatiu Hilbert H notam cu B(H) spatiul operatorilor liniari si

marginiti pe H.

Este cunoscutd echivalenta dintre amenabilitatea grupoidului (G,v,n) si
existenta unei familii{ m" , u € Ug } de stari m" pe L”(G,v") astfel incat
(*) () u—> m" ((p) este masurabild (V) ¢ € L*(G,v)
(b) m*(p(x-))=m"(o) (V) ¢ € L“G.v™) v-ap.t.
Vom introduce o notiune de amenabilitate pentru o reprezentare unitard oarecare a

grupoidului G.

Definitie 5.5.2 (Definition 2 [20]). Reprezentarea unitard (Ug*H, m,u)

grupoidului G se numeste amenabila daca exista o familie invarianta de stiri { M" , u
€ Ug } pe B(Ug*H) , i.e.

(1) M* € BH(u)) ,M">0, M) =1

(2) u—>M"(A(u)) masurabila (V) A € B(Ug*H)

3) M (r(x)An(x " )=M(A) , (V) A € B(H(d(x))) v-a.p.t.

Teorema 5.5.3(Theorem 3 [20]). Fie (Ug*H, m,p) o reprezentare unitara a
grupoidului G.

1) Dacd H(u) este finit dimensional p-a.p.t. u € Ug, atunci © este amenabila.

2) Daca (Ug*H, m,u) contine o subreprezentare amenabila (Ug*K, ),

atunci (Ug*H, m,11) este amenabila.
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( (Ug*K, m,u) subreprezentare a lui(Ug*H, mt,pu) <=>
- K(u) subspatiu inchis al lui H(u) pentru orice u € Ug,
- (u > P(u)) € B(Ug*H), unde P(u) proiectorul asociat lui K(u),
- (x)(K(d(x)) < K(r(x)) pentru v-a.p.t. x €G.)

Demonstratie. 1) Definim M“(A)=mTr(A) pentru orice A €
B(H(u)) si pentru p-a.p.t. u € Ug. Atunci

o(x) ) 1 ) 1 5

M (TC(X)ATE(X ))_—dim (HEW) TI‘(TE(X)ATC(X )) —dim(H ) Tr(A). Pe de alta

parte, deoarece m(x) este un operator unitar de la H(d(x)) la H(r(x)) rezultd ca
dim(H(d(x))) = dim (H(r(x))) , si deci M"®(r(x)An(x"))=M™)(A).
2) Daca { M", u € Ug } este o familie invarianta de stari pe B(Ug*K) definim

M“(A):M“(P(u)A|K(u)) pentru orice A € B(H(u)) si pentru orice u € Ug. Se

verificd usor ca { M" ,u e Ug }este o familie invarianta de stiri pe B(Ug*H).

Teorema 5.5.4 (Theorem 4 [20]). Fie (Ug*H, m,u) o reprezentare unitara

amenabila a grupoidului G cu proprietatea ca pentru orice u € Ug nu existd nici un
subspatiu inchis finit dimensional al lui H(u) care s fie m(x)-invariant pentru orice X

e G!. Fie { M", u € Ug } este o familie invarianta de stari pe B(Ug*H). Atunci

pentru p-a.p.t. u € Ug rezulta M“(A)=0 pentru orice A € B(H(u)) cu A operator
compact.
Demonstratie. Fie u € Ug fixat , si fie K(H(u)) spatiul operatorilor compacti

pe H(u). Fie ®(u) = M"|K ( H (u)) e K(H(u))". Atunci existd un operator nuclear S(u)

pe H(u) astfel incat

O(u)fA)=Tr(S(u)A) , A eK (H(u)).
Avem S(u) > 0 deoarece ®(u) > 0. Presupunem prin absurd ca S(u) # 0. Atunci S(u)
are o valoare proprie nenula. Fie E(u) subspatiul propriu corespunzator acestei valori

proprii. Deoarece familia de stari { M", u € Ug } este invarianta rezultd ca S(u)m(x) =
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n(x)S(u) pentru orice x € G, , si de aici rezulta ca E(u) este m(x)-invariant pentru
orice x € G,. Aceasta este o contradictie, si deci S(u) = 0, ceea ce implica

M"|K (H(u))=0.

Observatie 5.4.5 Teorema de mai sus poate fi interpretatd ca un rezultat analog

cu urmatorul: Dacd grupoidul local-compact cu bazd numarabila (G,v,u) are p-
aproape toate grupurile de izotropie necompacte si functia modulara A marginita pe
o vecindtate simetrica a spatiului unitatilor Ug , $i dacad m este o medie invariantd pe
G ce provine dintr-o medie aproximativa complet invarianta, atunci m(f) = 0 (p-a.p.t.)

pentru orice functie f : G — C continua care se anuleaza la infinit.

Teorema 5.5.6 (Theorem 6 [20]). Pentru grupoidul cu masurd (G,v,u)

urmatoarele conditii sunt echivalente:

(1) (G,v,u) este amenabil.

(2) Orice reprezentare unitara (Ug*H, 7t,u) a lui G este amenabila.

(3) Reprezentarea regulata stanga Reg,, este amenabila .

Demonstratie . (1) => (2) . Fie { m" , u € Ug }este o familie de stari cu
proprietatile (*) , si (Ug*H, mt,1) o reprezentare unitara a lui G. Alegem un element S
e B(Ug*H) cu S(u) 2 0si |S(u)|, =1 pentru orice u € Ug. Pentru fiecare u € Ug si
fiecare A e B(H(u)) definim ¢ :G" —Cprin @' (x)=Tr(An(x)S(dx)(x")) , x €
G. Atunci avem

|04 (x)| <[ An()s(a(elx )| <[ wlx ™ JAn(x )| @), <[ A
si in consecinta ¢, € L*(G, v"). Pentru fiecare u € Ug definim M" : B(H(u)) —» C,
prin
M'(A)=m"(p%) , A e B(H(u)).

Verificam invarianta familiei de stéri construite.

M®(A)=m*® (y > Tr(An(y)S(d(y))n(y )
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pentru v-a.p.t. x € Gsi A € B(H(d(x))).
Implicatia (2) => (3) este triviala.

Demonstram (3) => (1). Pentru fiecare u € Ug fie T, operatorul de inmultire
pe LA(G,v") prin ¢ € L*(G,v"). Avem T/'=1, T, > 0 dacd ¢ >0, si
Regu(x)Tlg(X) Regu(x‘l ):T:(qj‘) ,pel” (G,vd(")).

Pentru u € Ug si ¢ € L*(G, v") definim m"(¢) = M*(T,). Invarianta familiei de stari

{m", u € Ug} rezulta din
m" (. (p):Mr(X)(T:E;‘)>:Mr(X)(Re g, (x)T{™ Reg, (x )):Md(x)(Tg(w):md(x)((p)

pentru orice ¢ € L*(G,v™) si v-a.p.t. x € G.
5.6. C* -SISTEME DINAMICE GRUPOIDALE

Notiunea de C-sistem dinamic grupoidal a fost introdusd de Masuda in [52].

In acest subcapitol G este un grupoid topologic local-compact cu bazi numirabila,

{v“ ueUG} este un sistem Haar continuu fixat, iar p o masurda quasi-invarianta
. . u : dv ) .
fixata. Notam v = I v'du(u) si A:F functia modulara.
Y

A este o C'- algebrd, H este un spatiu Hilbert cu proprietatea ca A este *-
izomorfa cu *- subalgebra a lui B(H) (multimea operatorilor liniari si marginiti pe H),

iar w: A — B(H) este *- morfism injectiv.

Definitie 5.6.1 Se numeste C - sistem dinamic grupoidal (sau C sistem

grupoidal) un triplet (A G p) unde A este o C’- algebra, G un grupoid topologic
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local-compact cu bazd numarabila pentru care existd un sistem Haar continuu, si

p :G—)Aut(A) este un morfism de grupoizi continuu(in sensul ca

x> p (a) [:G— A]continua oricare ar fi a € A; pe A se considerd topologia

normei) (Definition 2.1/pg. 960 [52] ).

Se noteaza cu
C(G,A) = {f: G > A, f continua cu suport compact}.
Pentru fsig eC (G A) definim:

* g =] p_(fly"x)e@)dv )
£00=p, (<))

Proporzitie 5.6.2. Cu aceste operatii C(G,A) devine *- algebra topologica.

Demonstratie. Pentru fiecare xeG functia
yp, (f(y’lx))g(y) [ G > A]
este continud cu suport compact, deci integrabila in raport cu v°®. £ g(x) este nenul
dacd si numai daci existi yeG™ astfel incat. (y‘lx) si g(y) sunt nenule. Deci
supp(f * g)c supp(f )supp(g). Continuitatea aplicatiei f * g rezultd aplicand un

~

rationament analog cu cel folosit de J. Renault in [9] 1.1/pg.48. Demonstram ca *

este asociativa. Fief,g,h € C_(G,A).

£%(g¥h)x) = [ p, (Fly"x )l % h(y)av @ (y).

=[ [ o, (t6x)b, by h@av ) (2)dv (y)

:I I py(f(y_lx))pz(g(Z_IY))h(Z)dV;E(’:;(y)dvr(")(z)
~] ] o el 2 )b ey v (v 2)

- I .[ pZ(py(f(y71271X)Xg(}’)))h(z)dvd(z) (y)dvr(x) (Z)
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[ o[ 0, (2 % ey kv () hmyav ()
= [ p, (% el xh@)dv 2)
= (F¥g)F hex)

Se observa ca f* este continui si ca supp f* = (supp f)". Deci f* € C_(G,A).
0 =p (*6) J=p o (1) T )=p lp ()= 00
(F¥ef co=p,(FFexy)
(Y vy
([ p, (fly'x” ))ng(.‘/)dvd“”(y))*
(1, e o, sy v ]
= [ o, (e o, el y)) v )

=] Py(f’ylx (elly ) )*Df#(wdv““ ®)

= [ p,(e" "% (v)av ™ (y)
=g" *(x).
Aratam ca operatiile definite sunt continue (relativ la topologia limita

inductiva de pe C_.(G,A)). Dacd f —f si g —g, atunci existd multimile
compacte K 1 L astfel incdt suppf <K i suppg, L. Rezulta

supp f, ;g cKL.
[ 500+, *gm(")H I lp (el e =, (6,67 e o)
< [ o, (%)= £, (x| 11 ) I dv 2 (y) +

+ij 318 - 2. () 1V ()
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£, (') )~ £ () 1 v ()

<TI0, 67l e lHav ™ (v) +

Deci f, * g converge uniform la f * gpe KL.

Pentru fiecare n supp( £’ )c K™, iar din

£ 00 - 160 = (6,6 ). (fx ™))

<[f, 7 = f 7’

£, =f(x ™)

rezulta ca fn# converge uniformla f* pe K™'. m

Propozitie 5.6.3(Proposition 2.1.[14]) Algebra C_(G,A) admite o

unitate aproximativa la stdnga pentru topologia indusd de pe L"(G,A,A),p>1 A
masurd Radon pozitivi pe G. Daci C - algebra A are unitate atunci C.(G,A) admite

0 unitate aproximativa la stanga pentru topologia limita inductiva.

Demonstratie. Fie (U, )a un sistem fundamental de vecinatiti deschise,
simetrice, d-relativ (si r-relativ) compacte ale lui Uj. (in [68] Jean Renault
demonstreaza ca in cazul in care G este local-compact cu U, paracompact un astfel
de sistem existd). Presupunem U, — U,,,, si consideram (K )a un sir de submultimi
compacte ale lui U, crescdtor laU . Deoarece G este normal rezultd ca oricare ar fi
o existd o multime deschisi U in G astfel incatt U, c Uc Uc U, . Faptul ci U, este
r-relativ. compactd implicd U r-relativ compacta. Fie g, o functie continua,

nenegativa, cu suport compact continut in U, §i cu proprietatea ca g | =1.

TN (Ke)

Pentru ueK, avem:

[ g.(x)dv'(x)= | Lo v ()
=[ 1,001, (r(0))dv* (%)

=1_(w [ 1, (x)dv* (x)
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=v*(UNG*)>0
(deoarece U este deschisa).

Fie h, o functie continud cu suport compact, nenegativa, definitd pe U, cu

proprietatea ca h  (u) = 1 YuekK,.

[ g, (x)dv* (x)

Definim f,:G - R, f,(x)=h_od(x)g,(x"). Atunci f, este continui cu

suport compactc U.' = U, si pentru ue K, avem:
[ f.xdv (x) = [ h, od(x g, (X)dv" (x) =h, (W] g,(x)dv"(x) =1.

Deci pentru x ed™'(K_ ) avem:

[ £, x vy =] £, [y v y) =1.

Fie (u[3 )ﬁ o unitate aproximativa pentru C - algebra A

(0O<u, <L, a<p=>u, <u,).
Definim:
E,p:G—o>A,F ,(y)=1,(y)p,(u;) pentru orice yeG
F, 5 este continud cu suport compact continut in Us,..

a,

Pentru f € C_(G,A) si a cu proprietatea ca d(supp f )c K, avem:

F,, * f(x) - f(x)H <

<

p, ()~ F ()|

Fop * £00—p, (u, 0] +
[ 0, (.6 e 5= ], (B by rov ) +

p, (u JF )~ £ ()]

+

deoarece

J oy (s (v 5oy ) = J o, (0, (v ', (u) v )

- .[ f, (yilx)py (pyflx (uB ))dvr(x) (y)
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= [ £ x)dv O e, (u,)

= px(uB) pentru x e supp f = d™'(K,)

Functiaf : G - A fiind continud cu suport compact, rezultd f “uniform continud” la
dreapta . Deci pentru orice € > 0 existd o' astfel incat
VueU; => |f(y) — f(x)| <gVx,yeG' cuy'xeU, Va'>a'", (Ua,,ﬂ c Ua)

Atunci
I 0, (s XD ()= [, (B [y Jrrrtv ™ )
= 1] 2, (s by X HE) = FG0 )V ()]
< J oy (B b 3 NIE ) ~ £C0 v ™ ()
= [ £, %o, JJ(E ) — £GOYav™ (v)
<[ £, (%)) - £ fdv @ (y)
Daci y 'x e U_,, atunci
£y x)f () - ) < e, (y %)

lar dacd y 'x ¢ U, atunci

£y " x)Jf(y) ~ £ = 0 = 0¢ < ef,..(y 'x).

Deci

Il 0, Fuan v XDy @ 0= ], (g 5 e ()

<ef £,(y"x)dv P (y) =¢

pentru x ed™ (Ka) D UK, K =supp f. Deoarece

*f(x) - p )f(x)”)c U KUKcUKcUKc UK

supp (

rezulta

F,p % 1) - p, (g J(x) dr(x < £°2(0K )< o0

J

Pe de altd parte
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p. 00~ £00] =uyp_ (F(x)=p (1G>0 v

si din

p. (i~ 160" < upe (k) + o (F0) < 2fcof”

rezulta céj pr (uB )f(x) - f(x)”pdk(x) — 0. Prin urmare,

J

Dacd A are unitate 1, ludm u, =1V sinotam F, , cu F, =f, 1.

F,, * £(x)— f(x)dex(x) 0.

Atunci

F. ¥ f(x)- f(x)H <[ £y OIf ) - £ dv @ (y) <& Va'> o]

si deciF, *f — f uniform pe U K, de unde rezulti {F, }unitate aproximativi pe A cu

topologia limita inductiva. ®

Lema 5.6.4.  Pentru fiecare u e U, consideram
1, :C.(G,A) - B(L*(G,v*,H))
definit prin
(L, (HE)x) = [ p, (E(y'x)E(y)dv* (v), £ € L(G,v* H) f € C,(G.A)
Atunci I1, este *- morfism.

A se considera identificata cull(A) < B (H). De fapt

(I, (D)) = [ T1{p, (F(y'x Jey)dv* (), & € L*(G,v*, H) £ € C,(G,A)
Demonstratie. Aratam ca
I, (f) e B(L*(G,v*,H)) vf e C,(G,A), Vue Ug.

Pentru &,me L’ (G“,v“,H), avem

<1, (g = [ <] p, (E " xEydv () ne) > dv* (x)

<[ Lekep, (X emne >fav: (vav 0
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<[ [ I, (e %) leIneoldv® (dv* (x)
= [ L [f 6 < Jleimcolav? (dvt 0

< (1 LI s meof ave nave o) [ [ [l s lewFav: mave o)

< ([ GO L e s avs oave o) [ el T ety v coav )

/2

< ([ oo ety Jav o av o) [ el v coave )

<l [ IncoPav* o] el
<l e, Inl,
unde |f] = max {s%pf [£(y)ldv* (y), s%pf Hf(y*l Mdv“(y)}.

Deci

. ] <[ef,

IT, ()T, (g) =TT, (f * g)

Aratam ca i
I, (f") =11, (f)

Intr-adevar

(I, (OIL, (@E)x) = [ p, (E(y X IIT, (@E)y)dv* (¥)
= [0, %)), 0. el 'y E@dv: @)ave (v)

=[.].< &(Y),py(f (Y_IX)*)"I(X) > dv (y)dv* (x)

= [ [ P 2%, (v @)V (y)dv* 2)

= o Jooer . (0, (£ 2 X e @)V ()dv* (2)

= [0 o 2, 6y 2 ' iy (9 B2y ()

~ [, fF ez k@ ()

= (1, (F g
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;i
<, (0&0>= [, <[l p, (£l " xJEx)dv (1).n(x) > dv* (x)
= [ o< py (E G 5 n) > dve (v (x)
= [ L<0), %) heo > av: (ave o)
= [ oo <EW)p [y 5o > dvt (0dv* (3)
= o <€ [ [y 3 Incdv? () > dv* ()

=< ﬁ,Hu(f#)n >

Lema 5.6.5. Daca £ € C (G,A) st IT (f) =0, atunci f(x) =0 pentru orice x
din G".

Demonstrafie. Fie &, € L? (G“,v“,Hl &, =f,(x) unde {f,} este o unitate
aproximativa la dreapta pentru C_(G,A), iar 1 un element din H. Daca IT (f)=0,
atunci

I, (f)& =0 V& e L*(G",v",H)

I, (H)E,, =0 Va,l
Dar

I, (0E,,(x) = [.p, (" x)E. (n)av" (v)

- J.G“ Py (f(y_lx)ka (y)dv* (y)l
=f*f (x)I.

Deci IT,(f)E,, =0 VI implicaf *f (x) =0 Vx .Pe de altd parte
[ [F00 = £*£, (0ldv" () >0.

in consecin‘gé,j | f(x)|dv"(x)=0siffiind continua rezultd f(x)=0 Vx e G". 1
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Definitie 5.6.6 ||| = sup|I1, (F)]
ueG
Din lema precedentd rezulta cd || || este norma, iar din:

[r¥e

= suplI, ¢ % )| < suplIn, o)1, o) <l
Ie*d] =1t

rezultd ci || || este norma de C’- algebra.

Notim cu Ax, G sau C'(A,G,p) C'- algebra obtinutd prin completarea lui
C,.(G,A) in C'- norma || || definita mai sus (Definition 2.2/pg. 960 [52]).

Daca A = C, atunci aplicatia bijectivd R: C.(G, A) - C.(G) definita prin

R(f)(x) = f(x") pentru orice x G,

poate fi extinsd la un izomorfism de C -algebre de la C*(C,G,I)la C.,(G) (C"-

algebra redusa asociata lui G si sistemului Haar fixat).

Teorema 35.6.7 .(Proposition 2.5/pg. 962 [52])

l. Daca p,6:G — Aut(A) sunt coomoloage in sensul cd existd o aplicatie
continuat:U; — Aut(A) cu proprietatea cd p, =1,,,°0,° rg(ly) VyeG,
atunci Ax, G = Ax_(G).

2. Daca p,0:G — Aut(A) sunt echivalente in sensul cd existd o aplicatie
u:G—>ANUH) (unde U(H)este multimea operatorilor unitari din B(H) si
A < B(H)) cu proprietatile:

X u.a, X+ au_continuu Vae A
p.(a)=u,c (a)u, aca,xeG
u, =uoc, (uy) V(x, y) eGY?
Atunci Ax G=Ax, G.
Demonstratie. Notam ;p,(#,p) si *o, (#,5) convolutia si involutia din

CC(G,A) relativ la actiunile p si 6 respectiv.
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1. Definim @:CC(G,A)—> CC(G,A) prin:

O(F)(x) = 1,4, (F(X)), f € C.(G, A)
s (@) = [ .o, (@) (y 'x Jey)av* (v)
= [ o, [ty (" x)Edv* (x)
= [ e, (F'x eav: (v)
=<' ([ o, (e % Jeyavey)

= (I (F)g()

Rezulta 15 (@(f))e| = |15 (F)e] sifa(t)], =]f], - in plus avem

of % gkx) = r;&)(( p, (f (Y”X))g(y)dvr(”(y))
= [t o, (E " le)av e ()
=[ o, oty [t x )il e ))av™ )
=[ o, @)y X @ (y)dv ™ (y)
=0(f) %, (g)(x)
o(H)*)(y) = o, (@) y™")’)
=0, [t (7))
=1, 00, (fy™)’)
=1, (£ ()

- q)(f<#,p> )(y)

In consecinta @ este izomorfism de *-algebre (<I)’1 HHx) = rr(x)(f (x))).
2. Definim \|/:CC(G,A)—> C.(G,A) prin
y(f)(x)=u,f(x) feC,(G,A)

Aplicatiay este o bijectie (\y"l Hx) = uif(x)). Pentru orice u € U, definim
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U, :L*(G",v",H) > [2(G",v",H)
prin
(Uui)(x) = ux(ﬁ(x))pentru orice x € G"si orice & € L (G“ ,v“,H).
Deoarece
||(Uu§)(x)||2 = ||ux(<‘,(x))||2 = ||§(x)||2 (deoarece u _ este unitar)
U, corect definit. Iar din
<UEm>= [ <u (EE)hnE) > dv' (x) = [ < &x),u)(n(x))> dv' (x)
rezultd (Uzn)(x) =u.(n(x)). Deci U, U, =U.U, =1 siin consecinta U, unitar.
Pentru f € C,(G,A) si & LZ(G“,V“,H) avem
2 (w(OXOE) = [ p, (WO "x)E)dv* (u)
=[ p, o, £ "% erdv
=[ w0, o, £ x U EmEv W
_I uyGy( v X)G ( (y X))U E(y)dv* (u)
=[u 0, (th " x)UsEmav

—u ([ o, (6 x)Usemdv )
=u, (156U} E)x))

~U, TS (HULER).

g ()] sifw(e)], = .

Pe de alta parte

v w(@) = [ p, WO O W@ (y)

Obtinem HHﬁ (w(f )X =

=] Py(uyfle(}’*lX))-‘yg(y)dV“") (y)

= u,0, 0, F 0K U eV ()
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= u,0, [0, F ORI, (VO W)
[ u 0, (F(y30 Je(x)dv ™ (y)

=u, [ o, (f(y %) le(y)dv(y)
=u, of %, g(x)
=ylt % g)).
si
v x) = p, wH)E)
—p,(u_fx™)7)
=uo (Fx ) u’, Jul

=uo (fx) o (7 s

Am folosit faptul ca u__, =1 (daca facem x=y=v in relatia u,, =u,c (u, ) obtinem
u, =u,6, (u,)echivalent u, =u u, echivalent u, = I pentru orice v). Deci y este un

izomorfism de *-algebre. B

Prezentim in continuare legitura dintre C - sistemele dinamice asociate unui
grupoid G care provine din actiunea unui grup g pe o multime S (grupoid actiune) si
C’- sistemele dinamice asociate grupului g.

Fie S o multime, g un grup care actioneaza la dreapta pe S si

Sxgs(s,x)F>sxeS

actiunea. G =Sx g inzestrat cu operatiile din 1.2 (3):

(s, X)(sX,y) = (s,Xy)
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(5,x) " = (sx,x7")
devine grupoid. Dacd g este grup local-compact, S spatiu topologic local-compact si
actiunea este continud, atunci G =Sxg este grupoid topologic local compact iar
sistemul de masuri
{v'" =08, x\,ueS},
unde J, este masura Dirac in u, A este o masurd Haar la stanga pentru g, este un sistem
Haar la stanga pentru G. O masura p pe Ug este cvasi-invarianta pentru sistemul Haar
{v"=08,xA,ueS} daca si numai dacd este cvasi-invariantd pentru actiunea lui g pe
S, i.e. wW(Ex) =0 <=>u(E) =0, unde E este o submultime a lui S, iar
Ex:{sxeS| seE}.
Notam cu CC(S,A) spatiu functiilor continue cu suport compact definite pe S
cu valori in A si cu C,(S,A) spatiu functiilor continue care se anuleazi la infinit,

definite pe S cu valori in A

Lema 5.6.8. Daci G este grupoidul descris mai sus si (A,G,p) este un C -
sistem dinamic grupoidal atunci (CO(S,A), g, 0) este C - sistem dinamic asociat
grupului g, unde o:g — Aut(C,(S,A)) este definit prin

o, (f)s)= p(ij)(f(sx)) pentru orice s€S, orice feCy(S,A) si orice xeg.

Demonstratie. Este usor de observat ca pentru orice xeg, aplicatia

frop, (f(x) [Co(8,A) > C,y(S,A)]

este corect definita si ca este *- morfism.

Pentru x,,X,,eg,s€S, f € C,(S,A) avem
Gy (1)) = i) (F(5(x%, )

=P e o) (F((5%1)x5))

=o, (o, (O)s)

=o, 20, (f)(s)

iar daca e este unitatea grupului g, atunci
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o (F)(s) = pls,e)f(se)) = p(s,e)f(s)) = £(s)
deoarece (s,e)e Uy si (s,x) p(s,x) este morfism de grupoizi. De aici rezulti ca
0,°6 =0 _,=0_, =6 ,°0, =0, =1d¢ )
si deci *- morfismul o, este *- automorfism al C"- algebrei C,(S,A).
Vom demonstra in continuare continuitatea aplicatiei
x> o g — Aut(C,(S,A))].

Pentru xeg avem

Gx(f)—f” = sup
seS

P (o) (F(sx))— £(s)]
P(oa) (F()) = (5] + sup(sx) ~ £5)

p(tx,l,x)(f(t))— f(t)” + sup||f(sx) - f(s)” .

seS

<sup
seS

=Sup
teS

Presupunem f € C,(S,A) si fixim & > 0. Multimea

V. = [ ()10 <o vies)

= b Jppoo (FO) - £(0)] < & vt e supp()]
este deschisa si contine pe e pentru ca
(t.x) > py (1) - £()

este continua si supp(f) este compacta.

Daca K, este o vecindtate compactd a lui e In g cu proprietatea ca V, c K,
atunci multimea
W, = {x eV, :||f(sx)—f(s)|| <g Vse S}

= {x ev,: f(sx)—f(sl|< e Vs esupp(f)-Kgl}

este deschisa si contine e. Rezultd ca pentru orice € existaU, =V, (1W_ deschisa

astfel incat e € U, si ||csx (f)- f|| < 2¢ pentru orice xeU,.
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Daci f e C,(S,A) atunci exista h e C_(S,A) astfel incat |f —h|| < g sl existd

U, vecinatate deschisd a unitdtii din g astfel incat ||c$x (h)— h|| < ¢ pentru orice XeUs,..

Deci
o (f)-f]|<[o,(h)-o (f)+]o, (h)-h|+|h—1]
<o, (h)-h|+2[h—f|
<3e
|

Teorema 5.6.9 Daca G =S x g este grupoidul asociat actiunii
(s,x)l—) sX [: Sxg— S]
si (A,G,p) un C'- sistem dinamic grupoidal, iar (C,(S,A),g,5) este C - sistemul
dinamic descris de lema 5.6.8 atunci

Ax, G=Cy(S,A)x, g

(izomorfism de C’- algebre).
Demonstratie. Consideram
®:C,(G,A)—> C,(g,C.(S,A)cC,(g,C,\(S,A))

O(f)(x)(s) = f(s,x) pentru orice xeg si orice s€S.

@ este o aplicatie corect definita si bijectiva.

~

Notam cu ;p,(#,p) si *G,(#,G) convolutia si involutia pe CC(G,A), respectiv
C.(g,C,(S,A)) (spatiu functiilor continue cu suport compact definite pe g cu valori in
CO(S,A)) relativ la actiunile p, respectiv 6. De asemenea pentru orice s€ U,

notdm cu I1? reprezentarea corespunzatoare lui p, sicu I1° reprezentarea indusa de

G.

Pentru f e C,(G,A) si £eL? (GS,Ss X k,H)avem
[ 0)efs, <) = [ oo (6 y) (5,0 e y)3, ()
= [[pruy (Elsy, y " x s, v a2 (y)
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=Py (@(F)y " Ksy)E(s. y)dn(y)
- ([ (@me)x)ks).-

Deci

Il =sup1e O] i =

G*.8,x.H)

e (cp(f))ﬂﬁ o | ().

Pentru f,,f, € C.(G,A) avem
%, £2(5%) = o (6 (69 6 xR (6 yh5, < y)
= [0, (6 6y y ")k v)ar)
= J,p., @E(y xJsy) (e, Xy Ko )ancy)
= o, (@) skl Xy Ns)in(y)
= J,o, @)y x (e, Xy r)(s)
= [o(5)%, o(r, X))

si In consecinta

Pentru f € CC(G,A) avem:

£p) (S, X) = Plex) (f((s, X)‘l )*)

Deci

[cb(#,p)(x)ks) = f(#"’)(s, x) = [¢(f)(#"’)](x)(s)
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q)(f(#,P)): (D(f)(#’c),
Ca urmare @ este un *- morfism bijectiv care poate fi extins la Ax G, iar
din faptul ca C_(g,C, (S, A)) genereazi C,(S,A)x, g rezulti ca

Ax, G~Cy(S,A)x, g.

in [52] Masuda a obtinut caracterizarea C'- algebrei reduse asociate
grupoidului produs semi-direct. Daca grupoidul G actioneazad la stanga pe S si
r:S—>Ug p:G*xS - S,
determind actiunea (definitia 1.20), atunci S°**G are o structurd de grupoid (numit

produs semi-direct) cu operatiile sunt definite prin
(s1 ,xl)(xl’ls1 ,xz)::(s1 ,xlxz)
(s,x)" ::(x_ls,x_l) :

Spatiul unitatilor lui S®*G se identificad cu S prin aplicatia s <> (s, r(s) ).
Convenim sd notam acest grupoid ce provine din actiunea p : G¥S — S a grupoidului
G pe multimea S prin Sx G .

In cazul topologic pe langi conditiile algebrice, pentru actiunea la stanga
(x,8)~>xs [ : G*S — S] a grupoidului topologic G pe spatiul topologic S se impune
continuitatea (pe spatiul G*S se considerda topologia indusa de G x S) si, in plus,
aplicatia r : S — Ug sa fie continud si deschisd. Daca S si G sunt local compacte,

atunci este usor de observat cd produsul semi-direct Sx G este grupoid topologic
local compact. Daca {v“ ,2ueUy } este un sistem Haar (continuu) pe G,

atunci {85 xy'®) ,seS} este un sistem Haar (continuu) pe Sx G .
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Teorema 5.6.10. Fie G un grupoid local compact inzestrat cu un sistem Haar
(continuu) {v“ ,2ueUg, } Fie S un spatiu topologic local-compact si p : G¥S — S o
actiune continua. Atunci

C (Sx G) CO(S)x(y G (izomorfism de C- algebre),

red

unde 6:G — C,(S) este definit prin

o, (f)s)=f(p(x",s)) pentru orice seS si orice xeG,
cu p o prelungire continud a lui p la G x S. (Lemma 2.7/pg. 964 [52]).
Demonstratie. Consideram
®:C($xG) > C.(G.C(S) = C.(G.C,(9))
definit prin

®(f )x )s) = (s, x) pentru orice x € G si orice s €S.
Notim cu * (# p) si ;G,(#,cs) convolutia si involutia pe C,(SxG), respectiv
peC_(G,C,(S)). Pentru orice (s,u)eSxU, notim cu ITf, ) reprezentarea asociata
grupoidului Sx G si pentru orice u € U notam cu II; reprezentarea

corespunzatoare grupoidului G si morfismului c.

Pentru f e C,(Sx, G) si £ L’ (Sxp G,5, xv'®) avem
[z 0l = . ( sy, xv (L)
Jo fls.y) )a<s yv(y)

Jo £ ly s, x)E(s, y v (y)
Jo Tl s)y " x (s, y)av

= [ @ ‘Df)(y lly ))ﬁsydv (y)
= [z (@())e o))

Deci ”f”c”(5xp G)

Pentru f,,f, € C.(SxG) avem
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(1%, £ oo = [ () s (1 y)alo, x v )ey)
= A5y Gk by )y ()
= 16l sk y X G y)ave(y)
= [ o, Ny "xJoly ™ s)jo(t, My Xs)av™ (y)
= (£,) %, off, X))

In consecinta

Pentru f € C_(SxG), avem
£ (s, x) = (s,x)”
=1 plxs)x7)
=t Jx folxs))
=0, (@) "))
=0, (@E)x "))
= o(f)“(x)s)

Deci
o)) = £s)= 06 )
CD(f(#’p))= q)(f)(#’s).

Ca urmare aplicatia @ poate fi extinsd la un *- izomorfism. B

Observatie 5.6.11. Daca S este un spatiu topologic compact atunci

C’(Sx, G)=C(S)x, G.




