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5. C*-ALGEBRE ASOCIATE GRUPOIZILOR 
 

 

 Subcapitolul 5.1 este dedicat prezentării construcţiilor *C - algebrei şi *C -

algebrei reduse asociate unui grupoid, precum şi a corespondenţei care există între 

reprezentările unitare ale grupoidului şi reprezentările nedegenerate ale *C - algebrei. 

Demonstraţiile acestor rezultate se găsesc în [68] şi [56]. Definiţia C*-algebrei 

depinde de alegerea unui sistem Haar pe grupoid. Dar definiţia unei reprezentări pe 

grupoid nu depinde. În cazul grupurilor măsura Haar este esenţial unică, dar în cazul 

general al grupoizilor, sistemele Haar nu sunt unice. În 5.2 sunt expuse rezultate 

legate de "independenţa" C*-algebrei de sistemul Haar ales. Subcapitolul 5.1 se 

încheie cu un rezultat din [1] care stabileşte că pentru un grupoid măsurabil amenabil 
*C - algebra şi *C -algebra redusă coincid. În 5.4 se studiază reciproca acestui 

rezultat. În subcapitolul 5.5 se introduce o noţiune de amenabilitate pentru 

reprezentările unui grupoid, şi se studiază legătura din amenabilitatea reprezentărilor 

şi cea a grupoidului. În ultimul subcapitol  sunt expuse noţiunile de C*-sistem 

grupoidal şi C*-algebră asociată introduse de Masuda în [52]. 

 

 

5.1. C∗- ALGEBRA ŞI  C∗- ALGEBRA REDUSĂ  

ASOCIATE UNUI GRUPOID LOCAL COMPACT 

 

 Construcţia *C -algebrei asociate unui grupoid extinde construcţia din cazul  

grupurilor local-compacte: spaţiul ( )GCc  al funcţiilor continue cu suport compact 
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este transformat în ∗-algebră şi înzestrat cu  cea mai mică *C -normă pentru care toate 

reprezentările devin continue; *C (G) se obţine prin completarea acestui spaţiu.   

Ca  şi în cazul grupurilor există o corespondenţă între reprezentările unitare ale 

grupoidului şi reprezentările *C -algebrei  asociate. Spre deosebire de grupuri, care se 

reprezintă pe spaţii Hilbert, grupoizii se reprezintă pe fibrate Hilbert. Un fibrat  este 

reuniunea disjunctă a unei familii de spaţii vectoriale. Pentru a defini un fibrat 

(vectorial) presupunem că V = ( ){ } Xxx ∈V  este o familie de spaţii vectoriale 

indexată după o mulţime X, şi considerăm mulţimea  

X∗ V’ = {(x , ξ) :  ξ ∈ V (x) }. 

Evident, X∗V este reuniunea disjunctă a spaţiilor de forma {x} × V (x) care de obicei 

vor fi identificate cu V(x). Fie π : X∗ V → X  proiecţia definită prin π(x , ξ) : = x. 

Numim  X∗ V sau perechea (X∗ V , π) fibrat (vectorial) peste X. Pentru fiecare x în 

X, spaţiul V(x), care se identifică cu ( )x1−π  =   {x} × V(x), se numeşte fibra în x. Se 

observă că dacă toate spaţiile V(x) coincid cu  un spaţiu fixat V, atunci X∗V coincide 

cu X × V, iar fibra în fiecare punct este o copie a lui V. Un astfel de fibrat este numit 

trivial. O secţiune a unui fibrat vectorial, sau un câmp vectorial, este o aplicaţie f : X 

→ X∗V  astfel încât π(f(x)) = x ∈ X. Secţiunile fibratului X∗V sunt strâns legate de 

elementele produsului cartezian 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈∀∈φ→φ=
∈∈

∏ ∪
XxXx

Xx,xx:xX:x VVV . 

Într-adevăr, pentru o secţiune dată f, există un unic element ( )∏
∈

∈
Xx

xf̂ V  astfel încât 

f(x) = (x , ( )xf̂ ); şi pentru un element ( )∏
∈

∈
Xx

xf̂ V  aplicaţia f definită prin  

f(x) = (x , ( )xf̂ ) 

constituie o secţiune. Datorită acestei legături strânse, de obicei vom scrie f̂ (x) în loc 

(x , f̂ (x) ). În cazul fibratului trivial X × V o secţiune f este în mod unic determinată 

de o funcţie f̂  : X → V. Evident, secţiunile pot fi adunate (punctual) şi înmulţite cu 
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scalari. Suntem interesaţi de secţiuni care sunt măsurabile sau continue, însă pentru 

aceasta este necesar ca fibratul să aibă o anumită structură. Este convenabil să 

descriem  structura (măsurabilă sau topologică) a unui fibrat cu ajutorul unei mulţimi 

de secţiuni.  

 

Definiţie 5.1.1.  Un fibrat Hilbert (borelian) analitic este un fibrat vectorial 

(X∗H , π), unde fiecare spaţiu H(x) este un spaţiu Hilbert şi unde X∗H este înzestrat 

cu structură boreliană analitică care îndeplineşte următoarele condiţii : 

(1)  O submulţime E a lui X este boreliană dacă şi numai dacă 1−π (E) este 

boreliană.  

(2)  Există un şir de secţiuni ( ) 1nnf ≥ , numit şir fundamental, astfel încât  

(a) fiecare funcţie nf~  : X∗H → C , definită prin  

( ) ( )( ) ( )xnn ,xf,xf~ Hξ=ξ  

este boreliană ; 

(b) pentru orice pereche de secţiuni fundamentale, nf  şi mf , funcţia 

( ) ( )( ) ( )xmn xf,xfx H6  

este boreliană ;  

(c) funcţiile { }1n,f~n ≥  împreună cu π separă punctele lui X∗H .   

Dacă structura boreliană este standard vom spune că fibratul este fibrat Hilbert 

borelian standard .  

În cazul unui fibrat Hilbert  X∗H nu vom mai scrie indicele H(x) de la 

produsul scalar. 

 

Următorul rezultat (enunţat în [56] - Proposition 3.2/pg. 56) stabileşte 

condiţiile pe care trebuie să le îndeplinească un şir de secţiuni ale unui fibrat pentru a 

determina structura boreliană a fibratului .  

 

Propoziţie 5.1.2.  Dacă X este un spaţiu borelian analitic, H este o familie de 

spaţii Hilbert indexată după X, şi ( ) 1nnf ≥ este un şir de secţiuni care satisface 
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condiţiile 2.(b) şi 2.(c) din definiţia  5.1.1, atunci există o unică structură boreliană pe 

X∗H astfel încât (X∗H , π) devine fibrat Hilbert analitic şi şirul ( ) 1nnf ≥  devine şir 

fundamental pentru acest fibrat . 

Dacă structura boreliană de pe X este standard, atunci şi structura indusă pe 

X∗H este standard.  

 

Observaţii 5.1.3.  1. Dacă (X∗H , π) este un fibrat Hilbert analitic cu un şir 

fundamental de  

secţiuni  ( ) 1nnf ≥ , atunci o secţiune f : X → X∗H este boreliană dacă şi  numai dacă 

funcţia  

( ) ( )( ) [ ]CX:xf,xfx n →6  

este boreliană pentru orice n .  

2. Pentru orice x ∈ X, fibra  H(x) este spaţiul închis generat de  vectorii ( )xfn  

(aceasta este o consecinţă a condiţiei 2.(c) din definiţia 5.1.1) 

Notăm cu B(X∗H) spaţiul secţiunilor boreliene ale fibratului Hilbert analitic 

(X∗H, π). Spaţiul B(X∗H) este un modul peste spaţiul B(X) al funcţiilor boreliene 

definite pe X cu valori complexe: 

(ϕ f)(x)  = ϕ(x) f(x) = (x , ϕ(x) f̂ (x)) , 

ϕ ∈ B(X), şi f ∈ B(X∗H).  

Aplicând procedeul de ortogonalizare Gram-Schmidt familiei de vectori 

( ){ }1n,xfn ≥  şi eliminând vectorii egali cu zero obţinem o bază ortonormată în fiecare 

spaţiu  H(x),   x ∈ X. Utilizând o astfel de ortonormalizare şi identitatea lui Parseval, 

se demonstrează că pentru orice secţiune boreliană f, funcţia cu valori reale   

( )xfx6  

este boreliană.  

 

Definiţie  5.1.4.   Pentru un fibrat Hilbert analitic (X∗H , π) şi o măsură µ pe 

X, notăm cu ( )µ,H,XL2   sau ( ) ( )∫
⊕

µ
X

xdxH   mulţimea  
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( ) ( ) ( ){ }∫ ∞<µ∗∈ xdxf:XBf 2H  

şi numim această mulţime spaţiul secţiunilor de pătrat integrabil ale fibratului X∗H,  

sau integrala directă a lui X∗H .  

 Evident, acest spaţiu este un spaţiu Hilbert cu produsul scalar  

( ) ( ) ( ) ( )µ∈µ= ∫ ,H,XLg,f,xdxg,xfg,f 2 . 

 Mai general, pentru 1 ≤ p < ∞, notăm cu ( )µ,H,XLp mulţimea 

( ) ( ) ( ){ }∫ ∞<µ∗∈ xdxf:XBf pH  

 care este spaţiu Banach relativ la norma ( ) ( )
p1

p

p
xdxff ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ µ= ∫ . Notăm cu  

( )µ∞ ,H,XL  spaţiul Banach 

( ) ( ) ( ){ }µ∈∗∈ ∞ ,XLxfx:XBf 6H  

 înzestrat cu norma ( ) ( ) ∞∞
=

x
xfxf

H
6 .  

 

Observaţie 5.1.5. În definiţia de mai sus se consideră identificate funcţiile care 

coincid µ-a.p.t..  Dacă măsura µ se subînţelege ea va fi omisă din notaţii.  

Este  demonstrat în [1] ( Proposition A.3.9  /pg. 120 ) că ( )µ∞ ,H,XL  poate fi 

identificat cu dualul spaţiului Banach ( )µ,H,XL1  prin intermediul formei biliniare  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ µϕϕ∋µ×µ∞

X x
1 xdxf,xf,,,XL,,XL

H
HH 6   . 

 

5.1.6. Exemple de fibrate Hilbert analitice  

1. Fie X × H un fibrat trivial, cu H spaţiu Hilbert separabil şi X un spaţiu 

analitic. Structura boreliană este structura boreliană produs, unde pe H se consideră 

structura boreliană determinată de topologia slabă sau topologia normei  - pentru 

spaţii separabile cele două coincid. Secţiunile acestui fibrat se identifică cu funcţii 

definite pe X cu valori în H. Pe post de şir fundamental putem alege un şir de funcţii 

( ) 1nnf ≥  definite pe X cu valori în H,  care separă punctele lui X şi pentru care spaţiul 
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închis generat de vectorii de forma ( )xfn este H, pentru orice x . Mai general, să 

presupunem că X este reuniunea disjunctă a unei familii de submulţimi boreliene 

nevide, ∪
n

nXX = , şi că pentru orice n se dă un spaţiu Hilbert nH . Atunci X∗H = 

∪
n

nn HX × înzestrat cu o structura boreliană şi un şir fundamental evidente devine 

fibrat Hilbert analitic.  

2. Fie (X , λ) un spaţiu analitic cu probabilitate, fie ν o măsură σ-finită pe X 

care este echivalentă cu λ, şi P = λν dd . Fie Y un spaţiu borelian numărabil generat, 

π : X → Y o aplicaţie boreliană surjectivă şi µ = *π (λ). Considerăm ( )∫ µν=ν ydy  o 

π-dezintegrare a lui ν. Dacă luăm  H(y) = ( )y
2L ν  obţinem un fibrat Y∗H  peste Y. 

Structura boreliană pe Y∗H este dată de un şir ( ) 1nnf ≥  de secţiuni definit după cum 

urmează. Alegem un şir de funcţii boreliene nenegative mărginite pe X , ( ) 1nng ≥ ,  

care separă punctele. Definim nf : X → Y∗H  prin  

( ) ( )( )yf̂,yyf nn = , unde ( )( ) ( ) ( ) ( )yx,xPxgxyf̂ 121
nn

−− π∈= . 

Acest şir de secţiuni verifică 2.(b) şi 2.(c) din definiţia 5.1.1 , şi deci există o  unică  

structură boreliană analitică pe Y∗H care îl transformă în fibrat Hilbert analitic . 

     Mai mult, aplicaţia ( ) ( ) ( )∫
⊕

µ→ν
Y

2 ydy,XL:W H , definită prin  

( )( )( ) ( ) ( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

π∉

π∈ξ
=ξ

−

−

yx,0
yx,x

xyW
1

1

 

este un izomorfism de spaţii Hilbert . 

3. Fie G un grupoid topologic local-compact (cu bază numărabilă) care 

admite un sistem Haar (continuu) { }G
u Uu, ∈ν  . Fie ( ) ( ) G

u2 Uu,Lu ∈ν=H . 

Fibratul obţinut se notează cu { }( )u2
G LU ν∗ . Structura boreliană pe { }( )u2

G LU ν∗  

este determinată de un şir de secţiuni ( ) 1nn ≥ξ  definit după cum urmează. Dacă 

( ) 1nnf ≥ este un şir de funcţii din ( )GCc  care separă punctele definim nξ : GU → 

{ }( )u2
G LU ν∗  prin formula  
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( )( ) ( ) u
nn Gx,xfxuˆ ∈=ξ  .  

       Şirul  ( ) 1nn ≥ξ  satisface condiţiile 2.(b) şi 2.(c) din definiţia  5.1.1, şi în 

consecinţă există o unică structură boreliană analitică pe { }( )u2
G LU ν∗ -de fapt 

această structură este standard - care-l transformă în fibrat Hilbert analitic peste GU .  

 

 Definiţie 5.1.7.  Fie două fibrate Hilbert analitice iiX H∗  i = 1,2. Se numeşte 

aplicaţie de fibrate o pereche (τ ,T), unde 21 XX: →τ  este o aplicaţie boreliană  iar 

2211 XX:T HH ∗→∗  este de asemenea o aplicaţie boreliană , astfel încât  pentru 

fiecare x ∈ 1X , există o aplicaţie liniară ( ) ( ) ( )( )xx:xT̂ 21 τ→ HH  cu proprietatea că  

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) 11X,x,xT̂,x,xT H∗∈ξ∀ξτ=ξ  . 

 Se spune că aplicaţia T acoperă pe τ. Suntem în particular interesaţi de situaţia în 

care XXX 21 == ,  şi de aplicaţiile de fibrate care implică acoperiri ale aplicaţiei 

identice de pe X. Notăm mulţimea acestor aplicaţii cu ( )21 X,XHom HH ∗∗ . Evident, 

acest spaţiu poate fi identificat cu spaţiul secţiunilor boreliene ale fibratului: 

( ) ( ) ( ) ( )( ){ }x,xBA,Xx:A,x:,BX 2121 HHHH ∈∈=∗ , 

 a cărui structură boreliană este determinată de aplicaţiile boreliene  

( ) ( ) ( )( )xf,xAfA,x m,2n,16 , 

 pentru orice şir fundamental ( )
1nn,if

≥
 corespunzător fibratului iX H∗ , i = 1,2. 

Structura boreliană de pe ( )21 ,BX HH∗  este standard dacă fiecare dintre cele două 

fibrate este standard. O secţiune boreliană mărginită a acestui fibrat, A, dă naştere 

unui operator decompozabil de la ( ) ( )∫
⊕

µ
X 1 xdxH   la  ( ) ( )∫

⊕
µ

X 2 xdxH  care va fi notat 

tot cu A:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫
⊕

µ∈ξξ=ξ
X 1 xdx,xxÂxA H  

Aceşti operatori comută cu operatorii de înmulţire cu funcţii din ( )µ∞ ,XL . Reciproc, 

orice operator care comută cu operatorii de înmulţire cu funcţii din ( )µ∞ ,XL  este dat 
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de o secţiune boreliană mărginită a fibratului ( )21 ,BX HH∗ , i.e. o secţiune A astfel 

încât ( )xA
x

ˆsup  este finit ([55]).  

 

 Definiţie 5.1.8. Un izomorfism (care păstrează fibrele) de la fibratul Hilbert 

analitic 1X H∗  la fibratul 2X H∗  este o secţiune boreliană V a lui ( )21 ,BX HH∗  

astfel încât ( )xV̂  este un izomorfism de spaţii Hilbert pentru orice x . Două fibrate 

Hilbert analitice peste acelaşi spaţiu se numesc izomorfe dacă există un izomorfism 

(care păstrează fibrele) între ele.  

 

 Următorul rezultat, enunţat în [56] (3.9  /pg. 62 ), arată că orice fibrat Hilbert 

analitic este izomorf cu unul de tipul prezentat în exemplul   5.1.6.1 . 

 

 Propoziţie 5.1.9. Fiind dat un fibrat Hilbert analitic X∗H , considerăm mulţimile 

( )( ){ } ∞=== ,...,3,2,1n,nxdim:xX n H  

 şi pentru fiecare n fixăm un spaţiu Hilbert nH  de dimensiune n. Atunci X∗H este 

izomorf cu 
{ }
∪

∞∈

×
,...,2,1n

nn HX . 

 

 Definiţie 5.1.10. Fiind dat un fibrat X∗H, se notează cu Iso(X∗H)  mulţimea 

{ ( ) ( ) ( )xy:V:y,V,x HH →  este un izomorfism de spaţii Hilbert } 

 înzestrată cu cea mai slabă structură boreliană cu proprietatea că aplicaţiile 

( ) ( ) ( )( )xf,yVfy,V,x mn6  

sunt boreliene pentru orice n şi m, unde este ( )nnf un şir fundamental pentru X∗H.  

Este uşor de observat că Iso(X∗H) este un grupoid analitic cu structura definită astfel:  

 ( )( ) ( ) ( )( ){ }ty:z,W,t,y,V,xXIso 2 ==∗ H  

( )( ) ( )z,WV,x:z,W,yy,V,x D=  

( ) ( )x,V,y:y,V,x 11 −− =  
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De fapt grupoidul Iso(X∗H) este grupoidul din exemplul 1.2.8 asociat aplicaţiei π : 

X∗H → X. Spaţiul unităţilor acestui grupoid se identifică în mod natural cu X.  

 

 Propoziţie 5.1.11. Dacă fibratul Hilbert analitic X∗H este izomorf  cu 

∪
n

nn HX × , unde X este reuniunea disjunctă a mulţimilor nX  şi nH  este un spaţiu 

Hilbert separabil pentru orice n, atunci Iso(X∗H) este izomorf cu 

( )∪
n

nnn XHX ××U , unde ( )nHU este grupul borelian al operatorilor unitari pe nH  

înzestrat cu structura boreliană determinată topologia operatorială slabă, şi 

( ) nnn XHX ××U  este grupoidul trivial de grup ( )nHU  înzestrat cu structura 

boreliană produs.  

 

 Definiţie 5.1.12.  Fie G un grupoid topologic local-compact înzestrat cu un 

sistem Haar        ν = { }G
u Uu, ∈ν . O reprezentare a lui G (şi a sistemului Haar ν) 

este un triplet, (µ, H∗GU , L), unde µ este o măsură cvasi invariantă pe GU , 

H∗GU  este un fibrat Hilbert analitic peste GU , şi  L : G → Iso( H∗GU ) este un 

morfism borelian de grupoizi a cărui restricţie la GU  este aplicaţia identică (dacă se 

identifică ( )H∗GUIsoU  cu GU ). În consecinţă,  

( ) ( ) ( ) ( )( )xd,xL̂,xrxL = ,  

unde ( ) ( )( ) ( )( )xrxd:xL̂ HH →  este un izomorfism de spaţii Hilbert .  

 

 Observaţie 5.1.13. Vom slăbi uneori condiţiile pe care trebuie să le satisfacă o 

reprezentare a unui grupoid, cerând doar să fie un morfism a.p.t. de grupoizi de la G la 

grupoidul izomorfismelor fibratului Hilbert . Deci, o reprezentare va consta într-o 

măsură cvasi invariantă µ, un fibrat Hilbert analitic H∗GU  peste GU , o 

submulţime U ⊂ GU , măsurabilă, de complementară nulă, şi o aplicaţie boreliană, 

( )( )
UGU

UIsoG:L H∗→ , unde ( )
UGU H∗  reprezintă restricţia lui H∗GU  la U, 

astfel încât  
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1. Pentru orice x∈G există ( ) ( )( ) ( )( )xrxd:xL̂ HH →  un izomorfism de 

spaţii Hilbert astfel încât 

( ) ( ) ( ) ( )( )xd,xL̂,xrxL =  pentru ν-a.p.t. x ∈ 
U

G ; 

2. ( ) uIuL̂ = , operatorul identic pe  H(u), pentru µ-a.p.t. u ∈ U; 

3. ( ) ( ) ( )xyL̂yL̂xL̂ =   ( )2ν - a.p.t. (x , y) ∈ ( )2G ; 

4. ( ) ( )11 xL̂xL̂ −− =  ν-a.p.t x ∈ G . 

( ( )∫ µν=ν udu , ( ) 1u
u

−
ν=ν  este imaginea lui uν  prin aplicaţia 1xx −6 , şi 

( ) ( )∫ µν×ν=ν udu
u

2 ) 

Din teorema 5.1/pg. 283 [62]  rezultă că există o reprezentare a lui G care coincide ν-

a.p.t  cu L. 

 

 Definiţie 5.1.14.  Două reprezentări ( )iiGi L,U, H∗µ , i = 1,2, se numesc 

echivalente dacă 21 ~µµ  şi există un izomorfism (care respectă fibrele) de fibrate 

Hilbert analitice  

V : ( )
U1GU H∗  → ( )

U2GU H∗ ,  

unde U este o submulţime măsurabilă de complementară nulă a lui GU , izomorfism 

care are proprietatea că  ( )( ) ( ) ( ) ( )( )xdV̂xL̂xL̂xrV̂ 21 = pentru x ∈ 
U

G  .  

 

 Prezentăm pe scurt construcţiile *C - algebrei şi *C -algebrei reduse asociate 

unui grupoid, construcţii care se găsesc în [68] şi [56]. Fixăm un sistem Haar 

(continuu), { }G
u Uu, ∈ν ,  pe grupoidul G. Definim o structură algebrică involutivă 

pe ( )GCc  prin formulele: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xdyxgxfygf yr1 ν=∗ ∫ −   ( ) ( ) ( ) ( )∫ ν= − xdxgyxf yd1  , 

( ) ( )1xfxf −∗ =  , 
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f, g ∈ ( )GCc . Cu aceste operaţii, ( )GCc  devine *-algebră topologică (relativ la 

topologia limită inductivă  (Proposition 1.1 /pg 48 [68]).  

 

 Definiţia 5.1.15. O reprezentare a algebrei ( )GCc este un * –morfism 

continuu de la ( )GCc  la  B(H), pentru un spaţiu Hilbert H. Pe ( )GCc  se consideră 

topologia limită inductivă, iar pe B(H) topologia operatorială slabă.  

 

 Teoremă 5.1.16.  Aplicaţia 

=:ff6 sup { ( )fπ  : π  este o reprezentare  a algebrei ( )GCc  } 

ia valori finite şi defineşte o *C -normă pe ( )GCc . În plus, avem 
I

ff ≤ ,  unde  

( ) ( ) ( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ νν= ∫∫ − xdxfsup,xdxfsupmaxf u1

u

u

u
I

 

Algebra obţinută prin completarea lui ( )GCc  în ⋅  este o *C -algebră , 

notată prin ( )GC*  sau { }( )u* ,GC ν  , şi se numeşte *C -algebra  asociată grupoidului 

G (determinată de { }G
u Uu, ∈ν ) . 

 

Definiţie 5.1.17.  Fie G un grupoid topologic local-compact înzestrat cu un 

sistem Haar        { }G
u Uu, ∈ν  şi µ o măsură cvasi invariantă pe GU . Fie  

( )∫ µν=ν udu şi 1−ν  imaginea lui ν  prin aplicaţia 1xx −6 .  

Pentru f ∈ ( )GCc  , Ind µ(f) este un operator pe ( )12L −ν  definit prin formula  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ξ∗=νξ=ξµ − xfydxyyfxfInd xr1  

( Se verifică uşor că ( )
I

ffInd ≤µ  şi că Ind µ este o reprezentare a lui ( )GCc  în 

sensul definiţiei 5.1.15) 

 Ind µ se numeşte reprezentarea indusă de µ .  
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Observaţie 5.1.18.  Fie ( ) 1u
u

−
ν=ν   imaginea lui uν  prin aplicaţia 1xx −6 . 

Pentru f din ( )GCc , considerăm operatorul ( ) ( ) ( )u
2

u
2

u ,GL,GL:fInd ν→ν definit 

prin  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ νξ=ξ − ydxyyfxfInd xr1
u  

Se demonstrează că  ( )∫
⊕

µ=µ
GU u udIndInd , şi că Ind µ este o reprezentare 

fidelă a lui ( )GCc ,  dacă supp(µ) = GU .  

 

Definiţie 5.1.19. *C -algebra redusă a grupoidului G , notată ( )GC*
red  sau 

{ }( )u*
red ,GC ν  se obţine prin completarea algebrei ( )GCc  în norma 

( ){ }Gured
Uu,fIndsupf ∈=  

 

Din observaţia precedentă rezultă că ( )fIndf
red

µ=  pentru orice măsură µ 

care are proprietatea că supp(µ)= GU .  

O construcţie care generalizează *C -algebra redusă asociată unui grupoid se 

găseşte în [52] şi va fi prezentată în ultimul subcapitol al acestei lucrări. 

 

Următoarele două teoreme descriu corespondenţa dintre reprezentările unui 

grupoid şi reprezentările *C -algebrei asociate. Demonstraţiile se găsesc în [68] 

(capitolul II)  şi în [56] (capitolul III).  

 

Teorema 5.1.20. Fie (µ, H∗GU , L) o reprezentare a grupoidului local-

compact G înzestrat cu un sistem Haar continuu { }G
u Uu, ∈ν  cu proprietatea că supp 

νu = Gu pentru orice u ∈ UG. Fie ( )∫ µν=ν udu şi ∆ funcţia modulară asociată 

sistemului Haar { }G
u Uu, ∈ν  şi măsurii µ. Pentru f din ( )GCc , ξ şi η din 

( ) ( )∫
⊕

µ
GU

uduH se defineşte o reprezentare a lui ( )GCc  pe ( ) ( )∫
⊕

µ
GU

uduH  prin 
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( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )( ) ( )∫ νηξ=ηξ ,xdxr,xdxL̂xf,fL 0  

unde ν∆=ν
−
2
1

0 : . Inegalitatea ( )
I

ffL ≤  este satisfăcută pentru orice f ∈ ( )GCc  .  

 Reprezentări echivalente pe G induc reprezentări unitar echivalente pe 

( )GCc .  

 

 Teorema 5.1.21. Fie H un spaţiu Hilbert şi H0 un subspaţiu liniar dens. 

Presupunem că L este un morfism de la  ( )GCc  la spaţiul transformărilor liniare pe 

H0, şi că sunt satisfăcute următoarele condiţii: 

(a) L este nedegenerată  (i.e.  spaţiul generat de   

{  L(f)ξ : f ∈ ( )GCc , ξ ∈ H0 }  

                  este dens în H); 

(b) Pentru orice ξ şi η din H0 , funcţionala ηξ,L  : ( )GCc  →  C , definită prin  

( ) ( )ηξ=ηξ fL,fL , , 

                    este continuă relativ la topologia limită inductivă pe ( )GCc ;  

(c)  Pentru orice f ∈ ( )GCc  şi orice ξ , η ∈ H0  rezultă  

( ) ( ) ηξ=ξ ,fLfL, *  

Atunci fiecare L(f) este mărginit, şi deci se poate extinde la un operator, de 

asemenea notat  L(f), pe întreg spaţiul H. Aplicaţia ( )fLf6  este o reprezentare a lui 

( )GCc  pe H şi există o reprezentare , (µ, H∗GU , U),  a grupoidului G astfel încât L 

este unitar echivalentă cu reprezentarea (definită de teorema 5.1.20) indusă de 

(µ, H∗GU , U)  pe ( )GCc .  

 

Observaţie 5.1.22.  Dacă  (µ, H∗GU , L) este o reprezentare a grupoidului 

local-compact G înzestrat cu un sistem Haar{ }G
u Uu, ∈ν , şi ( )fLf6  este  
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reprezentarea indusă pe ( )GCc  descrisă în 5.1.20 , atunci putem exprima L(f) explicit 

ca un operator pe ( ) ( )∫
⊕

µ
GU

uduH  prin formula :  

( )( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )∫ ν∆ξ=ξ − ,xdxxdxL̂xfufL u21 µ- a.p.t   , 

f ∈ ( )GCc  , ξ ∈ ( ) ( )∫
⊕

µ
GU

uduH . Mai mult, dacă H∗GU  este izomorf cu fibratul 

trivial GU ×H  printr-un izomorfism  V : GU × H → H∗GU , ( ) ( )ξ=ξ V̂,u,uV , şi 

dacă ( )HG:L0 U→  este definit prin formula ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 1
0 xdV̂xLxrV̂xL −= , atunci 

V, privit ca un izomorfism de spaţii Hilbert de la ( ) ( )∫
⊕

µ
GU

uduH  la ( )H,L2 µ ,  dă 

naştere următoarei egalităţi  

( )( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )∫ ν∆ξ=ξ −− xdxxdxLxfuVfVL u21
0

1  

pentru f ∈ ( )GCc , ξ ∈ ( )H,L2 µ .  

 

 Definiţie 5.1.23. Fie G un grupoid topologic local-compact înzestrat cu un 

sistem Haar        { }G
u Uu, ∈ν  şi µ o măsură cvasi invariantă pe GU . Reprezentarea 

regulată (la stânga) a grupoidului  G este  reprezentarea  (µ, { }( )u2
G LU ν∗ , L) unde  

( ) ( )( ) ( )( )xr2xd2 LL:xL̂ ν→ν  

este definit prin formula 

( ) ( )( )( )( ) ( )yxyxdxL̂ 1−ξ=ξ  

 Reprezentarea indusă de (µ, { }( )u2
G LU ν∗ , L)  pe ( )GCc este numită 

reprezentarea regulată la stânga pe ( )GC c (sau { }( )u* ,GC ν ) determinată de µ . 

 

 Observaţie 5.1.24.  Dacă G este un grupoid topologic local-compact, 

{ }G
u Uu, ∈ν  un sistem Haar pe G,  µ o măsură cvasi invariantă pe GU , 

( )∫ µν=ν udu şi ∆ funcţia modulară asociată sistemului Haar { }G
u Uu, ∈ν  şi 
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măsurii µ, atunci reprezentarea regulată la stânga pe ( )GCc  şi Ind µ sunt unitar 

echivalente. Aplicaţia ( ) ( )122 LL:W −ν→ν  definită prin formula ξ∆=ξ 21W  este un 

izomorfism de spaţii Hilbert care implementează echivalenţa celor două reprezentări 

(Proposition 1.10 /pg. 57  [68]).  

 

 Următoarele două rezultate au fost demonstrate de P. Muhly în [56] (2.37/pg. 

51 şi 3.30/pg. 84), şi reprezintă caracterizarea C∗-algebrei  şi C∗-algebrei reduse 

asociate unui grupoid trivial. 

 

 Propoziţie 5.1.25.  Dacă G = X × X este grupoidul trivial pe spaţiul local 

compact Hausdorff cu bază numărabilă, X, şi dacă sistemul Haar { }Xx,x ∈ν pe G 

este dat de νx = δx × λ, unde λ este o măsură Radon pe X cu supp(λ) = X, atunci 
∗
redC (G, {δx × λ}) este izomorfă cu ( )( )λ2LK , spaţiul operatorilor compacţi pe L2(λ). 

 Demonstraţie. Avem ( ){ }Gured
Uu,fIndsupf ∈= . Deoarece G este 

tranzitiv Indu este unitar echivalent cu Indv pentru orice u, v ∈ X. Astfel 

( )fIndf ured
= , pentru orice u ∈X. Dar Indu acţionează pe L2(ν-1), unde ν = δu × λ, 

şi deci ν-1 = λ × δu. Aplicaţia 

W : L2(ν-1) → L2(ν),   (Wξ)(x) = ξ(x, u)  

este un izomorfism de spaţii Hilbert care satisface W Indu(f) W-1 = π(f), unde π(f) este 

un operator pe L2(ν) definit prin formula ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ λξ=ξπ ydyy,xfxf .  

 

 Propoziţie 5.1.26. Dacă G = X × X este grupoidul trivial pe spaţiul local 

compact Hausdorff cu bază numărabilă, X, şi dacă sistemul Haar { }Xx,x ∈ν pe G 

este dat de νx = δx × λ, unde λ este o măsură Radon pe X cu supp(λ) = X, atunci C∗(G, 

{δx × λ}) este izomorfă cu ( )( )λ2LK , spaţiul operatorilor compacţi pe L2(λ). 

 Demonstraţie. Fie π o reprezentare a lui C∗(G, {δx × λ}), şi fie (µ, H∗GU , L) 

reprezentarea de pe G care o induce. Deoarece µ şi λ sunt echivalente, putem înlocui 
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µ cu λ. În acest caz măsura ν = λ × λ este simetrică, şi deci, ∆ ≡ 1. Deoarece G este 

un grupoid tranzitiv şi (µ, UG ∗ H, L) este o reprezentare a lui G rezultă că fibratul UG 

∗ H este izomorf cu un fibrat trivial UG × H  (pentru orice reprezentare a unui grupoid, 

submulţimile lui UG pentru care dim(H(u)) este constantă sunt invariante, iar pentru 

un grupoid tranzitiv singura submulţime nevidă invariantă lui UG este chiar UG). Din 

observaţia 5.1.22 rezultă că putem lua ca spaţiu Hilbert al reprezentării π spaţiul L2(λ, 

H) şi pentru ξ ∈ L2(λ, H), şi f ∈ ( )GCc , putem scrie 

( )( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )∫ λξ=ξπ ydyy,xLy,xfxf 0 , 

unde L0 : G → U(H), este morfismul borelian determinat de L. Din propoziţia 1.4 

rezultă că există o funcţie boreliană θ : X → U(H) astfel încât L0(x, y) = θ(x)θ(y)-1, 

pentru orice x,y ∈ X. Dacă definim  

W : L2(λ, H) → L2(λ, H),  (Wξ)(x) = θ(x)-1ξ(x), 

atunci ( )( )( ) ( ) ( ) ( )∫ λξ=ξπ − ydyy,xfxWfW 1 . Astfel π, restricţionată la ( )GCc , este 

unitar echivalentă cu un multiplu al reprezentării canonice a lui ( )GCc pe L2(λ). 

Aceasta arată că C∗(G,{δx×λ}) este izomorfă cu ( )( )λ2LK .  

 

 Se observă egalitatea C∗-algebrei  şi C∗-algebrei reduse asociate unui grupoid 

trivial. Există o clasă de grupoizi pentru care se întâmplă acest lucru, şi anume 

grupoizii măsurabil amenabili. Prezentăm mai departe elementele necesare pentru 

stabilirea acestui rezultat.  

 

Definiţie 5.1.27. Fie (µ, H∗GU , L) o reprezentare a grupoidului local-

compact G înzestrat cu  sistemul  Haar { }G
u Uu, ∈ν şi probabilitatea cvasi invariantă 

µ. Pentru secţiunile măsurabile mărginite ξ , η ∈ ( ) ( )∫
⊕

µ
GU

uduH , definim funcţia (ξ , 

η) : G → C prin  

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )xdxL̂,xr:x, ηξ=ηξ . 
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O astfel de funcţie se numeşte coeficient al reprezentării (µ, H∗GU , L). 

 

 Observaţie 5.1.28.   În [71] este demonstrat că mulţimea coeficienţilor 

formează o subalgebră  involutivă a lui ( )GL∞ , numită algebra Fourier-Stieltjes,  

B(G,{νu},µ), a grupoidului cu măsură ( ) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ µν∫ ud,G u .  

 

 Exemple 5.1.29.  

1. Fie K un spaţiu Hilbert separabil. Reprezentarea trivială de multiplicitate K 

este dată de fibratul trivial GU   × K şi ( ) KIxL̂ = , aplicaţia identică pe spaţiul K, 

pentru orice x ∈ G. Coeficienţii ei sunt de forma ( ) ( )( ) ( )( )xd,xrx ηξ=ϕ , cu ξ, η 

aplicaţii măsurabile mărginite definite pe GU   cu valori în K. Reprezentarea trivială 

se notează cu T  sau cu µT , dacă este necesar să specificăm µ.   

2. Dacă (µ, { }( )u2
G LU ν∗ , L) este reprezentarea regulată la stânga a 

grupoidului ( ) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ µν∫ ud,G u , atunci coeficienţii ei sunt de forma 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )ydyxˆyˆx, xr1 νηξ=ηξ −∫ , cu ξ, η secţiuni boreliene mărginite  ale fibratului 

{ }( )u2
G LU ν∗ . Reprezentarea regulată se notează cu  Reg sau cu Regµ. Mulţimea 

coeficienţilor reprezentării regulate formează un ideal involutiv al algebrei 

B(G,{νu},µ), numit algebra Fourier A(G) a grupoidului cu măsură 

( ) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ µν∫ ud,G u . 

 

 Definiţie 5.1.30. ( ) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ µν∫ ud,G u un grupoid cu măsură şi ( )∫ µν=ν udu . 

Considerăm următoarea normă pe G:  

( ) ( ) ( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ νν=

∞

−

∞
∫∫ xdxfu,xdxfumaxf u1u

I
66  
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Şi notăm ( ) ( ){ }∞<ν∈=
I0

1 f,,GLfGI , unde ν∆=ν − 21
0    pe G ( ∆  este funcţia 

modulară a grupoidului (G, [ν])). Ca şi  în [41]  se poate  demonstra că I(G) este ∗-

algebră Banach involutivă. Tot ca în [41] (Theorem 3.4 /pg. 50) se demonstrează că 

formula  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xdxfxdxL,xrL, 0f νηξ=ηξ ∫ DD  

(unde f∈ I(G) , (µ, HUG × , L) o reprezentare a grupoidului ,  ξ,η ∈ ( )H,UL G
2 ) 

stabileşte o corespondenţă între reprezentările grupoidului G în spaţii Hilbert 

separabile şi  ∗-reprezentările nedegenerate ale algebrei I(G) (sau ale unei subalgebre 

“suficient de cuprinzătoare” a lui I(G)) care au următoarele două proprietăţi   

(1) Pentru l,m ∈ H  = >  ( ) ( ) mlfmu,luL
1f ≤66  

(2) ( ) ( )rffr LLM Dα=α  unde ( ) ( )( ) ( ) jjM,,H,ULL,UL:M rG
2

Gr α=αµ→µ∞   

Definim *C -norma ( )fLsupf = , L parcurge mulţimea reprezentărilor lui 

( ) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ µν∫ ud,G u  şi notăm cu { }( )µν ,,GC u*  algebra obţinută prin completarea lui 

I(G) în această normă .  

 

Teoremă 5.1.31(Theorem 6.1.3/pg. 89 [1]) Fie ( ) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ µν∫ ud,G u  un grupoid 

cu măsură. Următoarele afirmaţii sunt echivalente : 

(1)    (G, {νu} , µ) este amenabil; 

(2)     Reprezentarea regulată este fidelă pe { }( )µν ,,GC u* ; 

(3) Există un şir ( )iiξ din ( )( )λ∞ ,GLUL 2
G  astfel încât şirul de funcţii de tip 

pozitiv ( )( )iiii ,e ξξ=  satisface următoarele condiţii: 

(a) ( ) ( )i,1e 0
i ∀≤  ; 

(b) ( ) 1elim o
ii

=  *-slab în ( )GUL∞  

(c) 1elim ii
=  *-slab în ( )GL∞  

(4) Aceeaşi afirmaţie ca (3) dar fără condiţia (a) . 
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Următoarea teoremă găseşte în [1] (Proposition 6.1.5/pg. 90). 

 

 Teoremă 5.1.32. Fie G un grupoid topologic local-compact, înzestrat cu un 

sistem Haar continuu { }G
u Uu, ∈ν . Dacă G este măsurabil amenabil atunci 

( ) ( )GCGC *
red

* =  (algebrele definite în 5.1.16 şi 5.1.19).  

 

 În  subcapitolul 5.3 vom studia reciproca acestei afirmaţii.  

 

 

 

5.2. CONSIDERAŢII ASUPRA DEPENDENŢEI C*-ALGEBREI 
ASOCIATE UNUI GRUPOID DE SISTEMUL HAAR 

 
a. C*-algebre Morita echivalente şi grupoizi Morita echivalenţi 

 

Definiţie 5.2.1. Un modul hermitic peste o C*-algebră  A este dat de un spaţiu 

Hilbert H şi o *-reprezentare nedegenerată π : A → B(H) ce determină o acţiune  

a⋅ξ = π(a)ξ pentru a∈A şi ξ∈ H. 

Dacă A este W*-algebră se presupune în plus că π este o reprezentare normală, şi în 

acest caz modulul se numeşte modul normal .(Rieffel [73]) 

 

 Modulele hermitic (A-modulele în sensul de mai sus) peste o C*-algebră  A 

formează o categorie în care morfismele sunt operatorii de intervertire, i.e. morfismele 

de A-module. 

 

 Definiţie 5.2.2. Două  C*-algebre se numesc Morita echivalente dacă 

determină categorii echivalente de module hermitice şi dacă functorii T care 

determină echivalenţa sunt *-functori, i.e. dacă f : H1 → H2 este un morfism, atunci 

T(f*) = T(f)*. 
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Categoria modulelor hermitice peste o C*-algebră  A este echivalentă cu 

categoria modulelor normale peste algebra von Neumann envelopantă n(A). Deci 

echivalenţa Morita de C*-algebre este în realitate un concept legat de algebre von 

Neumann şi în consecinţă prea slab pentru majoritatea aplicaţiilor. De aceea se 

defineşte un concept mai restrictiv: echivalenţa Morita în sens tare. 

 

 Definiţie 5.2.3.. Fie A o C*-algebră. Un C*-modul pre-Hilbert peste A este un 

A-modul la dreapta X (cu o structură compatibilă de spaţiu vectorial peste C), 

înzestrat cu o aplicaţie ⋅⋅, A: X × X → A, liniară în a doua variabilă şi antiliniară în 

prima, care satisface condiţiile: 

1. < x, x >A ≥ 0 pentru orice x ∈ X. 

2. < x, x >A = 0 dacă şi numai dacă x = 0. 

3. < x, y >A = < y, x >*
A   pentru orice x,y ∈ X. 

4. < x, y⋅a >A = < y, x >⋅a  pentru orice x,y ∈ X şi a ∈A. 

Aplicaţia ⋅⋅, A: X × X → A se numeşte produs scalar pe X cu valori în A. (Paschke 

[58], Rieffel [72]) 

 

Se poate arăta că x = 
2/1

A
x,x  defineşte o normă pe X. Dacă X este 

complet relativ la această normă, atunci X se numeşte C*-modul Hilbert peste A. Dacă 

nu, prin completare X poate fi transformat într-un C*-modul Hilbert peste A. Noţiunea 

de C*-modul Hilbert la stânga se defineşte similar. 

Ca oricărui spaţiu normat, unui C*-modul Hilbert X peste C*-algebra A i se 

poate asocia algebra operatorilor liniari şi mărginiţi B(X). În cele ce urmează vom 

nota cu B(X) mulţimea operatorilor liniari şi mărginiţi T : X → X care sunt aplicaţii 

de module (i.e satisfac T(x⋅a) = T(x)⋅a, pentru orice x ∈X şi a ∈A) şi care admit 

adjuncţi (i.e. există T*∈B(X) cu proprietatea < T(x), y > = < x, T*(y) > pentru orice x, 

y ∈X. Este uşor de observat că dacă X este un spaţiu Hilbert complex şi A = C 

(mulţimea numerelor complexe), atunci B(X) = B(X). În situaţia în care X este spaţiu 

Hilbert, B(X) = B(X) are un ideal bilateral închis netrivial, şi anume spaţiul  
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operatorilor compacţi K(X). Analogul acestui ideal pentru un C*-modul Hilbert X 

oarecare este spaţiul liniar închis generat de "operatorii de rang 1", i.e operatorii de 

forma x ⊗ y* ∈ B(X)  

x ⊗ y*(z) = x < y, z >. 

Mulţimea acestor operatori se notează cu K(X) şi se numeşte algebra de 

imprimitivitate a C*-modulului Hilbert X. 

Propoziţia următoare poate fi demonstrată uşor folosind rezultatele din [56].  

 

Propoziţie 5.2.4. Dacă X este un C*-modul Hilbert la dreapta peste C*-algebra 

A, atunci B(X) şi K(X) sunt C*-algebre, iar B(X) este *-izomorfă cu algebra 

multiplicatorilor lui K(X). În plus, X devine un C*-modul Hilbert la stânga peste 

K(X), cu produsul scalar următor: 

< x, y>K(X) = x ⊗ y* 

iar algebra de imprimitivitate a lui X privit ca C*-modul Hilbert la stânga peste K(X) 

este izomorfă cu A. 

 

 Definiţie5.2.5. Fie A şi B două C*-algebre. O (A, B)-echivalenţă este un (A, 

B)-bimodul X înzestrat cu produsele scalare <⋅,⋅>A şi <⋅,⋅>B cu valori în A, respectiv în 

B, în raport cu care X devine C*-modul Hilbert la stânga peste A şi respectiv, C*-

modul Hilbert la dreapta peste B şi astfel încât 

1. <x, y>A ⋅ z = x ⋅  <y, z>B pentru orice x, y, z ∈ X. 

2. Spaţiul liniar generat de < X, X >A = {<x, y>A :  x, y ∈X} este dens în A, 

iar spaţiul liniar generat de < X, X >B = {<x, y>B :  x, y ∈X} este dens este 

dens în B.  

3. Pentru orice x, y ∈ X, a∈A şi b∈B  

< a⋅x, a⋅y >B ≤ a 2< x, y >B şi < x⋅b, y⋅b >A ≤ b 2< x, y >A 

C*-algebrele A şi B se numesc Morita echivalente în sens tare dacă există o (A, B)-

echivalenţă. (Rieffel [72], [74]). 

 

 Echivalenţa Morita în sens tare este o relaţie de echivalenţă. 
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 Nu este greu de observat că dacă X este un C*-modul Hilbert peste o C*-

algebra A, atunci A şi K(X) sunt C*-algebre Morita echivalente în sens tare. 

Următoare propoziţie uşor de demonstrat stabileşte reciproca: 

 

 Propoziţie 5.2.6. Fie o (A,B)-echivalenţă X în sensul definiţiei 5.2.5. Atunci 

aplicaţia definită pe K(XB) (algebra de imprimitivitate a lui X privit ca C*-modul 

Hilbert la dreapta peste B) cu valori în A definită prin 

x ⊗ y* → < x, y >A 

este un izomorfism de C*-algebre.  

De asemenea aplicaţia definită pe K(XA) (algebra de imprimitivitate a lui X 

privit ca C*-modul Hilbert la stânga peste A) cu valori în B definită prin 

x* ⊗ y → < x, y >B 

este un izomorfism de C*-algebre (x* ⊗ y este definit prin x* ⊗ y (z) = <z, x>Ay). 

 

 Astfel două C*-algebre sunt Morita echivalente în sens tare dacă şi numai dacă 

fiecare dintre ele poate fi realizată ca algebră de imprimitivitate a unui C*-modul 

Hilbert peste cealaltă. De asemenea se poate arăta că două C*-algebre A şi B cu 

unitate aproximativă numărabilă (de exemplu separabile sau unitare) sunt Morita 

echivalente în sens tare dacă şi numai dacă sunt stabil echivalente, i.e. A⊗ K ≅B⊗ K, 

unde  K este algebra operatorilor compacţi pe un spaţiu Hilbert separabil ([10]). 

 Noţiunea de echivalenţă Morita pentru grupoizi local compacţi de Paul Muhly, 

Jean Renault şi Dana Williams (Definition 2.1/p. 6 [57]) şi a fost prezentată în 

capitolul 2 (definiţie 2.2.5). Paul Muhly, Jean Renault şi Dana Williams au 

demonstrat următorul rezultat ce stabileşte legătura dintre echivalenţa Morita de 

grupoizi şi echivalenţă Morita în sens tare de C*-algebre grupoidale. 

 

 Teoremă 5.2.7. Fie G şi H doi grupoizi local compacţi cu bază numărabilă, 

înzestraţi cu sistemele Haar v = { }G
u Uu, ∈ν şi λ = { }H

u Uu, ∈λ  respectiv. Dacă G şi 

H sunt grupoizi Morita echivalenţi (în sensul definiţiei 2.2.5), atunci C*-algebrele 

C*(G, v) şi C*(H, λ) sunt Morita echivalente în sens tare (Theorem 2.8/p. 10 [57]).  
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 Definiţia C*-algebrei depinde de alegerea unui sistem Haar pe grupoid. Dar 

definiţia unei reprezentări pe grupoid nu depinde. În cazul grupurilor măsura Haar 

este esenţial unică, dar în cazul general al grupoizilor sistemele Haar nu sunt unice. O 

consecinţă directă a teoremei anterioare, este următoarea propoziţie: 

 

Propoziţie 5.2.8. Fie G un grupoid local compact cu bază numărabilă, înzestrat 

cu două sistemele Haar v = { }G
u Uu, ∈ν şi λ = { }G

u Uu, ∈λ . Atunci C*-algebrele 

C*(G, v) şi C*(G, λ) sunt Morita echivalente în sens tare.  

  

 Deci sisteme Haar diferite pe un grupoid G determină C*-algebre Morita 

echivalente în sens tare. Acesta este dealtfel singurul rezultat referitor la independenţa 

C*-algebrei asociate unui grupoid de sistemul Haar considerat. Se pune întrebarea 

dacă C*-algebrele asociate cu două sisteme Haar diferite sunt *-izomorfe. Aceasta este 

încă o problemă deschisă. În cazul grupoizilor tranzitivi răspunsul este afirmativ, aşa 

cum arată următorul rezultat obţinut de Paul Muhly, Jean Renault şi Dana Williams. 

 

 Teorema 5.2.9. Fie G un grupoid tranzitiv local compact cu bază numărabilă. 

Fie u ∈ UG o unitate şi u
uG  grupul de izotropie în u. Dacă v = { }G

u Uu, ∈ν  este un 

sistem Haar pe G, atunci există o măsură Radon pozitivă µ pe UG cu suportul egal cu 

UG astfel încât C*(G, v) să fie *-izomorfă cu C*( u
uG ) ⊗ K(L2(UG, µ)). (Theorem 

3.1/p. 16 [57]) 

 

 Pentru a demonstra această teoremă Paul Muhly, Jean Renault şi Dana 

Williams au arătat mai întâi că C*(G, v) şi C*( u
uG ) sunt Morita echivalente în sens 

tare via un C*-modul Hilbert X1 . În consecinţă C*(G, v) este *-izomorfă cu algebra de 

imprimitivitate a lui X1. Apoi au construit un alt C*-modul Hilbert X2 peste C*( u
uG ) a 

cărui algebră de imprimitivitate este C*( u
uG ) ⊗ K(L2(UG, µ) pentru o anumită măsură 

µ. De aici a rezultat izomorfismul dintre C*(G, ν) şi C*( u
uG ) ⊗ K(L2(UG, µ). În 
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secţiunea c vom stabili acelaşi rezultat utilizând descompunerea sistemului Haar 

obţinută în secţiunea 2.4. b.  

 

 

b. C*-algebrele C*(G) şi M*(G) asociate unui grupoid tranzitiv  

 

Fie G un grupoid local compact înzestrat cu un sistem Haar v = { }G
u Uu, ∈ν . 

Reamintim că pentru a construi C*-algebra asociată grupoidului local compact  G şi 

sistemului Haar v = { }G
u Uu, ∈ν , Jean Renault [68] a definit o normă pe  Cc(G), 

spaţiul funcţiilor continue cu suport compact pe G:   

( ) ( ){ }GCperereprezentaL:fLf c= . 

Completarea algebrei Cc(G) relativ la această normă determină C*-algebra asociată lui 

G. Fiecare funcţională liniară şi pozitivă de normă 1 pe o C*-algebră dă naştere la o 

reprezentare a algebrei şi la un vector ciclic în spaţiul Hilbert al reprezentării. Suma 

directă a acestor reprezentări ciclice este reprezentarea universală a C*-algebrei. 

Reprezentarea universală a C*-algebrei C*(G, v) notată cu ω in [67].  Închiderea 

relativ la topologia uniformă (închiderea în normă) a lui ω( Mc(G)) este o  C*-algebră 

notată M*(G, v), unde Mc(G) este spaţiul funcţiilor boreliene mărginite cu suport 

compact pe G (vezi [67]). Pentru algebrele Cc(G) şi Mc(G) multiplicarea este dată 

bineînţeles de convoluţie 

∫ ν= − )y(d)y(g)xy(f)x(g*f )x(d1 , x ∈ G 

şi involuţia este dată de 

( )xf ∗ = ( )1xf − , x ∈G. 

 

 Vom arăta că în cazul tranzitiv C*(G, v) = M*(G, v). Fie G un grupoid tranzitiv 

local compact cu bază numărabilă, înzestrat cu un sistem Haar v = { }G
u Uu, ∈ν . Fie 

µ0 o probabilitate simetrică pe G astfel încât µ = r∗(µ0) = d∗(µ0) să fie o măsură cvasi-

invariantă relativ la sistemul Haar. Fie e ∈ UG o unitate fixată. Aplicând Lemma 
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1.1/pg. 102 [47] spaţiilor local compacte Ge şi UG, şi aplicaţiei continue şi surjective 

de : Ge → UG, de(x) = d(x) rezultă că de are o secţiune boreliană regulată σ:UG → Ge 

(i.e. σ este o aplicaţie boreliană cu proprietatea că d(σ(u)) = u pentru orice u ∈ UG , şi 

σ(K) este relativ compactă în Ge pentru orice submulţime compactă K a lui UG). Fie ∆ 

funcţia modulară asociată lui modificând ∆ pe o mulţime de măsură nulă putem 

presupune că ∆ este morfism strict. Conform teoremei 2.4.8 există o funcţie boreliană 

pozitivă h0:UG → *R +  astfel încât pentru orice funcţie boreliană nenegativă f avem 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )∫ ∫ ∫ µµσσ=ν − vdydvyufvhydyf
G

e
eU G e

1
0

u   µ-a.p.t. u ∈ UG, 

unde µe este o măsură Haar pe grupul local compact e
eG  . 

 În plus,  

( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )( )1

e
0

0 xdxxr
xrh
xdh

x −σσ∆=∆  

unde ∆e este funcţia modulară a grupului local compact e
eG . 

 Să presupunem că alegem măsura µe în felul următor. Fie U0 o vecinătate 

închisă simetrică d-compactă a lui UG şi fie f0 : G → [0, 1] o funcţie continuă cu 

suport d-compact aleasă astfel încât f0(x) = 1 pentru orice x ∈ U0. Alegem măsura 

Haar µe pe e
eG  astfel încât 

( ) ( )∫ µ xdxf e0  = 1. 

Dacă f1: G → [0, 1] este definită prin 

f1(x) = f0(σ(r(x))xσ(d(x))-1), x ∈ G, 

atunci avem  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) 1ydyfydvyuf e0G e
1

1e
e

=µ=µσσ ∫∫ − , pentru orice u, v ∈ UG. 

Să considerăm K o submulţime compactă a lui UG şi să observăm că  

( ) ( ) ( )∫ µ wdwhw1 0K  = ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ µµσσ −
e
eG 0Ke

1
1 wdwhw1ydwyuf  

                                   = ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ µµσσσσ −−
e
eG 0e

1
K

1
1 wdwhydwyud1wyuf  

                                   =  ( ) ( ) ( )∫ ν ydy1yf u
K1 . 
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Ţinând cont că f11K Dd 1 uG  este o funcţie mărginită cu suport compact pentru orice u, 

obţinem că  

( ) ( ) ( )∫ µ wdwhw1 0K  < ∞ pentru orice mulţime compactă K ⊂ UG. 

 

Aplicând lema 2.4.5 rezultă că există un sistem de măsuri σ-

finite,{ }Gv,u Uv,u, ∈ν , cu următoarele proprietăţi  

(1)  νu,v este concentrată pe u
vG  şi νu,v ≠ 0 (∀) u,v ∈ UG. 

(2) Pentru orice f ≥ 0 boreliană pe G, aplicaţia  

( ) ∫ ν v,udfv,u 6  [ : UG × UG → ⎯R ] 

                   este boreliană. 

(3) Pentru orice f ≥ 0 boreliană pe G 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ν=ν ydyfydxyf v,xrv,xd    (∀) v ∈ UG, x ∈G 

(4) Pentru orice f ≥ 0 boreliană pe G 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ν=ν∆ ydyfydyxfx xd,uxr,u  (∀) u ∈ UG, x ∈G 

(5) Pentru orice f ≥ 0 Borel pe G  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ν∆=ν −− ydyyfydyf u,v
11

v,u  ( )∀  u,v ∈ UG 

(6) ( )∫ µν=ν vdv,u
u  pentru  µ -a.p.t. u ∈ UG 

În cele ce urmează  vom numi un sistem de măsuri {vu,v, u,v∈UG} cu 

proprietăţile (1)-(6) sistem de măsuri rezultat prin descompunerea sistemului Haar. 

 

Lema 5.2.10. Fie G un grupoid tranzitiv local compact cu bază numărabilă, 

înzestrat cu un sistem Haar v = { }G
u Uu, ∈ν . Fie µ0 o probabilitate simetrică pe G 

astfel încât µ = r∗(µ0) = d∗(µ0) să fie o măsură cvasi-invariantă relativ la sistemul 

Haar. Fie e ∈ UG o unitate fixată şi σ : UG → Ge o secţiune boreliană regulată pentru 
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de: Ge → UG, de(x) = d(x). Fie ∆ o funcţie modulară asociată lui µ convenabil aleasă. 

Atunci 

1. există o funcţie boreliană pozitivă h0:UG → *R +  astfel încât pentru orice 

funcţie boreliană nenegativă f avem 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )∫ ∫ ∫ µµσσ=ν − vdydvyufvhydyf
G

e
eU G e

1
0

u   µ-a.p.t. u ∈ UG 

2. Pentru orice mulţime compactă K ⊂ UG. 

( ) ( ) ( )∫ µ wdwhw1 0K  < ∞  

3. Pentru orice funcţie f:G→C  boreliană mărginită cu suport compact K, 

există M > 0 astfel încât  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )v1u1vhuhMxdxxf KdKr00

2

v,u
2/1 ≤ν∆∫ − , 

unde {vu,v, u,v∈UG} este sistemul de măsuri obţinut prin descompunerea sistemului 

Haar. 

Demonstraţie. Primele două puncte rezultă din consideraţiile de deasupra 

lemei. Pentru a demonstra 3, să observăm ca în demonstraţia teoremei 2.4.8 că  

( ) ( ) ( )( )2

v,u
2/1 xdxxf∫ ν∆ − = ( ) ( ) ( )( )2

v,u
2/1 xdxxf∫ ν∆ − 1r(K)(u) 1d(K)(v) 

         ≤ ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2

e
2/1

e
1

00 xdxvxufuhvh ∫ µ∆σσ −−  

          ≤ ( ) ( )uhvh 00  sup{f(x), x∈L} sup{∆e(x), x∈L}µe(L) 1r(K)(u) 1d(K)(v)  

          = ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )v1u1vhuhM KdKr00 , 

unde       L= σ(r(K))Kσ(d(K)-1 este o mulţime relativ compactă şi   

               M = sup{f(x), x∈L} sup{∆e(x), x∈L}µe(L) < ∞. 
 

 

Deoarece grupoidul G înzestrat cu sistemul Haar v = { }G
u Uu, ∈ν . este 

tranzitiv există o singură clasă invariantă de măsuri pe UG. Deci probabilitatea cvasi-

invariantă µ este esenţial unică. În cele ce urmează vom considera fixată această 

probabilitatea cvasi-invariantă µ şi vom nota 
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( ) ( ) ( )∫ ∫∫ µµν=µν=ν udvdvd v,u
u

1  şi 
1

2
1

0 d∫ ν∆=ν
−

. 

 

Notaţii 5.2.11. Fie G un grupoid tranzitiv local compact cu bază numărabilă, 

înzestrat cu un sistem Haar v = { }G
u Uu, ∈ν . Deoarece grupoidul G este tranzitiv 

există o singură clasă invariantă de măsuri pe UG. Deci probabilitatea cvasi-invariantă 

µ din lema precedentă este esenţial unică. În cele ce urmează vom considera fixată 

această probabilitatea cvasi-invariantă µ fixată şi vom nota 

( ) ( ) ( )∫ ∫∫ µµν=µν=ν udvdvd v,u
u

1  şi 
1

2
1

0 d∫ ν∆=ν
−

, 

unde ∆ este funcţia modulară a lui µ. Pentru orice g∈L1(G,ν0) vom nota  

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=µ=µν∆= ∫ ∫∫
−

1udubudua,xdxxdbxraxgsupg 22
1

2
1

II
. 

Se poate demonstra că 
II

g  nu depinde de µ (este esenţial că G este tranzitiv). 

 

Propoziţie 5.2.12 (Proposition 4 [18]). Fie G un grupoid tranzitiv local 

compact cu bază numărabilă, înzestrat cu un sistem Haar v = { }G
u Uu, ∈ν . Fie f o 

funcţie boreliană mărginită pe G cu suport compact: Atunci există un şir (fn)n în Cc(G) 

astfel încât 

0ff n
IIn ⎯⎯ →⎯− ∞→ . 

 Demonstraţie. Fie f o funcţie boreliană mărginită pe G cu suport compact K. 

Atunci f este limita aproape peste tot relativ la v1 a unui şir (fn)n, din Cc(G) care este 

uniform mărginit şi care are proprietatea că suportul fiecărei funcţii fn este conţinut în 

K. Vom arăta că (fn)n are un subşir astfel încât 

0ff k

IInk
⎯⎯ →⎯− ∞→ , 

Considerăm descompunerea sistemului Haar {vu,v, u,v∈UG} ale cărei proprietăţi au 

fost descrise la începutul secţiunii. Deoarece  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ =µµν∆−=ν∆−
−−

0udvdxdxxfxfxdxxfxflim v,u
2
1

n1
2
1

nn , 
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rezultă există un subşir al lui (fn)n astfel încât: 

( ) ( ) ( ) ( )∫ =ν∆−
−

0xdxxfxflim v,u
2
1

nk k
, µ × µ-a.p.t. 

Datorită mărginirii lui f şi (fn)n, aplicând lema 5.2.10, rezultă că există M>0 şi 

h0:UG→ *R +  boreliană astfel încât  

( ) ( ) ( ) ( )( )2

v,u
2/1

n xdxxfxf
k∫ ν∆− − ≤    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )v1u1vhuhM KdKr00 , 

şi pentru orice mulţime compactă L ⊂ UG 

( ) ( ) ( )∫ µ wdwhw1 0L  < ∞. 

Fie a,b:UG→C, astfel încât ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ =µ=µ 1udubudua 22 . 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )∫ ν∆− − xdxxdbxraxfxf 1
2/1

nk
 = 

= ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫ µµν∆− − udvdxdxxdbxraxfxf v,u
2/1

kn
 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 2/12
2/12

v,u
2/1

n udvdvbuaudvdxdxxfxf
k ∫ ∫∫ ∫ ∫ µµ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ µµν∆−≤ −  

≤ ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
2/12

v,u
2/1

n udvdxdxxfxf
k ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ µµν∆−∫ ∫ ∫ − ⋅ 

                                                         ⋅ ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 2/122/12 vdvbudua ∫∫ µµ  

= ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
2/12

v,u
2/1

n udvdxdxxfxf
k ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ µµν∆−∫ ∫ ∫ −  

Deoarece    

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫ µµν∆− − udvdxdxxfxf
2

v,u
2/1

nk
≤ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )v1u1vhuhM KdKr00 , 

şi  

     ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ µµ vdudv1u1vhuhM KdKr00 = 

                            = ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )∫∫ µµ vdv1vhudu1uhM Kd0Kr0  < ∞ 

aplicând teorema de convergenţă dominată rezultă că 
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( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=µ=µν∆−∫ ∫∫
−

1udubudua,xdxxdbxraxfxfsup 222
1

nk
 

converge la zero.  

 

Teorema 5.2.13. Fie G un grupoid tranzitiv local compact cu bază numărabilă, 

înzestrat cu un sistem Haar v = { }G
u Uu, ∈ν . Atunci C*(G, v) = M*(G, v). 

Demonstraţie Putem privi C*(G, v)  ca o subalgebră a lui M*(G, v). Pe de altă 

parte, în cazul tranzitiv 

( )
II

ff ≤ω  

pentru orice f în Mc(G) (vezi [42] sau [67]). Dacă f ∈ Mc(G),  atunci conform 

propoziţiei anterioare există (fn)n în Cc(G) astfel încât 

0ff n
IIn ⎯⎯ →⎯− ∞→ . 

De aici rezultă că există (fn)n în Cc(G) astfel încât  

( ) 0ff n
n ⎯⎯ →⎯−ω ∞→ . 

Astfel f aparţine închiderii în normă a lui ω( Cc(G), i.e. f aparţine  C∗(G, ν).  

 

Propoziţie 5.2.14 (Proposition 5 [18]). Fie G un grupoid tranzitiv local 

compact cu bază numărabilă, înzestrat cu un sistem Haar ν = { }G
u Uu, ∈ν . Fie µ o 

măsură cvasi-invariantă, ∆ este funcţia modulară a lui µ. şi  

( ) ( ) ( )∫ ∫∫ µµν=µν=ν udvdvd v,u
u

1  şi 
1

2/1
0 d∫ ν∆=ν − , 

Dacă f∈L1(G,ν0) are proprietatea că 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ∞<µµν∆∫ ∫ ∫ − udvdxdxxf
2

v,u
2/1 . 

atunci f  aparţine C∗(G,ν). 

 Demonstraţie. Demonstrăm că există un şir (fn)n de funcţii boreliene mărginite 

pe G cu suport compact astfel încât 

0ff n
IIn ⎯⎯ →⎯− ∞→ . 
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Fie gn(x)=f(x) dacă | f(x)| ≤ n şi gn(x)=0 în caz contrar. Fie (Kn)n un şir crescător de 

mulţimi compacte cu ∪
n

n GK = . Dacă fn = gn
nk1 , atunci |f-fn| converge punctual la 

zero, dominat de |f|. De aceea  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ∞<µµν∆−∫ ∫ ∫ − udvdxdxxfxf
2

v,u
2/1

n  

converge la zero conform teoremei de convergenţă dominată . Am observat în 

demonstraţia propoziţiei 5.2.12 că 

≤−
IInff ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2/12

v,u
2
1

n udvdxdxxfxf
k ⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
µµ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ν∆−∫ ∫ ∫

−
, 

 Deci 0ff n
IIn ⎯⎯ →⎯− ∞→ . Din aceeaşi propoziţie rezultă că orice funcţie boreliană 

mărginită pe G cu suport compact poate fi aproximată în 
II

 cu funcţii continue cu 

suport compact. În consecinţă, dacă f∈L1(G,ν0) are proprietatea 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ∞<µµν∆∫ ∫ ∫ − udvdxdxxf
2

v,u
2/1  

atunci există un şir (fn)n de funcţii continue cu suport compact astfel încât 

0ff n
IIn ⎯⎯ →⎯− ∞→ . 

Este cunoscut că orice reprezentare  L : Cc(G) → L(H) în sensul definiţiei 5.1.15 

(Definition 1.3/pg.50 [68]) , are proprietatea că ( )
II

ffL ≤ . Deci pentru orice 

funcţie f cu proprietatea din ipoteză există un şir (fn)n de funcţii continue cu suport 

compact astfel încât 

( ) 0ffL n
n ⎯⎯ →⎯− ∞→ . 

pentru orice reprezentare L, ceea ce înseamnă că f poate fi privită ca element în 

C∗(G,v).  

  

c. Izomorfismul dintre C*-algebrele asociate unui grupoid tranzitiv 

 

Vom demonstra mai întâi că C*-algebra asociată unui grupoid tranzitiv este *-

izomorfă cu C*-algebra asociată unui grupoid trivial 
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 Notaţii 5.2.15. Fie G un grupoid tranzitiv local compact cu bază numărabilă, 

înzestrat cu un sistem Haar v = { }G
u Uu, ∈ν . Fie µ0 o probabilitate simetrică pe G 

astfel încât µ = r∗(µ0) = d∗(µ0) să fie o măsură cvasi-invariantă relativ la sistemul 

Haar. Fie e ∈ UG o unitate fixată şi σ : UG → Ge o secţiune boreliană regulată pentru 

de: Ge → UG, de(x) = d(x). Fie ∆ o funcţie modulară asociată lui µ convenabil aleasă. 

Fie {vu,v, u,v∈UG} un sistem de măsuri rezultat prin descompunerea sistemului Haar. 

Din lema 5.2.10 rezultă că există o funcţie boreliană pozitivă h0 cu următoarele 

proprietăţi 

1. Pentru orice funcţie boreliană nenegativă f avem 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )∫ ∫ µσσ=ν −
e
eG e

1
0v,u ydvyufvhydyf   µ×µ-a.p.t. (u,v)  

cu µe măsură Haar pe e
eG convenabil aleasă 

2. Pentru orice x∈G 

( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )( )1

e
0

0 xdxxr
xrh
xdh

x −σσ∆=∆  

unde ∆e este funcţia modulară a grupului local compact e
eG . 

3. Pentru orice mulţime compactă K ⊂ UG. 

( ) ( ) ( )∫ µ wdwhw1 0K  < ∞ . 

Considerăm grupoidul trivial UG × e
eG × UG. Topologia pe UG × e

eG × UG este 

topologia produs, iar operaţiile sunt date de 

(u,x,v)(v,z,w) = (u,xz,w) 

(u,x,v)-1 = (v,x-1,u). 

Cu această structură UG × e
eG × UG devine grupoid local compact cu bază numărabilă. 

Nu este greu de demonstrat că sistemul de măsuri ve ={εu×µe×h0⋅µ, u∈ UG} este 

sistem Haar pe UG × e
eG × UG şi că C*-algebra asociată este *-izomorfă cu 

C*( e
eG )⊗K(L2(UG, µ)) (εu este măsura Dirac în u). 
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 Lema 5.2.16 (Proposition 3 [23]). Cu notaţiile 5.2.15, aplicaţia ϕ : G → UG × 
e
eG × UG definită prin 

ϕ(x) = (r(x), σ(r(x))xσ(d(x))-1, d(x)) 

este un izomorfism borelian de grupoizi care transportă sistemul Haar v = 

{ }G
u Uu, ∈ν  al lui G în sistemul Haar ve ={εu×µe×h0⋅µ, u∈ UG} al lui UG × e

eG × UG. 

 Demonstraţie. Rezultă prin calcul direct.  

 

 Teoremă 5.2.17(Theorem 7 [23]). Fie G un grupoid tranzitiv local compact cu 

bază numărabilă, înzestrat cu un sistem Haar v = { }G
u Uu, ∈ν . Fie UG × e

eG × UG 

grupoidul trivial înzestrat cu sistemul Haar ve ={εu×µe×h0⋅µ, u∈ UG} ca în 5.2.15. 

Atunci C*(G,v) şi  C*( UG × e
eG × UG,ve) sunt  *-izomorfe. 

 Demonstraţie.  Fie ϕ izomorfismul de grupoizi definit în lema 5.2.16. Orice 

reprezentare nedegenerată a lui Cc(G) este echivalentă cu reprezentarea obţinută prin 

integrarea unei reprezentări a grupoidului conform teoremei 5.1.21 (Teorema 1.21/p. 

65 [68] sau Teorema 3.29/p. 74 [56]). Deoarece ϕ : G → UG × e
eG × UG este un 

izomorfism borelian de grupoizi, L → L D  ϕ determină o corespondenţă biunivocă 

între reprezentările lui UG × e
eG × UG şi reprezentările lui G. De asemenea ϕ 

transportă sistemul Haar al lui G în sistemul Haar de pe UG × e
eG × UG. De aceea, 

aplicaţia Φ : Mc(UG × e
eG × UG) → Mc(G) definită prin    

Φ(f) = f Dϕ 

poate fi extinsă la un *-izomorfim între C*( UG × e
eG × UG,ve) şi C*(G,v).  

 

 Observaţie 5.2.18. În condiţiile teoremei anterioare, obţinem că C*(G,v) este 

*-izomorfă cu C*( e
eG )⊗K(L2(UG, µ)) deoarece C*( UG × e

eG × UG,ve) este *-izomorfă 

cu C*( e
eG )⊗K(L2(UG, µ)).  
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Notaţii 5.2.19. Fie G un grupoid tranzitiv local compact cu bază numărabilă, 

înzestrat cu două sisteme Haar vi = { }G
u
i Uu, ∈ν , i=1,2. Fie µi o măsură cvasi-

invariantă relativ la sistemul Haar i=1,2 aleasă ca în 5.2.25. Fie { i
v,uv , u,v∈UG}, 

i=1,2, sistemele de măsuri rezultate prin descompunerea celor doua sisteme Haar, şi 
i
0h , i=1,2 funcţiile corespunzătoare cu proprietăţile indicate în 5.2.15.  

Izomorfismul dintre C*(G,v1) şi C*(G,v2) se obţine prin compunerea 

izomorfismelor următoare  

C*(G,v1) ⎯⎯ →⎯ −ϕ→ 1ff D C*( UG× e
eG ×UG, 1

ev ) →~ C*(UG× e
eG ×UG, 1

ev ) 

⎯⎯→⎯ ϕ→ Dff C*(G,v1). 

Pentru a pune în evidenţă izomorfismul dintre C*-algebrele C*( UG × e
eG × 

UG, 1
ev ) şi C*( UG× e

eG ×UG, 2
ev ) observăm că spaţiul liniar generat de funcţiile de 

forma  

(u,x,v)→ g1⊗f⊗g2(u,x,v)= g1(u)f(x)g2(v) 

cu g1, f şi g2 funcţii continue cu suport compact este dens în norma 
∞

 în 

Cc(UG× e
eG ×UG) şi deci este dens în C*-normă în Cc(UG× e

eG ×UG). Fie  

U : L2(UG, µ1) → L2(UG, µ2) 

un operator unitar. În aceste condiţii aplicaţia 

g1⊗f⊗g2 → U(g1)⊗f⊗U(g2) 

poate fi extinsă la un *-izomorfism între C*( UG × e
eG × UG, 1

ev ) şi C*( 

UG× e
eG ×UG, 2

ev ). 

 

Teorema 5.2.10. Fie G un grupoid tranzitiv local compact cu bază numărabilă, 

înzestrat cu două sisteme Haar νi = { }G
u
i Uu, ∈ν , i=1,2. Fie µi o măsură cvasi-

invariantă relativ la sistemul Haar i=1,2 aleasă ca în 5.2.25. Fie  

U : L2(UG, µ1) → L2(UG, µ2) 

un operator unitar. Fie e ∈ UG o unitate fixată şi σ : UG → Ge o secţiune boreliană 

regulată pentru de: Ge → UG, de(x) = d(x). Considerăm aplicaţia  
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g1 ⊗~ f ⊗~ g2 ⎯→⎯Φ  U(g1) ⊗~ f ⊗~ U(g2), 

unde g1, g2 : UG → C, f: e
eG →C sunt funcţii boreliene mărginite cu suport compact, 

iar g1 ⊗~ f ⊗~ g2 este definită prin 

g1 ⊗~ f ⊗~ g2(x) : = g1(r(x))f(σ(r(x))xσ(d(x))-1)g2(d(x)), x∈G 

şi analog este definită U(g1) ⊗~ f ⊗~ U(g2). 

 Atunci Φ poate fi extinsă la un *-izomorfism între C*(G,ν1) şi C*(G,ν2). 

Demonstraţie. Aplicaţia Φ definită pe spaţiul liniar generat de funcţiile de 

forma g1 ⊗~ f ⊗~ g2 reprezintă restricţia compunerii izomorfismele puse în evidenţă în 

5.2.19. De aceea trebuie demonstrat doar că spaţiul liniar generat de g1 ⊗~ f ⊗~ g2 este 

dens în C*(G,v1) în C*-normă. Pentru aceasta ţinem cont de următoarele fapte: 

M*(G,v1) = C*(G,v1), f → f Dϕ-1 este un *-izomorfism între C*(G,v1) şi C*( UG × e
eG × 

UG, 1
ev ), şi spaţiul liniar generat de funcţiile de forma  

(u,x,v)→ g1⊗f⊗g2(u,x,v)= g1(u)f(x)g2(v) 

cu g1, f şi g2 funcţii continue cu suport compact este dens în C*( UG × e
eG × UG, 1

ev ), 

deci cu atât mai mult spaţiul liniar generat de funcţiile de forma  

(u,x,v)→ g1⊗f⊗g2(u,x,v)= g1(u)f(x)g2(v) 

cu g1, f şi g2 funcţii boreliene mărginite cu suport compact este dens în C*( UG × e
eG × 

UG, 1
ev ). Spaţiul corespunzător acestuia în C*(G,v1) este spaţiul liniar generat de 

funcţiile de forma g1 ⊗~ f ⊗~ g2. În consecinţă acesta este şi el dens în C*(G,v1) în C*-

normă.  

 

5.3. C*-ALGEBRA ASOCIATĂ UNUI GRUPOID CU SPAŢIUL 
ORBITELOR NUMĂRABIL SEPARAT 

 

 Fie G un grupoid local compact cu bază numărabilă înzestrat cu un sistem 

Haar v = { }G
u Uu, ∈ν . Presupunem în plus că spaţiul orbitelor UG/G = {[u], u∈UG} 

este numărabil separat. Notăm π: UG → UG/G aplicaţia canonică u → [u]. Aplicând 
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un rezultat enunţat în [2] (Theorem 3.4.3/p. 77 [2]) spaţiului analitic UG, spaţiului 

numărabil separat UG/G şi aplicaţiei boreliene π, rezultă că există o secţiune universal 

măsurabilă σ : UG/G → UG pentru π, i.e. o aplicaţie universal măsurabilă ce satisface 

π(σ([u])) = [u], pentru orice orbită [u]. Pe UG/G am considerat structura boreliană cât 

indusă de π. O mulţime M este boreliană în UG/G dacă şi numai dacă preimaginea π-

1(M) este boreliană în UG. În [65] Arlan Ramsay stabileşte condiţii necesare şi 

suficiente pentru ca spaţiul orbitelor să fie numărabil separat. Fie 

R = (r,d)(G) = {(r(x),d(x)), x ∈ G} 

grupoidul principal asociat lui G (graficul relaţie de echivalenţă u ~ v < = > u
vG ≠∅ ). 

Acest grupoid fiind imaginea lui G prin morfismul continuu (r,d), este un grupoid σ-

compact. În particular, R este o submulţime Fσ în UG × UG. Aplicând un rezultat al lui 

Arlan Ramsay (Theorem 2.1/p. 363 [65]), rezultă că următoarele afirmaţii sunt 

echivalente: 

1. structura boreliană cât pe UG/G este numărabil separată  

2. topologia cât pe UG/G generează structura boreliană cât 

3. UG/G este spaţiu standard 

4. π: UG → UG/G admite o secţiune boreliană 

5. fiecare orbită [u] este local închisă. 

6. UG/G este spaţiu topologic T0 (înzestrat cu topologia cât) 

De aceea putem considera că secţiunea σ este de fapt boreliană.  

 Fie (Kn)n un şir crescător de mulţimi compacte cu ∪
n

n GK = . Pentru fiecare n, 

considerăm o funcţie fn : G → [0, 1] continuă cu suport compact astfel încât fn(x) = 1 

pentru orice x ∈ Kn.  Fie an(u) = ( )n
un f2
1

ν
 dacă vu(f'n) > 1, şi an(u) = n2

1  în caz 

contrar. Nu este greu de observat că funcţia u → an(u) este continuă. Fie 

P(u,x) = ( ) ( )∑
n

nn xfua  pentru orice u ∈ UG şi x ∈G 
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 Deoarece | an(u) fn(x) | ≤ n2
1 , seria de funcţii (u,x) → ( ) ( )∑

n
nn xfua  este 

normal şi deci uniform convergentă. Fiind o serie uniform convergentă de funcţii 

continue, suma ei, i.e. funcţia P este continuă.  De aici rezultă că pentru orice funcţie 

continuă cu suport compact f : G → C, funcţia  

u → ( ) ( ) ( )∫ ν xdx,uPxf u  

este continuă cu suport compact. Dacă notăm 

M(u) = ( ) ( )∫ ν xdx,uP u  

atunci 0 < M(u) ≤ 2. Fie αu măsura definită prin 

αu(f) = ( )uM
1 ( ) ( ) ( )∫ ν xdx,uPxf u  

pentru orice funcţie f continuă cu suport compact. Atunci u → αu este continuă, în 

sensul că u → αu(f) este continuă pentru orice funcţie f continuă cu suport compact. 

Ca urmare u → *d (αu) este continuă. Fie 1
uη = *d (αu) şi ηπ(u) = ( )( )

1
uπση   pentru orice 

u.  Este uşor de demonstrat că pentru orice funcţie boreliană nenegativă şi mărginită f 

u → ( ) ( ) ( )∫ πη wdwf u  

este o funcţie boreliană mărginită. 

 Fie ( )
1

uπλ = ( )∫ πην u
wd  măsura indusă de ηπ(u) pe G, şi fie λπ(u) = 

( ) ( )( )( )11
u

1
u2

1 −

ππ λ+λ . Înlocuind ηπ(u) cu *d (λπ(u)), putem presupune că sistemul de 

măsuri {ηπ(u), π(u) ∈ UG/G} îndeplineşte următoarele condiţii: 

1. Pentru orice funcţie boreliană nenegativă şi mărginită f 

u → ( ) ( ) ( )∫ πη wdwf u  

este o funcţie boreliană mărginită 

2. ηπ(u) ~ *d (vu) (au aceleaşi mulţimi de măsură nulă) pentru orice u ∈ UG 

3. ηπ(u) = *d (λπ(u)) pentru orice π(u) ∈ UG/G, unde λπ(u) este o probabilitate 

simetrică pe G. 
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În [21] folosind un rezultat al lui Etienne Blachard (Theorem 3.3 [6]) am arătat 

că în situaţia în care R = (r,d)(G) este o submulţime închisă a lui UG × UG (sau 

echivalent UG/G este spaţiu Hausdorff) se poate construi un sistem de măsuri {ηπ(u), 

π(u) ∈ UG/G} care să verifice condiţiile 2 şi 3 de mai sus, şi în plus să aibă 

proprietatea că pentru orice funcţie continuă cu suport compact f 

u → ( ) ( ) ( )∫ πη wdwf u  

este o funcţie continuă cu suport compact 

Folosind sistemul de măsuri {ηπ(u), π(u) ∈ UG/G} vom rafina rezultatele 

referitoare la dezintegrarea sistemului Haar v = { }G
u Uu, ∈ν  din secţiunea 2.4.a.  

Fie µ o măsură cvasi-invariantă pentru sistemul Haar v = { }G
u Uu, ∈ν , şi fie  

µ1 = ( ) ( )∫ µηπ udu . 

Cvasi-invarianţa măsurii µ şi cvasi-invarianţa fiecărei măsuri ηπ(u) implică 

echivalenţa măsurilor µ1 şi µ: µ1 ~ µ. Considerăm măsura  

λ = ( ) ( )∫ µλπ udu  

(unde măsurile λπ(u) sunt probabilităţile simetrice utilizate pentru a construi ηπ(u): ηπ(u) 

= *d (λπ(u))) şi observăm că  

( ) ( )∫ λ xdxf = ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ µλπ udxdxf u  

                    = ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ µλπ
− udxdxf u
1  

                    = ( ) ( )∫ λ− xdxf 1  

şi 

( ) ( )∫ µ udug 1 = ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ µηπ udwdwg u  

                    = ( )( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ µλπ udxdxdg u  

                    = ( )( ) ( )∫ λ xdxdg  
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De aceea µ1 = *d (λ), cu λ o probabilitate simetrică pe G. În cele ce urmează 

vom folosi aceeaşi notaţie v şi pentru sistemul Haar (v = { }G
u Uu, ∈ν ) şi pentru 

măsura indusă pe G de µ1, i.e ν = ( )∫ µν ud 1
u . Din context se va subînţelege când v se 

referă la un sistem de măsuri şi când la o măsură. Notăm  

η = ( ) ( ) ( )∫ µη×η ππ uduu . 

Fie λ = ( )∫ µλ ud 1
u  o r-dezintegrare a lui λ şi fie λ' = ( )*d,r (λ).  Cvasi invarianţa 

măsurii ηπ(u) implică echivalenţa măsurilor *d ( νu) şi ηπ(u) şi mai departe echivalenţa: 

δu × *d ( νu) ~ δu × ηπ(u). 

În consecinţă, avem 

( ) ( )udd 1
u

*u µλ×δ∫  ~ ( ) ( )udd 1
u

*u µν×δ∫  ~ ( ) ( )ud 1uu µη×δ∫ π . 

Pe de altă parte, pentru orice funcţie f continuă cu suport compact definită pe R, avem 

( ) ( )( )( ) ( )∫ ∫ µλ×δ udt,sddt,sf 1
u

*u  = ( )( ) ( ) ( )∫ ∫ µλ ududxd,uf 1
u  

                                                        = ( ) ( )( ) ( )∫ λ xdxd,xrf  

                                             = ( ) ( )∫ λ′ t,sdt,sf  

Astfel η ~ λ'. Dacă notăm cu q o derivată Radon - Nikodym 
λ′
η

d
d , atunci q este 

o funcţie boreliană pozitivă, şi se poate arăta uşor că pentru µ1 -a.p.t.  

q = ( )( )
u

uu

d
d

λ′
η×δ π , unde λ' = ( )∫ µλ′ ud 1

u  este o r-dezintegrare a lui λ'. 

Ca urmare, pentru orice funcţie f continuă cu suport compact definită pe R, avem 

( )( )( ) ( ) ( )∫ λ′ t,sdt,sqt,sv,uf v  = ( ) ( ) ( )∫ λ′ t,sdt,sqt,sf u . 

Aplicând teorema 2.1.8 şi teorema 2.1.11, rezultă că  

(u,v) → ( )
( )u,vq

v,uq este un morfism a.p.t. egal cu 1d
d

−η
η . 



MĂDĂLINA ROXANA BUNECI 

 

220

 

Deoarece η =  η-1, rezultă ( )
( )u,vq

v,uq  = 1 η-a.p.t. Fie ∆ = 1d
d

−ν
ν  funcţia modulară asociată 

sistemului Haar { }G
u Uu, ∈ν  şi măsurii cvasi invariante µ1, şi fie  

δ(y) = ∆(y) ( ) ( )( )
( ) ( )( )yd,yrq

yr,ydq , y ∈ G. 

Avem δ(y) = ∆(y) ν-a.p.t deoarece ( )
( )u,vq

v,uq  = 1 η-a.p.t.  

 Aplicând lema 2.4.4. în contextul de mai sus obţinem:  

 

Lema 5.3.1(Proposition 1 [22]).  Fie G un grupoid local compact cu bază 

numărabilă având spaţiul orbitelor UG/G numărabil separat. Fie { }G
u Uu, ∈ν  este un 

sistem Haar pe G şi µ o măsură cvasi invariantă pe UG. Atunci există un sistem {ηπ(u), 

π(u) ∈ UG/G} de probabilităţi pe UG,  o submulţime  σ-compactă Z saturată a lui UG 

cu complementara µ-nulă şi un sistem de măsuri σ-finite {νu,v, (u,v) ∈ R ∩ (Z × Z)} 

cu următoarele proprietăţi 

(1) Pentru orice funcţie boreliană nenegativă f pe UG 

u → ( ) ( ) ( )∫ πη wdwf u  

este o funcţie boreliană. 

(2) Pentru orice π(u) ∈ UG/G există o probabilitate simetrică pe G, λπ(u), astfel 

încât ηπ(u) = *d (λπ(u)).  

(3) Pentru orice u ∈ UG, ηπ(u) ~ *d (νu) . 

(4) νu,v este concentrată pe u
vG , şi νu,v ≠ 0 pentru orice u,v ∈ Z, u ~ v. 

(5) Pentru orice f  ≥ 0 boreliană pe G0 = G|Z,  

(u,v) → ( ) ( )∫ ν
0G v,u ydyf    [: (r,d)(G0) → R  ] 

este o aplicaţie boreliană. 

(6) Pentru orice f  ≥ 0 boreliană pe G0 = G|Z. 

( ) ( )∫ ν ydyf = ( ) ( ) ( )v,udydyf v,u ην∫ ∫  
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                         = ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫ ∫ µηην ππ wdudvdydyf wwv,u  

(7) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ν=ν ydyfydxyf v,xrv,xd  
( )
( ) ( )
( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

≥∀
∈∀

∈∀

boreliana0f
xr~v,Zv

ZGx
 

(8) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ν=ν∆
0 0G G xd,uxr,u ydyfydyxfx  

( )
( ) ( )
( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

≥∀
∈∀

∈∀

boreliana0f
xr~u,Zu

ZGx
 

(9) ∆ : G|Z → ∗
+R  este morfism strict. 

(10) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ν∆=ν −− ydyyfydyf u,v
11

v,u  ( )∀  u,v ∈ Z, u ~ v. 

(11) νu = ( ) ( )∫ πην vd uv,u  µ-a.p.t.  

unde µ1 = ( ) ( )∫ µηπ udu , ν = ( )∫ µν ud 1
u  şi ∆= 1d

d
−ν
ν  funcţia modulară asociată 

sistemului Haar { }G
u Uu, ∈ν  şi măsurii cvasi invariante µ1 = ( ) ( )∫ µηπ udu  

Demonstraţie. Proprietăţile (1)-(3) sunt îndeplinite de sistemul de probabilităţi 

{ηπ(u), π(u) ∈ UG/G} construit la începutul secţiunii. Proprietăţile (4) -(10) rezultă 

direct prin aplicarea lemei 2.4.4. Pentru a demonstra (11), să considerăm două funcţii 

boreliene nenegative f şi g, f definită pe G şi g definită pe UG. Avem 

Avem 

( ) ( ) ( )( ) ( )∫ ∫ µν udxdxfug 1
u  = ( )( ) ( ) ( )xdxfxrg ν∫  

     = ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫ ∫ µηην ππ wdudvdxdxfxrg wwv,u  

            = ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫ ∫ µηην ππ wdudvdxdxfug wwv,u  

            = ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )∫ ∫ ∫ µην π udvdxdxfug 1uv,u . 

Deci ( ) ( )∫ ν xdxf u = ( ) ( ) ( ) ( )vdxdxf uv,u πην∫ ∫  µ1-a.p.t.  
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 Observaţie 5.3.2.  Deoarece G este un grupoid local compact cu bază 

numărabilă având spaţiul orbitelor UG/G numărabil separat, rezultă că fiecare orbită 

[u] este local închisă. Ca urmare, fiecare componentă de tranzitivitate G|[u] este un 

grupoid local compact cu bază numărabilă. Dacă { }G
u Uu, ∈ν  este un sistem Haar 

pentru G, atunci [ ]{ }wu,u ∈ν este un sistem Haar pentru G|[w] pentru orice orbită [w]. 

Fie µ o măsură cvasi invariantă pentru { }G
u Uu, ∈ν . Fie µ1 = ( ) ( )∫ µηπ udu , ν = 

( )∫ µν ud 1
u  şi ∆= 1d

d
−ν
ν  funcţia modulară asociată sistemului Haar { }G

u Uu, ∈ν  şi 

măsurii cvasi invariante µ1 (unde {ηπ(u), u∈UG} este sistemul de măsuri construit la 

începutul acestei secţiuni).  

1. În aceste condiţii ∆|G|[w] este funcţia modulară a sistemului Haar 

[ ]{ }wu,u ∈ν  pe G|[w] şi măsurii cvasi invariante ηπ(w) pentru orice orbită [w]. Într-

adevăr, fie  

νπ(w) = ( )∫ πην w
ud , w ∈ UG, 

fie g o funcţie boreliană nenegativă pe UG/G şi f o funcţie boreliană nenegativă pe G. 

Avem  

 ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )∫ ∫ µνπ π udxdxfug u  = ( )( ) ( ) ( )( ) ( )∫ ∫ µνπ udxdxfug 1
u  

  = ( )( )( ) ( ) ( )∫ νπ xdxfxrg  

  = ( )( )( ) ( ) ( ) ( )∫ −ν∆π xdxxfxrg 1  

= ( )( )( ) ( ) ( ) ( )∫ ν∆π −− xdxxfxdg 11  

  = ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )∫ ∫ µν∆π −− udxdxxfug 1
u11  

  = ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫ µην∆π π
−− wdudxdxxfug w

u11  

  = ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )∫ ∫ µν∆π π
−− wxdxxfwg w
11 . 
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Deci ( ) ( ) ( )∫ πν xdxf u = ( ) ( ) ( ) ( )∫ π
−− ν∆ xdxxf w
11  a.p.t., şi în consecinţă ∆ = 

( )

( )( ) 1
u

u

d

d
−

π

π

ν

ν
 ηπ(u) -a.p.t. 

2.  Dacă (µ, UG*H  , L) este o reprezentare a grupoidului G (definiţia 5.1.12), 

atunci (ηπ(u), UG*H |[u] , L|G|[u]) este o reprezentare a lui G|[u]. Vom nota cu Lπ(u)  

reprezentarea indusă de (ηπ(u), UG*H |[u] , L|G|[u]). Această reprezentare poate fi privită 

şi ca o reprezentare a întregului grupoid G relativ la măsura tranzitivă ηπ(u).  

Fie L o reprezentare a spaţiului Cc(G). Reprezentarea L este unitar echivalentă 

cu reprezentarea obţinută prin integrarea unei reprezentări (teorema 5.1.21), notate tot 

L, de forma:  

(µ, UG*H  , L) ~ (µ1, UG*H  , L). 

unde µ1  = ( ) ( )∫ µηπ udu  ~ µ.  Relaţia dintre cele două reprezentări este dată de: 

( ) 21 ,fL ξξ = ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ µν∆ξξ − udxdxxr,xdxLxf 1
u2/1

21  

unde f ∈Cc(G), ξ1, ξ2 ∈ ( ) ( )∫
⊕

µ
GU 1 uduH , iar ∆ este funcţia modulară asociată 

sistemului Haar { }G
u Uu, ∈ν  şi măsurii cvasi invariante µ1. 

 Vom nota tot cu Lπ(u) reprezentarea indusă de (ηπ(u), UG*H |[u] , L|G|[u]) pe 

spaţiul Cc(G|[u]).  Deci avem 

( ) ( ) 21u fL ξξπ , = ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ π
− ην∆ξξ wdxdxxrxdxLxf u

w21
21

/,  

unde f ∈Cc(G|[u]), ξ1, ξ2 ∈ ( ) ( ) ( )∫
⊕

πη
GU u wdwH , deoarece ∆|G|[u] este funcţia modulară 

asociată sistemului Haar [ ]{ }uw,w ∈ν  pe G|[u] şi măsurii cvasi invariante ηπ(u).  

 

 Notaţie 5.3.3. Pentru fiecare funcţie f∈ Cc(G), notăm cu 

|| f || = sup{|| L(f) ||, L reprezentare a Cc(G)} - C* norma lui f 

∗
f = sup{|| L(f) ||, L reprezentare a Cc(G) ce corespunde unei măsuri tranzitive}  

 Evident 
∗

f  ≤ || f || pentru orice f∈ Cc(G). 
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 Lema 5.3.4(Lemma 5 [21]). Fie G un grupoid local compact cu bază 

numărabilă având spaţiul orbitelor UG/G numărabil separat. Fie { }G
u Uu, ∈ν  este un 

sistem Haar pe G. Atunci  
∗

f  = || f || pentru orice f∈ Cc(G).  

 Demonstraţie. Este suficient să demonstrăm că  
∗

f  ≥ || f || pentru 

orice f∈ Cc(G). Fie {ηπ(u), π(u) ∈ UG/G} un sistem de măsuri cu proprietăţile din lema 

5.3.1. Fie L o reprezentare a lui Cc(G), care se obţine prin integrarea unei reprezentări 

de forma (µ1, UG*H  , L), unde µ este o măsură cvasi invariantă pe UG iar µ1  = 

( ) ( )∫ µηπ udu . Dacă notăm cu 

|| ξ ||π(u) = ( ) ( ) ( )( ) 21

u wdw
/

πηξ∫  pentru ξ∈ ( ) ( )∫
⊕

µ
GU 1 uduH , 

atunci || ξ ||2 = ( ) ( )∫ µξ
π

ud2

u  . Pentru f ∈ Cc(G), ξ1, ξ2 ∈ ( ) ( )∫
⊕

µ
GU 1 uduH , avem 

 | ( ) 21 ,fL ξξ | = 

 = ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ µν∆ξξ − udxdxxrxdxLxf 1
u21

21
/,  

 = ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫ µην∆ξξ π
− udwxdxxrxdxLxf u

w21
21

/,  

 ≤ ( ) ( ) ( )udfL 21u µξξ∫ π ,  

 ≤ ( ) ( ) ( ) ( )
( )udfL

u
2u1u µξξ

πππ∫  

 ≤ 
∗

f ( ) ( )
( )ud

u
2u1 µξξ

ππ∫  

 ≤ 
∗

f ( ) ( )( ) 212

u1 ud
/

µξ∫ π ( ) ( )( ) 212

u2 ud
/

µξ∫ π
 

 ≤ 
∗

f 1ξ 2ξ . 

În consecinţă || f || ≤  
∗

f .  

 

 Aşa cum am observat mai înainte deoarece G este un grupoid local compact cu 

bază numărabilă având spaţiul orbitelor UG/G numărabil separat, rezultă că fiecare 
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componentă de tranzitivitate G|[u] este un grupoid local compact cu bază numărabilă. 

Dacă { }G
u Uu, ∈ν  este un sistem Haar pentru G, atunci [ ]{ }wu,u ∈ν este un sistem 

Haar pentru G|[w] pentru orice orbită [w]. Notăm cu C*(G, ν) C*-algebra asociată 

grupoidului G înzestrat cu sistemul Haar ν ={ }G
u Uu, ∈ν , şi cu || ⋅ || C*- norma 

corespunzătoare. Pentru fiecare orbită [u], notăm cu C*(G|[u], ν[u]) C*-algebra asociată 

grupoidului G|[u] înzestrat cu sistemul Haar ν[u] = [ ]{ }uww ∈ν ,  şi cu || ⋅ ||π(u) C*- norma 

corespunzătoare.  

 Putem privi spaţiul 

{(fπ(u))π(u) : (∃) f ∈ Cc(G) astfel încât f|G|[u] = fπ(u) pentru orice [u]} 

ca o pre- C*-algebră cu operaţiile 

(fπ(u))π(u) + (gπ(u))π(u) = (fπ(u) + gπ(u))π(u) 

(fπ(u))π(u) ∗  (gπ(u))π(u) = (fπ(u) ∗  gπ(u))π(u) 

( ) ( )( )∗
ππ ) uu(f  = ( ) ( )uu(f π

∗
π )  

 

şi cu norma || (fπ(u))π(u) || = sup {|| fπ(u) ||π(u), π(u)∈ UG / G }. 

 

 Teorema 5.3.5 (Theorem 1 [221). Fie G un grupoid local compact cu bază 

numărabilă având spaţiul orbitelor UG/G numărabil separat. Fie { }G
u Uu, ∈ν  este un 

sistem Haar pe G. Pentru fiecare orbită [u], notăm cu C*(G|[u], ν[u]) C*-algebra asociată 

grupoidului G|[u] înzestrat cu sistemul Haar ν[u] = [ ]{ }uww ∈ν ,  şi cu || ⋅ ||π(u) C*- norma 

corespunzătoare. Atunci C*-algebra asociată grupoidului G înzestrat cu sistemul Haar 

ν ={ }G
u Uu, ∈ν  este izomorfă cu C*-algebra obţinută prin completarea pre- C*-

algebrei 

{(fπ(u))π(u) : (∃) f ∈ Cc(G) astfel încât f|G|[u] = fπ(u) pentru orice [u]} 

în norma || (fπ(u))π(u) || = sup {|| fπ(u) ||π(u), π(u)∈ UG / G }. 

 Demonstraţie. Este uşor de demonstrat că *-morfismul 

f → (f|G|[u])π(u) 

poate fi prelungit la un izomorfism de C*-algebre. Este suficient să observăm că  
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sup || (f|G|[u])π(u) || = 
∗

f  = || f ||,  

unde || ⋅ || este C*- norma corespunzătoare lui C*(G, ν).  

 

 Observaţie 5.3.6 Orice grupoid G local compact cu bază numărabilă, având 

spaţiul orbitelor UG/G  spaţiu topologic  T0 în raport cu topologia cât, satisface 

ipoteza teoremei 5.3.5. În particular grupoizii pentru care graficul relaţiei de 

echivalenţă induse de G pe UG este închis satisfac această ipoteză. În acest caz 

obţinem rezultatul din [21] (Theorem 1).  

 

 Teorema 5.3.7. Fie G un grupoid local compact cu bază numărabilă ale cărui 

orbite sunt mulţimi deschise. Fie { }G
u Uu, ∈ν  este un sistem Haar pe G. Pentru 

fiecare orbită [u], notăm cu C*(G|[u], ν[u]) C*-algebra asociată grupoidului G|[u] 

înzestrat cu sistemul Haar ν[u] = [ ]{ }uww ∈ν ,  şi cu || ⋅ ||π(u) C*- norma corespunzătoare. 

Atunci C*-algebra asociată grupoidului G înzestrat cu sistemul Haar ν ={ }G
u Uu, ∈ν  

este izomorfă cu suma directă a C*-algebrelor C*(G|[u], ν[u]), i.e cu C*-algebra obţinută 

prin completarea pre- C*-algebrei 

{(fπ(u))π(u) ∈ [ ] [ ]( )
[ ]
∏ ν∗

u
uuGC ,|  : (∃) I finită astfel încât fπ(u) = 0 pentru orice π(u) ∉ I} 

în norma || (fπ(u))π(u) || = sup {|| fπ(u) ||π(u), π(u)∈ UG / G }. 

 Demonstraţie. Este suficient să observăm că în cazul unui grupoid cu orbite 

deschise, suportul unei funcţii f ∈ Cc(G) intersectează doar un număr finit de 

componente de tranzitivitate şi că orice funcţie continuă pe o componentă de 

tranzitivitate poate fi prelungită (cu zero) prin continuitate la întreg grupoidul. Ca 

urmare, în acest caz algebrele 

{(fπ(u))π(u) ∈ [ ]( )
[ ]
∏

u
uc GC |  : (∃) I finită astfel încât fπ(u) = 0 pentru orice π(u) ∉ I} 

şi 

{(fπ(u))π(u) : (∃) f ∈ Cc(G) astfel încât f|G|[u] = fπ(u) pentru orice [u]} 

coincid, şi deci şi completatele lor.  
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 Corolar 5.3.8. Fie G un grupoid local compact cu bază numărabilă ale cărui 

orbite sunt mulţimi deschise. Fie { }G
u Uu, ∈ν  este un sistem Haar pe G. Fie {ηπ(u), 

π(u) ∈ UG/G} un sistem de măsuri cu proprietăţile din lema 5.3.1.  Atunci C*-algebra 

asociată grupoidului G şi sistemului Haar ν ={ }G
u Uu, ∈ν  este *-izomorfă cu suma 

directă ∑[u]C*( ( )
( )ue
ueG ) ⊗ K(L2(UG, ηπ(u))), unde pentru fiecare orbită [u], e(u)∈[u] este 

o unitate oarecare, C*( ( )
( )ue
ueG ) este C*-algebra asociată grupului local compact ( )

( )ue
ueG , 

iar K(L2(UG, ηπ(u))) este algebra operatorilor compacţi pe spaţiul Hilbert L2(UG,ηπ(u)).  

 Demonstraţie. Aplicăm teorema precedentă şi ţinem cont că C*-algebra 

asociată grupoidului tranzitiv G|[u] înzestrat cu sistemul Haar ν[u] = [ ]{ }uww ∈ν ,  este 

*-izomorfă cu C*( ( )
( )ue
ueG ) ⊗ K(L2(UG, ηπ(u))).  

 

 Corolar 5.3.9. Fie G un grupoid local compact cu bază numărabilă ale cărui 

orbite sunt mulţimi deschise. Presupunem că G este înzestrat cu două sisteme Haar νi 

= { }G
u
i Uu, ∈ν , i=1,2. Atunci C*-algebrele, C*(G, ν1) şi C*(G, ν2), asociate celor două 

sisteme Haar sunt  *-izomorfe.  

 Demonstraţie. Fiecare dintre cele două C*-algebre este *-izomorfă cu o sumă 

directă de forma  

∑[u]C*( ( )
( )ue
ueG ) ⊗ K(L2(UG, ( )

i
uπη )), i = 1,2. 

În consecinţă cele două C*-algebre sunt *-izomorfe.  

 

 

 

5.4. GRUPOIZI LOCAL COMPACŢI PENTRU CARE C*- 
ALGEBRA ŞI C*-ALGEBRA REDUSĂ SUNT EGALE 

 
Vom demonstra, în cazul tranzitiv, reciproca următorului rezultat: dacă G este 

un grupoid local compact înzestrat cu un sistem  Haar continuu şi G este măsurabil 

amenabil atunci ( ) ( )GCGC *
red

* =  (Proposition 6.1.5/pg. 90 [1]).  
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Fie G un grupoid tranzitiv local compact cu bază numărabilă.  

Fie {νu,  u ∈ UG } un sistem  Haar continuu pe G, şi fie µ0 o probabilitate 

simetrică  pe G astfel încât. µ = r∗(µ0) = d∗(µ0) să fie cvasi invariantă pentru sistemul  

Haar şi astfel încât supp µ = UG. 

Fie e ∈ UG o unitate fixată. Aplicând Lemma 1.1/ pg. 102 [47] spaţiilor local 

compacte cu bază numărabilă Ge şi UG, şi aplicaţiei continue surjective d : Ge → UG 

rezultă că d are o secţiune boreliană regulată σ : UG → Ge (i.e. σ este o aplicaţie 

boreliană cu proprietatea că d(σ(u)) = u pentru orice u ∈ UG , şi σ(K) este relativ 

compactă în Ge pentru orice mulţime compactă K⊂UG). 

Modificând  ∆ pe o mulţime boreliană de măsură nulă, putem presupune că ∆ 

este un morfism strict pe G. 

Aplicând lema 2.4.5, rezultă că există  o familie {νu,v ,  u, v ∈ UG } de măsuri 

σ-finite pe G cu următoarele proprietăţi: 

(1) Fiecare νu,v este concentrată pe u
vG . 

(2) Pentru orice funcţie boreliană nenegativă f : G → R,  

( ) ∫ ν v,udfv,u 6  [ : UG × UG → ⎯R este boreliană. 

(3) Pentru orice funcţie boreliană nenegativă f : G → R,  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ν=ν ydyfydxyf v,xrv,xd       (∀)x ∈ G, (∀) v ∈ UG 

(4) Pentru orice funcţie boreliană nenegativă f : G → R,  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ν=ν∆ ydyfydyxfx xd,uxr,u    (∀)x ∈ G, (∀) u ∈ UG 

(5) Pentru orice funcţie boreliană nenegativă f : G → R, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ ν∆=ν −− ydyyfydyf u,v
11

v,u    (∀) u,v ∈ UG 

(6) ( )∫ µν=ν vdv,u
u  pentru µ-a.p.t. u ∈ UG . 
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Vom stabili legătura care există între reprezentările grupoidului G şi 

reprezentările grupurilor sale de izotropie. Vom utiliza definiţia reprezentării unui 

grupoid dată în subcapitolul 5.1. 

 

Lema 5.4.1 (Lemma 1 [18]).   Fie H un spaţiu Hilbert separabil şi fie L : e
eG  

→ L(H) o reprezentare grupului e
eG . Atunci L~  : G → Iso(UG × H) definită prin: 

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( )xd,xdxxrL,xrL~ σσ=  

este o reprezentare a grupoidului G. Dacă L1, L2 sunt două reprezentări unitar 

echivalente ale grupului e
eG , atunci reprezentările 1L~ , 2L~  induse pe grupoidul  G sunt 

de asemenea echivalente. 

 Demonstraţie. Fie (fn)n un şir  fundamental de secţiuni pentru fibratul trivial 

UG × H (de fapt, (fn)n este un şir de funcţii boreliene pe UG, cu valori în H, care separă 

punctele astfel încât pentru orice u din UG  spaţiul închis generat de {fn(u), n ∈ N } 

este chiar H; H este înzestrat cu structura boreliană determinată de topologia slabă). 

Deoarece σ este o aplicaţie boreliană, rezultă că 

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )xd,xrf,xdfxdxxrL,xrx nn
1−σσ6  

 este boreliană, şi  de aici că L~  este boreliană. Este uşor de verificat că L~  este un 

morfism strict. 

 Fie U : H1 → H2 un operator unitar astfel încât L2(x)U = UL1(x) (∀) x ∈ UG. 

Definim  

V : UG → UG ∗ B(UG × H1 , UG × H2) = UG × L(H1, H2) 

prin V(u) = (u,U)  pentru orice u ∈ UG. Atunci V este un izomorfism care păstrează 

fibrele de la UG×H1  la  UG × H2  care interverteşte 1L~ şi 2L~ . Astfel (µ,UG × H1, 1L~ ) şi 

(µ, UG × H, 2L~ ) sunt  reprezentări echivalente.  

 

 Observaţie 5.4.2. Dacă  G este un grupoid tranzitiv şi (µ, UG ∗ H, L) este o 

reprezentare a lui G atunci fibratul UG ∗ H este izomorf cu un fibrat de tipul UG × H  

(pentru orice reprezentare a unui grupoid, submulţimile lui UG pentru care dim(H(u)) 
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este constantă sunt invariante). De aceea în cazul tranzitiv putem considera că fibratul 

oricărei  reprezentări este un fibrat trivial. 

 

 Lema 5.4.3. Fie L : G → Iso(UG ∗ (UG × H)) o reprezentare a grupoidului G. 

Atunci Le = L| e
eG  este o reprezentare a grupului G.  

 Dacă L1 şi L2 sunt două reprezentări echivalente ale grupoidului G atunci 

reprezentările 1
eL  şi 2

eL   induse pe grupul  e
eG  sunt de asemenea echivalente. 

 Demonstraţie.  Evidentă.  

 

Observaţie 5.4.4. Dacă G este grupoid tranzitiv local compact cu bază 

numărabilă înzestrat cu un sistem  Haar fixat, atunci există o unică clasă de măsuri 

invariante pe UG , [µ]. Fie µ o probabilitate cvasi-invariantă pentru sistemul Haar ν = 

{ }G
u Uu, ∈ν , ∆ este funcţia modulară a lui µ., şi {νu.v, u,v ∈UG} sistemul de măsuri 

asociat cu proprietăţile de la începutul acestui subcapitol. Notăm  

( ) ( ) ( )∫ ∫∫ µµν=µν=ν udvdud v,u
u

1  şi 
1

2/1
0 d∫ ν∆=ν − . 

Dacă f∈L1(G,ν0) are proprietatea că 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ∞<µµν∆∫ ∫ ∫ − udvdxdxxf
2

v,u
2/1 . 

atunci f  aparţine C∗(G,ν), conform propoziţiei 5.2.14. 

 

 Definiţie 5.4.5. Pentru fiecare f ∈ Cc( e
eG ) definim Φ(f) : G → C  prin  

( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( ) 1211 xdxxdxxrfxf −− σ∆∆σσ=Φ , x ∈ G 

Deoarece σ este boreliană, rezultă că Φ(f) este o aplicaţie boreliană. 

 

 Lema 5.4.6 (Lemma 7 {18}). Pentru orice f ∈ Cc( e
eG ) avem Φ(f) ∈ C∗(G,ν). 

Demonstraţie. Este suficient să demonstrăm că  

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ∞<µµν∆Φ∫ ∫ ∫ − udvdxdxxf
2

v,u
2/1  
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( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫ µµν∆Φ − udvdxdxxf
2

v,u
2/1  

= ( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫ µµνσ∆σσ −− udvdxdxdxdxxrf v,u
11  

= ( ) ( )( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫ µµν udvdxdxf
2

e,e  

= ( ) ( )( )2

e,e xdxf∫ ν < ∞.  

 

 Lema 5.4.7 (Lemma 8 {18}). Dacă ( )fΦ  este norma lui  Φ(f)  relativ la C∗- 

algebra C∗(G, ν) şi f  este norma lui f relativ la  C∗- algebra C∗( e
eG ), atunci 

( ) ff ≤Φ . 

 Demonstraţie. Fie L~  o reprezentare a lui  Cc(G) în sensul definiţiei 5.1.15. 

Există o reprezentare (µ, UG∗H,  L) a lui G astfel încât L~  să fie echivalentă cu 

reprezentarea obţinută prin integrarea lui (µ, UG∗H,  L) (teorema 5.1.21). Putem 

considera fibratul UG∗H  ca fiind UG × H. Reprezentarea integrată a lui (µ, UG∗H,  L) 

este definită prin  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )udxdxxr,xdxL̂xg,gL u21 µν∆ηξ=ηξ ∫ ∫ −  

pentru g ∈ Cc(G) şi ξ, η ∈ ( )µ,H,UL G
2  . Astfel  

( )( ) ηξΦ ,fL  

≤ ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫ µµν∆ηξΦ − vdudxdxxr,xdxL̂xf v,u
21  

= ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫ µµνηξσ∆σσ −− vdudxdxr,xdxL̂vvxuf v,u
11  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫ µµνηξσσ= − vdudxdu,vvxuL̂xf e,e
1          

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫ µµνησξσ= vdudxduuL̂,vvL̂xL̂xf e,e  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫ µµνησξσ≤ vdudxduuL̂,vvL̂xL̂xf e,e  



MĂDĂLINA ROXANA BUNECI 

 

232

 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )vduduuL̂vvL̂f µµησξσ≤ ∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )
21

2
21

2 udufvdvf ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ µη⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ µξ≤ ∫∫  

22
f ηξ=  

Deci avem ( )( ) ffL ≤Φ  => ( )( ) ffL~ ≤Φ  => ( ) ff ≤Φ .  

 

 Lema 5.4.8 (Lemma 9 {18}). Dacă ( )fΦ  este norma lui Φ(f) relativ la C∗- 

algebra C∗(G) şi f  este norma lui f relativ la  C∗- algebra C∗( e
eG ), atunci 

( )ff Φ≤ . 

 Demonstraţie. Fie L o reprezentare a lui ( )e
e

1 GL . Notăm de asemenea cu L 

reprezentarea de pe grupul e
eG  care induce pe L prin integrare relativ la măsura Haar. 

Fie L~  reprezentarea indusă pe G de L descrisă în lema 5.4.1. Atunci 

 ( ) ηξ ,fL  

= ( ) ( ) ( )∫ νηξ xd,xLxf e,e  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫ µµνηξ= vdudxd,xLxf e,e  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫ µµνσ∆ηξσσσσ= −−− vdudxdu,vxuLvxuf v,u
111  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫ µµν∆ηξΦ= − vdudxdx,xL̂~xf v,u
21  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ µν∆ηξΦ= − udxdx,xL̂~xf u21  

( ) ηξΦ≤ f  

Deci avem ( ) ( )ffL Φ≤ => ( )ff Φ≤ .  

 

 Lema 5.4.9 (Lemma 10 {18}).  ( ) .ff
redred

Φ=  
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 Demonstraţie. Pentru fiecare u ∈ UG, notăm prin νu imaginea lui νu prin 

aplicaţia x →x-1. Pentru orice funcţie boreliană nenegativă g pe G avem 

( ) ( )∫ ν ydyg u  = ( ) ( )∫ ν− ydyg u1  

= ( ) ( ) ( )∫ ∫ µν− vdydyg v,u
1  

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ µν∆ − vdydyyg u,v
1 . 

Pentru orice unitate v∈UG, orice ξ∈L2(G, νv) şi x ∈ u
vG  avem 

 ( ) ( )xf ξ∗Φ  = 

= ( )( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ µνξΦ − wdydyxyf w,v
1  

= ( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ µνξσ∆∆σσ −−− wdydyydxyydxyxrf w,v
112/11  

= ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ µνξσ∆∆σσ −−− wdydywxywxyuf w,v
112/11  

= ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ µνξσ∆∆σσσσ −−−− wdydywxywyvvxuf w,v
112/111  

= ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )∫ ∫ µνσσξσ∆σσ∆σσ
−−−−− wdydwyvwwyvxyvxuf e,e

1112/111  

= ( )( ) ( ) ( )( ) ( )∫ µσσξ∗σ∆ −− wdvxufvx 1
w,v

2/11  

= ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )∫ µσσξ∗σ∆∆ −− wdvxufvx 1
w,v

2/12/1  

unde 

ξv,w(y)  = ∆(y-1σ(w))1/2 ξ( (σ(v)-1 y-1 σ(w) )-1 )  

                                             = ∆(σ(w)-1 y) -1/2 ξ(σ(w)-1 y σ(v))-1) 

Se observă că  

( ) ( )∫ νξ ydy e,e
2

w,v  = 

= ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )∫ νσσξσ∆ −−− ydvywyw e,e

2111  

= ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )∫ νσσξσ∆σσ∆ −−− ydvywvv(yw e,e

2111  

= ( ) ( ) ( )∫ νξ∆ − ydyy v,w
21 . 
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În calculele următoare notăm  

( ) ( )( ) 2/1

v
2 ydy∫ νξ =  ||ξ||2  şi ( ) ( )( ) 2/1

e,e
2

w,v ydy∫ νξ =  ||ξv,w||2. 

Avem 

( ) ( ) ( )∫ νξ∗Φ xdxf v
2  = 

= ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )∫ ∫ νµσσξ∗σ∆∆ −− xdwdvxxrfvx v

2
1

w,v
1  

≤ ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )∫ ∫ νµσσξ∗σ∆∆ −− xdwdvxxrfvx v

21
w,v

1  

= ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫ µνµσσξ∗σ∆ −− udxdwdvxxrfv v,u

21
w,v

1  

= ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫ µµνσσξ∗σ∆ −− udwdxdvxufv v,u

21
w,v

1  

= ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫ µµνξ∗ udwdxdxf e,e
2

w,v  

≤ ( ) ( )∫ ∫ µµξ udwdf
2

2w,v
2

red
 

= 2

red
f ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫ µµνξ∆ − udwdydyy v,w

21  

= 2

red
f ( ) ( ) ( )∫ ∫ µνξ udydy v

2  

= 2

red
f ( ) ( )∫ νξ ydy v

2  

= 2

red
f 2

2
ξ  

De aici rezultă că ||Φ(f)*ξ||2 ≤ ||f||red ||ξ||2 şi de aceea ||Φ(f)||red ≤ ||f||red. 

Pentru demonstra inegalitatea opusă, considerăm ξe, ηe ∈ L2( e
eG , νe,e) şi 

observăm că 

( ) ( ) ( )xdxxf e,eee νηξ∗∫  

= ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫ µµνηξ∗ udwdxdxxf e,eee  

= ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫ µµνσσησσξ∗σ∆ −−− udwdxdvxuvxufv v,u
1

e
1

e
1  

Pe de altă parte 



REPREZENTĂRI DE GRUPOIZI 

CAPITOLUL 5: C*-ALGEBRE ASOCIATE GRUPOIZILOR 

235

 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )wdvxuvxufv 1
e

1
e

2/1 µσσησσξ∗σ∆ ∫ −−− = 

= ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ µνξσσσ∆ −−− wdydyyvxufv e,e
1

e
12/1  

= ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ µνξσσσσσ∆ −−−− wdydywwyvxufv e,e
1

e
112/1  

= ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ µνξσσ∆σ∆ −−− wdydywxyufyw w,v
112/11  

= ( ) ( ) ( )xfx 2/1 ξ∗Φ∆ −  

unde 

ξ(y)  = ξe( (σ(d(y)) y-1 σ(r(y))-1)-1 ) ∆(σ(d(y)))-1/2 ∆(y)1/2 

                                 = ξe(σ(r(y)) y σ(d(y))-1) ∆(σ(d(y)))-1/2 ∆(y)1/2 

Se observă că 

( ) ( )∫ νξ ydy v
2  

 = ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ µν∆ξ − wdydyy v,w
12  

 = ( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )∫ ∫ µνσ∆σσξ −− wdydydydyyr v,w
121

e  

= ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )∫ ∫ µνσ∆σσξ −− wdydvvyw v,w
121

e  

= ( ) ( ) ( )∫ ∫ µνξ wdydy e,e
2

e  

= 2

2eξ  

De asemenea dacă notăm 

η(y) = ηe(σ(r(y)) y σ(d(y))-1) ∆(σ(d(y)))-1/2 ∆(y)1/2 

atunci 

( ) ( )∫ νη ydy v
2  = ( ) ( ) ( )∫ ∫ µνη wdydy e,e

2
e  

                           =  2

2eη  

Astfel obţinem 

 ( ) ( ) ( )xdxxf e,eee νηξ∗∫ = 
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= ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫ µµνσσησσξ∗σ∆ −−− udwdxdvxuvxufv v,u
1

e
1

e
1  

= ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )udxdxxfx v,u
1 µνηξ∗Φ∆∫ ∫

−  

= ( ) ( ) ( ) ( )∫ νηξ∗Φ xdxxf v  

Deoarece 

( )e,e
e
e

2 ,GLee ,f
ν

ηξ∗  = ( ) ( )vv
2 ,GL

,f
ν

ηξ∗Φ  

rezultă că  

( )e,e
e
e

2 ,GLee ,f
ν

ηξ∗   ≤ ( ) 2

red
fΦ 2

2
ξ 2

2
η  

                                 = ( ) 2

red
fΦ 2

2eξ 2

2eη  

În consecinţă, ||f||red ≤ ||Φ(f)||red.  

 

 Propoziţie 5.4.10 (Theorem 10 [18]). Fie G un grupoid tranzitiv local compact 

cu bază numărabilă, înzestrat cu un sistem Haar ν = { }G
u Uu, ∈ν . 

Dacă ( ) ( )ν=ν ,GC,GC *
red

* , atunci  G este măsurabil amenabil. 

 Demonstraţie. Din ( ) ( )ν=ν ,GC,GC *
red

*  rezultă că gg
red

=  pentru orice g 

din C∗(G). Fie f ∈ Cc( e
eG ). Avem  

( ) ( ) ffff
redred

=Φ=Φ=   

Deci ( ) ( )e
e

*
red

e
e

* GCGC = . Egalitatea ( ) ( )e
e

*
red

e
e

* GCGC =  implică faptul că e
eG  este un 

grup  amenabil. G este amenabil pentru că este un grupoid tranzitiv cu grupurile de 

izotropie amenabile.  

 

 

5.5. REPREZENTĂRI AMENABILE DE GRUPOIZI BORELIENI 
 

 

Vom defini o noţiune de amenabilitate pentru reprezentările unitare ale unui 

grupoid. Grupoizii amenabili vor fi caracterizaţi prin amenabilitatea tuturor 
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reprezentărilor lor. Vom demonstra un analog al “proprietăţii de anulare” a unei 

mediei invariante pe un grupoid local-compact cu grupurile de izotropie necompacte, 

în versiune necomutativă. Toate acestea extind rezultatele din cazul grupurilor local-

compacte prezentate în [5]. 

 

 Notaţii 5.5.1. 

 Fie G un grupoid borelian , { νu , u ∈ UG } un sistem Haar pe G,  µ o 

probabilitate cvasi invariantă asociată acestui sistem Haar. Notăm cu ( )∫ µν=ν udu şi 

cu ∆ = 1d
d

−ν
ν  funcţia modulară. 

 Fie UG∗H un fibrat Hilbert analitic, şi (fn)n un şir fundamental de secţiuni 

pentru acest fibrat. Notăm cu ( ) ( )∫
⊕

µ
GU

uduH mulţimea : 

{ ( )∪
GUu

G uU:
∈

→ξ H : ξ secţiune măsurabilă şi ( ) ( )∫ ∞<µξ udu 2 } 

( ξ secţiune măsurabilă <=>  ξ(u) ∈ H(u) (∀) u ∈ UG  şi  u→<ξ(u),fn(u)> măsurabilă 

(∀) n ). Evident, ( ) ( )∫
⊕

µ
GU

uduH  este spaţiu Hilbert cu produsul scalar : 

( ) ( ) ( )∫ µ= udug,ufg,f  ,   f,g ∈ ( ) ( )∫
⊕

µ
GU

uduH . 

 Notăm cu B(UG∗H) mulţimea: 

⎪⎩

⎪
⎨

⎧
A : UG→ ∪

GUu∈

{T:H(u) → H(u) liniar şi mărginit}  cu proprietăţile  

                                 ( ) ( ) ( )
( ) ∞<

 )(→ )(

∞
uAu)3

uf,ufuAu)2
uuA(u) :)1

mn

6

6
HH

 măsurabilă (∀) n,m               
⎪⎭

⎪
⎬

⎫
  

Un element A al acestei mulţimi dă naştere unui operator decompozabil de la 

( ) ( )∫
⊕

µ
GU

uduH  la ( ) ( )∫
⊕

µ
GU

uduH  care va fi notat tot cu A: 
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Aξ(u) = A(u)ξ(u)  , ξ ∈ ( ) ( )∫
⊕

µ
GU

uduH . 

Aceşti operatori comută cu operatorii de înmulţire cu funcţii din L∞(UG). Reciproc, 

orice operator liniar şi mărginit A : ( ) ( )∫
⊕

µ
GU

uduH → ( ) ( )∫
⊕

µ
GU

uduH care comută cu 

operatorii de înmulţire cu funcţii din L∞(UG) este dat de un element al spaţiului 

B(UG∗H). 

 Pentru un spaţiu Hilbert H notăm cu B(H) spaţiul operatorilor liniari şi 

mărginiţi pe H.  

 

 Este cunoscută echivalenţa dintre amenabilitatea grupoidului (G,ν,µ) şi 

existenţa unei familii{ mu , u ∈ UG } de stări mu pe L∞(G,νu) astfel încât 

(∗)  (a)  ( )ϕumu6 este măsurabilă (∀) ϕ ∈ L∞(G,ν) 

(b) ( ) ( )( ) ( ) ( )ϕ=⋅ϕ xrxd mxm  (∀) ϕ ∈ L∞(G,νr(x)) ν-a.p.t. 

Vom introduce o noţiune de amenabilitate pentru o reprezentare unitară oarecare a 

grupoidului G. 

  

 Definiţie 5.5.2 (Definition 2 [20]). Reprezentarea unitară (UG∗H, π,µ) 

grupoidului G se numeşte amenabilă dacă există o familie invariantă de stări { Mu , u 

∈ UG } pe B(UG∗H) , i.e. 

(1) Mu ∈ B(H(u))* , Mu ≥ 0 , Mu(I) = 1 

(2) ( )( )uAMu u6  măsurabilă (∀) A ∈ B(UG∗H) 

(3) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )AMxAxM xd1xr =ππ −  , (∀) A ∈ B(H(d(x))) ν-a.p.t. 

 

Teoremă 5.5.3(Theorem 3 [20]).  Fie (UG∗H, π,µ) o reprezentare unitară a 

grupoidului G. 

1) Dacă  H(u) este finit dimensional µ-a.p.t. u ∈ UG , atunci π este amenabilă. 

2) Dacă (UG∗H, π,µ) conţine o subreprezentare amenabilă (UG∗K, π,µ), 

atunci (UG∗H, π,µ) este amenabilă. 
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     ( (UG∗K, π,µ) subreprezentare a lui(UG∗H, π,µ) <=> 

                - K(u) subspaţiu închis al lui H(u) pentru orice u ∈ UG , 

               - (u → P(u)) ∈ B(UG∗H), unde P(u) proiectorul asociat lui K(u),  

                           - π(x)(K(d(x)) ⊂ K(r(x)) pentru ν-a.p.t. x ∈G.) 

Demonstraţie. 1) Definim ( ) ( )( ) ( )ATr
udim

1AM u

H
=  pentru orice A ∈ 

B(H(u)) şi pentru        µ-a.p.t. u ∈ UG. Atunci  

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )ATr
xrdim

1xAxTr
xrdim

1xAxM 11xr

HH
=ππ=ππ −− . Pe de altă 

parte, deoarece π(x) este un operator unitar de la H(d(x)) la H(r(x)) rezultă că 

dim(H(d(x))) = dim (H(r(x))) , şi deci ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )AMxAxM xd1xr =ππ − . 

 2) Dacă { Mu , u ∈ UG } este o familie invariantă de stări pe B(UG∗K) definim 

( ) ( ) ( )( )uAuPMAM~ uu K=  pentru orice A ∈ B(H(u)) şi pentru orice u ∈ UG. Se 

verifică uşor că           { uM~  , u ∈ UG }este o familie invariantă de stări pe B(UG∗H). 

 

Teoremă 5.5.4 (Theorem 4 [20]). Fie (UG∗H, π,µ) o reprezentare unitară 

amenabilă a grupoidului G cu proprietatea că pentru orice u ∈ UG nu există nici un 

subspaţiu închis finit dimensional al lui H(u) care să fie  π(x)-invariant pentru orice x 

∈ u
uG . Fie { Mu , u ∈ UG } este o familie invariantă de stări pe B(UG∗H). Atunci 

pentru µ-a.p.t. u ∈ UG rezultă ( ) 0AMu =  pentru orice A ∈ B(H(u)) cu A operator 

compact. 

Demonstraţie. Fie u ∈ UG fixat , şi fie  K(H(u)) spaţiul operatorilor compacţi 

pe H(u). Fie Φ(u) = ( )( )uM u HK  ∈ K(H(u))*. Atunci există un operator nuclear S(u) 

pe H(u) astfel încât  

( )( ) ( )( ) ( )( )uA,AuSTrAu HK∈=Φ . 

Avem S(u) ≥ 0 deoarece Φ(u) ≥ 0. Presupunem prin absurd că S(u) ≠ 0. Atunci S(u) 

are o valoare proprie nenulă. Fie E(u) subspaţiul propriu corespunzător acestei valori 

proprii. Deoarece familia de stări { Mu , u ∈ UG } este invariantă rezultă că S(u)π(x) = 
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π(x)S(u) pentru orice x ∈ u
uG  , şi de aici rezultă că E(u) este π(x)-invariant pentru 

orice x ∈ u
uG . Aceasta este o contradicţie, şi deci S(u) = 0, ceea ce implică 

( )( ) 0uMu =HK . 

 

 Observaţie 5.4.5 Teorema de mai sus poate fi interpretată ca un rezultat analog 

cu următorul: Dacă grupoidul local-compact cu bază numărabilă (G,ν,µ) are µ-

aproape toate grupurile de izotropie  necompacte şi funcţia modulară ∆  mărginită pe 

o vecinătate simetrică a spaţiului unităţilor UG , şi dacă m este o medie invariantă pe 

G ce provine dintr-o medie aproximativă complet invariantă, atunci m(f) = 0 (µ-a.p.t.) 

pentru orice funcţie f : G → C continuă care se anulează la infinit. 

 

 Teoremă 5.5.6 (Theorem 6 [20]).  Pentru grupoidul cu măsură (G,ν,µ) 

următoarele condiţii sunt echivalente: 

(1)  (G,ν,µ) este amenabil. 

(2)  Orice reprezentare unitară (UG∗H, π,µ) a lui G este amenabilă. 

(3)  Reprezentarea regulată stângă Regµ este amenabilă . 

Demonstraţie . (1) => (2) . Fie { mu , u ∈ UG }este o familie de stări cu 

proprietăţile (∗) , şi (UG∗H, π,µ) o reprezentare unitară a lui G. Alegem un element S 

∈ B(UG∗H) cu S(u) ≥ 0 şi ( ) 1uS
1

= pentru orice u ∈ UG. Pentru fiecare u ∈ UG şi 

fiecare A ∈ B(H(u)) definim CG: uu
A →ϕ prin ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1u

A xxdSxATrx −ππ=ϕ  , x ∈ 

G. Atunci avem 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) AxdSxAxxxdSxAx
1

1

1

1u
A ≤ππ≤ππ≤ϕ −−  

şi în consecinţă u
Aϕ  ∈ L∞(G, νu). Pentru fiecare u ∈ UG  definim Mu : B(H(u)) → C, 

prin 

( ) ( )u
A

uu mAM ϕ=  , A ∈ B(H(u)). 

Verificăm invarianţa familiei de stări construite. 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )1xdxd yydSyATrymAM −ππ= 6  
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                                                 ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )( )1111xr yxyxdSyxATrym −−−− ππ= 6  

                                                 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )xyydSyxATrym 11xr ππππ= −−6  

                                                 ( )
( ) ( )
( )( )xr

xAx
xr

1m −ππ
ϕ=  ( ) ( ) ( )( )1xr xAxM −ππ=  

pentru ν-a.p.t.   x ∈ G şi A ∈ B(H(d(x))). 

 Implicaţia (2) => (3) este trivială.  

 Demonstrăm (3) => (1). Pentru fiecare u ∈ UG  fie uTϕ  operatorul de înmulţire 

pe L2(G,νu) prin ϕ ∈ L∞(G,νu). Avem u
1T = 1 , uTϕ ≥ 0 dacă ϕ ≥0 , şi  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )xdxr1xd ,GL,TxgReTxgRe
x

ν∈ϕ= ∞
ϕ

−
µϕµ . 

Pentru u ∈ UG şi ϕ ∈ L∞(G, νu) definim mu(ϕ) = Mu( uTϕ ). Invarianţa familiei de stări 

{mu, u ∈ UG} rezultă din  
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )ϕ====ϕ ϕ

−
µϕµϕ

xdxdxd1xdxrxrxr
x

xr mTMxgReTxgReMTMm
x

 

pentru orice ϕ ∈ L∞(G,νr(x)) şi ν-a.p.t. x ∈ G. 

 

 

5.6. C* -SISTEME DINAMICE GRUPOIDALE 
 

 

 Noţiunea de C*-sistem dinamic grupoidal a fost introdusă de Masuda în [52].  

În acest subcapitol G este un grupoid topologic local-compact cu bază numărabilă, 

{ }G
u Uu∈ν ,  este un sistem Haar continuu fixat, iar µ o măsură quasi-invariantă 

fixată. Notăm ( )∫ µν=ν udu  şi 1d
d

−ν
ν

=∆  funcţia modulară. 

A este o C*- algebră, H este un spaţiu Hilbert cu proprietatea că A este *- 

izomorfă cu *- subalgebră a lui B(H) (mulţimea operatorilor liniari şi mărginiţi pe H), 

iar π : A → B(H) este *- morfism injectiv.  

 

 Definiţie 5.6.1 Se numeşte C*- sistem dinamic grupoidal (sau C* sistem 

grupoidal) un triplet ( )ρ,,GA  unde A este o C*- algebră, G un grupoid topologic 
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local-compact cu bază numărabilă pentru care există un sistem Haar continuu, şi 

( )AAutG →ρ :  este un morfism  de grupoizi continuu(in sensul ca 

( ) [ ]AGax x →ρ :6 continuă oricare ar fi a ∈ A; pe A se consideră topologia 

normei) (Definition 2.1/pg. 960 [52] ). 

 

 Se notează cu  

Cc(G,A) = {f: G → A, f continuă cu suport compact}. 

Pentru f şi g ( )AGCc ,∈  definim: 

( )( )∫ −= (y)g(y)dvxyfρg(x)*f r(x)1
y

~  

( )( )*1
x

# xfρ(x)f −=  

 

Propoziţie 5.6.2. Cu aceste operaţii Cc(G,A) devine *- algebră topologică. 

 Demonstraţie. Pentru fiecare x∈G funcţia 

( )( ) [ ]AG:g(y)xyfρy r(x)1
y →−6  

este continuă cu suport compact, deci integrabilă în raport cu νr(x).  g(x)*f~  este nenul 

dacă şi numai dacă există r(x)Gy∈  astfel încât. ( )xyf 1−  şi g(y)  sunt nenule. Deci 

( ) ( ) ( )gsuppfsuppg*~fupps ⊂ .  Continuitatea aplicaţiei g*~f  rezultă aplicând un 

raţionament analog cu cel folosit de J. Renault în [9] 1.1/pg.48. Demonstrăm că *~   

este asociativă. Fie )A,G(Ch,g,f c∈ . 

( ) ( )( )∫ νρ= − )y(d)y(h*~gxyf)x(h*~g*~f )x(r1
y .         

 

( )( ) ( )( )∫ ∫ ννρρ=
=

−− )y(d)z(d)z(hyzgxyf )x(r)y(r1
z

1
y

)x(r

 

( )( ) ( )( ) ( )∫ ∫ ννρρ=
=

−− )z(d)y(d)z(hyzgxyf xr)x(r1
z

1
y

)z(r

 

( )( ) ( )( )∫ ∫ ννρρ= −− )z(d)y(d)z(hygxzyf )x(r)z(d
z

11
zy  

( )( ) ( )( )( )∫ ∫ ννρρ= −− )z(d)y(d)z(hygxzyf )x(r)z(d11
yz  
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( )( ) ( )( )( )∫ ∫ ννρρ= −− )z(d)z(h)y(dygxzyf )x(r)z(d11
yz  

( )( )∫ νρ= − )z(d)z(hxzg*~f )x(r1
z  

( ) )x(h*~g*~f=  

Se observă că f# este continuă şi că ( ) 1# fsuppfsupp −= . Deci )A,G(Cf c
# ∈ . 

( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) )x(fxfxfxf)x(f
1xx1xxx

***1### =ρρ=ρρ=ρ=
−−

−  

( ) ( )*1
x

#
)x(g*~f)x(g*~f −ρ=  

                  ( )( ) ( )( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ νρρ=

−

∫ −−
*

)x(r11
yx )y(dygxyf

1

 

                  ( )( ) ( )( )*)x(d
x

11
xy )y(dygxyf νρρ= ∫ −−  

                  ( )( ) ( )( )( )*)x(r1
x

1
y )y(dyxgyf νρρ= ∫ −−  

                  ( )( ) ( )( )( ) )y(dyxgyf )x(r*1
x

1
y νρρ= ∫ −−  

                  ( )( ) ( )( ) )y(dyfyxg )x(r*1
y

*1
x νρρ= ∫ −−  

                  ( )( ) )y(d)y(fxyg )x(r#
*11

y
x1y

ν⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ρρ= ∫

−−
−

 

                   ( )( ) )y(d)y(fxyg )x(r#1#
y νρ= ∫ −  

                   )x(f*~g ##= . 

 Arătăm că operaţiile definite sunt continue (relativ la topologia limită 

inductivă de pe )A,G(Cc ). Dacă ffn →  şi ggm → , atunci există mulţimile 

compacte K şi L astfel încât Kfsupp m ⊂  şi Lgsupp m ⊂ . Rezultă 

KLg*~fsupp mn ⊂ . 

( )( ) ( )( )∫ −− ρ−ρ≤− )y(dv)y(gxyf)y(gxyf)x(g*~f)x(g*~f )x(d
m

1
ny

1
ymn  

( ) ( )( ) +−ρ≤ ∫ −− )y(dv||)y(g||xyfxyf )x(r1
n

1
y  

                          ( )( )∫ ν−ρ+ − )y(d||)y(g)y(g||xyf )x(r
m

1
ny  
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( ) ( ) ( )∫ ∫ −+−≤ −−− )y(dv||)y(g)y(g||xyf)y(dv||)y(g||xyfxyf )x(r
m

1
n

)x(r1
n

1  

Deci mn g*~f  converge uniform la g*~f pe KL. 

 Pentru fiecare n ( ) 1#
n Kfsupp −⊂ , iar din 

( ) ( )*1
x

*1
nx

#
n )x(f)x(f)x(f)x(f −− ρ−ρ=−  

                        *1*1
n )x(f)x(f −− −≤   

                         )x(f)x(f 11
n

−− −=  

rezultă că #
nf  converge uniform la *f  pe 1K− .   

 

 Propoziţie 5.6.3(Proposition 2.1.[14]) Algebra )A,G(Cc  admite o 

unitate aproximativă la stânga pentru topologia indusă de pe λ≥λ ,1p),,A,G(Lp  

măsură Radon pozitivă pe G. Dacă C*- algebra A are unitate atunci )A,G(Cc  admite 

o unitate aproximativă la stânga pentru topologia limită inductivă. 

 Demonstraţie. Fie ( )ααU  un sistem fundamental de vecinătăţi deschise, 

simetrice, d-relativ (şi r-relativ) compacte ale lui GU . (În [68] Jean Renault 

demonstrează că în cazul în care G este local-compact cu GU  paracompact un astfel 

de sistem există). Presupunem α∀α ⊂ 1UU  şi considerăm ( )ααK  un şir de submulţimi 

compacte ale lui GU  crescător la GU . Deoarece G este normal rezultă că oricare ar fi 

α există o mulţime deschisă U în G astfel încât α⊂⊂⊂ UUUUG . Faptul că αU  este 

r-relativ compactă implică U r-relativ compactă. Fie ag  o funcţie continuă, 

nenegativă, cu suport compact conţinut în Uα şi cu proprietatea că 1|g
)K(1rU
≡

α
−α

∩
.  

Pentru u∈Kα avem: 

∫∫
α

−
≥α )x(dv1)x(dv)x(g uu

)K(1rU∩
 

                         = ( )∫ α
)x(dv)x(r1)x(1 u

U K
 

                                    = ∫α
)x(dv)x(1)u(1 u

UK
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                                    = ( ) 0GU uu >ν ∩  

  (deoarece U este deschisă). 

 Fie αh  o funcţie continuă cu suport compact, nenegativă, definită pe GU  cu 

proprietatea că α

α

α ∈∀=
∫

Ku
)x(dv)x(g

1)u(h
u

. 

 Definim )x(g)x(dh)x(f,RG:f 1−
αααα =→ D . Atunci αf  este continuă cu 

suport compact α
−
α =⊂ UU 1  şi pentru α∈Ku  avem: 

1)x(dv)x(g)u(h)x(dv)x(g)x(dh)x(dv)x(f uu1u1 === ∫∫∫ ααα
−

α
−

α D . 

Deci pentru  ( )α
−∈ Kdx 1  avem: 

( ) ( ) 1)y(dvyf)y(dvxyf )x(d1)x(r1 == ∫∫ −
α

−
α . 

Fie ( )
ββu  o unitate aproximativă pentru C*- algebra A  

( )βαβ ≤=>β≤α≤≤ uu,1u0 . 

Definim: 

)u()y(f)y(F,AG:F y,, βαβαβα ρ=→  pentru orice y∈G 

βα,F  este continuă cu suport compact conţinut în Uα.. 

 Pentru )A,G(Cf c∈  şi α  cu proprietatea că ( ) α⊂ Kfsuppd  avem: 

)x(f)x(f*~F , −βα ≤ 

≤ ( ) )x(fu)x(f*~F x, ββα ρ− ( ) )x(f)x(fux −ρ+ β  

= ( )( ) ( )( ) )y(dv)x(fxyF)y(dv)y(fxyF )x(r1
,y

)x(r1
,y ∫∫ −

βα
−

βα ρ−ρ + 

                                               ( ) )x(f)x(fux −ρ+ β   

deoarece 

( )( ) ( )( )∫∫ νρρ=ρ β
−

α
−

βα − )y(d)u(xyf)y(dvxyF )x(r
xy

1
y

)x(r1
,y 1  

( ) ( )∫ νρρ= β
−

α − )y(d)u(xyf )x(r
xyy

1
1  
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( ) ( )∫ β
−

α ρν= u)y(dxyf x
)x(r1  

( )βρ= ux  pentru ( )a
1 Kdfsuppx −⊂∈  

Funcţia AG:f →  fiind continuă cu suport compact, rezultă f “uniform continuă” la 

dreapta . Deci pentru orice ε > 0 există  α''ε astfel încât 
u

G Gy,x)x(f)y(fUu ∈∀ε<−=>∈∀  cu ( )ααεα
− ⊂α≥α∀∈

ε
UU'''Uxy '''

1  

Atunci 

( )( ) ( )( ) )y(dv)x(fxyF)y(dv)y(fxyF )x(r1
,'y

)x(r1
,'y ∫∫ −

βα
−

βα ρ−ρ  

( )( )( )∫ −ρ= −
βα )y(dv)x(f)y(fxyF )x(r1
,'y  

( )( ) ( )∫ ν−ρ≤ −
βα )y(d)x(f)y(fxyF )x(r1
,'y  

( ) ( ) ( )∫ ν−ρ= β
−

α )y(d)x(f)y(fuxyf )x(r
x

1
'  

( ) ( )∫ ν−≤ −
α )y(d)x(f)y(fxyf )x(r1

'  

Dacă '
1 Uxy α

− ∈ , atunci 

( ) ( )xyf)x(f)y(fxyf 1
'

1
'

−
α

−
α ε≤− . 

Iar dacă '
1 Uxy α

− ∉ , atunci 

( ) ( )xyf00)x(f)y(fxyf 1
'

1
'

−
α

−
α ε≤ε==− . 

Deci  

( )( ) ( )( ) )y(d)x(fxyF)y(d)y(fxyF )x(r1
,'y

)x(r1
,'y νρ−νρ ∫∫ −

βα
−

βα  

∫ ε=νε≤ −
α )y(d)xy(f )x(r1

'   

pentru ( ) fsuppK,KUKdx 1'
1 =⊃∈ α

− . Deoarece 

( )( ) KUKUKUKKU)x(fu)x(f*~Fxsupp 11''x,' ⊂⊂⊂⊂ρ−→ ααββα ∪  

rezultă 

( ) ( ) ( ) ( )( )∫ λε≤λρ−∗ ββα KUxdxfuxf~F 1
pp

x, < ∞. 

Pe de altă parte 
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( ) =−ρ β )x(f)x(fux ( )( ) ( )( ) x0xfxfu
1x1x

∀→ρ−ρ
β

β −−
 

şi din 

( ) ≤−ρ β

p
x )x(f)x(fu ( ) ( ) ppp

)x(f2)x(f)x(fu
1x1x

≤ρ+ρ
−−β  

rezultă că ( ) ( ) 0xd)x(f)x(fu
p

x →λ−ρ∫ β . Prin urmare, 

0)x(d)x(f)x(f*~F
p

, →λ−∫ βα . 

 Dacă A are unitate 1, luăm β∀=β 1u  şi notăm βα,F  cu 1fF αα = . 

 Atunci 

'')x(r
p

1
'' ')y(d)x(f)y(f)xy(f)x(f)x(f*~F ε

−
αα α≥α∀ε≤ν−≤− ∫  

şi deci ff*F ' →α  uniform pe KU1 , de unde rezultă { }αF unitate aproximativă pe A cu 

topologia limită inductivă.  

 

 Lema 5.6.4. Pentru fiecare GUu ∈  considerăm  

( )( )H,,GL)A,G(C: u2
cu ν→Π B  

definit prin  

( ) ( )( ) ( ) ( )A,GCf,H,,GL),y(d)y(xyf)x()f( c
u2u

G
1

yu u ∈ν∈ξνξρ=ξΠ ∫ −  

 Atunci uΠ  este *- morfism. 

A se consideră identificată cu )H()A( B⊂Π . De fapt 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )A,GCf,H,v,GL),y(d)y(xyf)x()f( c
u2u

G
1

yu u ∈∈ξνξρΠ=ξΠ ∫ −  

 Demonstraţie. Arătăm că  

( )( ) ( ) Gc
u2

u Uu,A,GCfH,,GL)f( ∈∀∈∀ν∈Π B . 

 Pentru ( )H,,GL, uu2 ν∈ηξ , avem 

( )( ) )x(d)x(),y(d)y(xyf|,)f(| uu
G

1
yGu uu ν>ηνξρ<=>ηξΠ< ∫∫ −  

( )( )∫ ∫ νν>ηξρ<≤ −
u uG G

uu1
y )x(d)y(d)x(),y(xyf  
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( )( )∫ ∫ ννηξρ≤ −
u uG G

uu1
y )x(d)y(d)x()y(xyf  

( )∫ ∫ ννηξ= −
u uG G

uu1 )x(d)y(d)x()y(xyf  

( )( ) ( )( ) 2/1
uu21

2/1

G
uu21 )x(d)y(d)y(xyf)x(d)y(d)x(xyfu ∫ ∫∫ ∫ ννξννη≤ −−  

( )( ) ( )( ) 2/1
uu122/1

G
uu12 )y(d)x(dxyf)y()x(d)y(dxyf)x( u ννξννη≤ ∫ ∫∫ ∫ −−  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 2/1
uyd22/1

G
uxd12 )y(d)x(dxf)y()x(d)y(dyf)x( u ννξννη≤ ∫ ∫∫ ∫ −  

≤
I

f ( ) ( ) 2/1
u22/1

u2 )y(d)y()x(d)x( νξνη ∫∫  

≤
I

f
2

ξ
2

η  

unde 
I

f = max ( ) ( ) ( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

νν ∫∫ −

∈∈
ydyfsup,ydyfsup u1

Uu

u

Uu GG

. 

Deci 

)f(uΠ ≤
I

f . 

 Arătăm că 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

Π=Π

Π=ΠΠ
*

u
#

u

uuu

)f()f(

)g*~f()g()f(
 

Într-adevăr 

( ) ( )( )( )∫ νξΠρ=ξΠΠ −
uG

u
u

1
yuu )y(d)y()g(xyf)x()g()f(  

( )( ) ( )( )∫ ∫ ννξρρ= −−
u uG G

uu1
z

1
y )y(d)z(d)z(yzgxyf  

( ) ( )( )∫ ∫ νν>ηρξ<= −
u uG G

uu*1
y )x(d)y(d)x(xyf,y  

( )( ) ( )( )∫ ∫ ννξρρ= −−
u )z(dG G

u)z(d
z

11
zy )z(d)y(d)z(ygxzyf  

( )( )( )∫ ∫ ννξρρ= −−
u )z(dG G

u)z(d11
yz )z(d)y(d)z()y(gxzyf  

( )( )( )∫ ∫ νξνρρ= −−
u )z(dG

u)z(d
G

11
yz )z(d)z()y(d)y(gxzyf  

( )∫ νξρ= −
uG

u1
z )z(d)z()xz(g*~f  

( )( ) )x(g*~fu ξΠ=  
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şi 

( )( ) )x(d)x(),y(d)y(xyf,)f( uu
G

1
yGu uu ν>ηνξρ<>=ηξΠ< ∫∫ −  

( )( )∫ ∫ νν>ηξρ<= −
u uG G

uu1
y )x(d)y(d)x(),y(xyf  

( ) ( )( )∫ ∫ νν>ηρξ<= −
u uG G

uu*1
y )x(d)y(d)x(xyf,y  

( ) ( )( )∫ ∫ νν>ηρξ<= −
u uG G

uu1#
x )y(d)x(d)x(xyf,y  

( ) ( )( )∫ ∫ ν>νηρξ<= −
u uG G

uu1#
x )y(d)x(d)x(xyf,y  

( ) >ηΠξ=< #
u f,  

 
 

 Lema 5.6.5. Dacă )A,G(Cf c∈  şi 0)f(u =Π , atunci 0)x(f =  pentru orice x 

din Gu. 

 Demonstraţie. Fie ( ) l)x(f,H,,GL l,
uu2

l, ααα =ξν∈ξ  unde { }αf  este o unitate 

aproximativă la dreapta pentru )A,G(Cc , iar l un element din H. Dacă 0)f(u =Π , 

atunci 

( )H,,GL0)f( uu2
u ν∈ξ∀=ξΠ  

l,0)f( l,u α∀=ξΠ α  

Dar 

( )( ) )y(d)y(xyf)x()f( u
l,G

1
yl,u u νξρ=ξΠ α

−
α ∫  

( )( ) l)y(dv)y(fxyf u
G

1
yu α

−∫ ρ=  

l)x(f*f α= . 

Deci l0)f( l,u ∀=ξΠ α  implică x0)x(f*f ∀=α .Pe de altă parte  

∫
α

α →ν− 0)x(d)x(f*f)x(f u . 

În consecinţă, ∫ =ν 0)x(d|)x(f| u şi f fiind continuă rezultă uGx0)x(f ∈∀= .  
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 Definiţie 5.6.6 )f(supf u
Gu

def
Π=

∈
 

 Din lema precedentă rezultă că ||  ||  este normă, iar din: 

gf)g()f(sup)g*~f(supg*~f uu
Gu

u
Gu

def
≤ΠΠ≤Π=

∈∈
 

   2# fff =  

rezultă că ||  || este normă de C*- algebră. 

Notăm cu GA ρ×  sau ( )ρ,G,AC*  C*- algebra obţinută prin completarea lui 

)A,G(Cc  în C*- norma ||  || definită mai sus (Definition 2.2/pg. 960 [52]). 

Dacă A = C, atunci aplicaţia bijectivă R: Cc(G, A) → Cc(G) definită prin 

R(f)(x) = f(x-1) pentru orice x ∈G, 

poate fi extinsă la un izomorfism de C*-algebre de la ( )I,G,C* C la ( )GCred
∗  (C*-

algebra redusă asociată lui G şi sistemului Haar fixat). 

 

 Teorema 5.6.7 .(Proposition 2.5/pg. 962 [52]) 

1. Dacă )A(AutG:, →σρ  sunt coomoloage în sensul că există o aplicaţie 

continuă )A(AutU: G →τ  cu proprietatea că Gy1
)y(dy)y(ry ∈∀τστ=ρ −DD , 

atunci )G(AGA σρ ×≅× . 

2. Dacă )A(AutG:, →σρ  sunt echivalente în sensul că există o aplicaţie 

)H(UAG:u ∩→  (unde ( )HU este mulţimea operatorilor unitari din B(H) şi 

)H(A B⊂ ) cu proprietăţile: 

xx aux,aux 66  continuu Aa ∈∀  

Gx,aau)a(u)a( *
xxxx ∈∈σ=ρ  

( ) ( ) )2(
yxxxy Gy,xuuu ∈∀σ=  

 Atunci GAGA σρ ×≅× . 

 Demonstraţie. Notăm ( )ρρ ,#,*~  şi ( )σσ ,#,*~  convoluţia şi involuţia din 

( )A,GCc  relativ la acţiunile ρ  şi σ  respectiv. 
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1. Definim ( ) ( )A,GCA,GC: cc →Φ  prin: 

( ) ( )A,GCf,)x(f)x)(f( c
1

)x(r ∈τ=Φ −  

( )( ) ( )( )∫ νξΦσ=ξΦΠ −σ
uG

u1
yu )y(d)y(xy)f()x()f(  

( )( )( )∫ νξτσ= −− )y(d)y(xyf u11
)y(dy  

( )( )∫ νξρτ= −− )y(d)y(xyf u1
y

1
)y(r  

( )( )( )∫ νξρτ= −− )y(d)y(xyf u1
y

1
u  

( ))x()f(u
1

u ξΠτ= ρ−  

Rezultă ( ) ( )ξΠ=ξΦΠ ρσ f)f( uu  şi
ρσ

=Φ f)f( . În plus avem 

( ) ( )( )( )∫ νρτ=Φ −−
ρ )y(d)y(gxyf)x(g*~f )x(r1

y
1

)x(r  

                     = ( )( )( )∫ νρτ −− )y(d)y(gxyf )x(r1
y

1
)x(r  

                     = ( )( ) ( ) ( )∫ νττσ −−− )y(d)y(gxyf )x(r1
xr

11
)x(dy D  

           = ( )( )∫ νΦΦσ − )y(d)y)(g(xy)f( )x(r1
y  

                     = )x)(g(*~)f( ΦΦ σ  

( ) ( )*1
y

,# )y)(f()y()f( −σ Φσ=Φ  

                    = ( )( )*11
)y(dy )y(f −−τσ  

                    = ( )*1
y

1
)y(r )y(f −− ρτ D  

                    = ( ))y(f ),(#1
)y(r

ρ−τ  

                    = ( ) )y(f ),(# ρΦ  

În consecinţă Φ  este izomorfism de *-algebre ( )( ))x(f)x)(f( )x(r
1 τ=Φ − . 

2. Definim ( ) ( )A,GCA,GC: cc
→ψ  prin 

( )A,GCf)x(fu)x)(f( cx ∈=ψ  

Aplicaţia ψ  este o bijecţie ( ))x(fu)x)(f( *
x

1 =ψ− . Pentru orice GUu ∈  definim  
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( ) ( )H,,GLH,,GL:U uu2uu2
u ν→ν  

 prin 

( ) ( ))x(u)x(U xu ξ=ξ pentru orice x ∈ Gu şi orice ξ ∈ ( )H,,GL uu2 ν . 

Deoarece 

( ) ( ) 22
x

2
u )x()x(u)x(U ξ=ξ=ξ  (deoarece xu este unitar) 

uU  corect definit. Iar din 

( ) ( )∫∫ ν>ηξ<=ν>ηξ<>=ηξ< )x(d)x(u),x()x(d)x(,)x(u,U u*
x

u
xu  

rezultă ( ) ( ))x(u)x(U *
x

*
u η=η . Deci IUUUU u

*
u

*
uu ==  şi în consecinţă Uu unitar. 

Pentru ( )A,GCf c∈  şi ( )H,,GL uu2 ν∈ξ  avem 

( ) ( )( )∫ νξψρ=ξψΠ −ρ )u(d)y(xy)f()x)(()f( u1
yu  

                                      = ( )( )∫ νξρ −
− )u(d)y(xyfu u1

xyy 1  

                                      = ( )( )∫ νξσ −
− )u(d)y(Uxyfuu u*

y
1

xyyy 1  

                                      = ( ) ( )( )∫ νξσσ −
− )u(d)y(Uxyfuu u*

y
1

yxyyy 1  

                                      = ( )( )∫ νξσ −
− )u(d)y(Uxyfu u*

y
1

yx1yy
 

                                      = ( )( )( )∫ νξσ − )u(d)y(Uxyfu u*
y

1
yx  

                                      = ( )( ))x(U)f(u *
uux ξΠ σ  

                                     = )x(U)f(U *
uuu ξΠ σ . 

Obţinem ( ) ( )f)f( uu
σρ Π=ψΠ  şi ( )

σρ
=ψ ff . 

 Pe de altă parte  

( )∫ νψψρ=ψψ −
ρ )y(d)y)(y()xy)(f()x)(g(*~)f( )x(r1

y  

                                       = ( )∫ νρ −
− )y(d)y(gu)xy(fu )x(r

y
1

xyy 1  

                                       = ( )∫ νσ −
− )y(d)y(guu)xy(fuu )x(r

y
*
y

1
xyyy 1  
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                                       = ( )∫ νσ −
− )y(d)y(guu)xy(fuu )x(r

y
*
y

1
xyyy 1  

                                       = ( )∫ νσ − )y(d)y(g)xy(fu )x(r1
yx  

                                      = ( )∫ νσ − )y(d)y(g)xy(fu )x(r1
yx  

                                      = )x(g*~fu x σD  

                                     = ( ) )x(g*~f σψ . 

şi 

( )*1
x

),(# )x)(f()x()f( −ρ ψρ=ψ  

                                 = ( )*1
xx )x(fu 1

−
−ρ  

                     = ( ) *
x

*
x

*1
xx uu)x(fu 1−

−σ  

                     = ( ) ( ) *
x

*
xx

*1
xx uu)x(fu 1−σσ −  

                     = ( ) ( )( )*

xxx
*1

xx 1uu)x(fu −σσ −  

                     = ( )( )*
xx

*1
xx 1u)x(fu −

−σ  

                     = ( )*1
xx )x(fu −σ  

                     = ( ) )x(f ),(# σψ . 

Am folosit faptul că Iu 1xx
=−  (dacă facem x=y=v în relaţia )u(uu yxxxy σ=  obţinem 

)u(uu vvvv σ= echivalent vvv uuu = echivalent uv = I pentru orice v). Deci ψ  este un 

izomorfism de *-algebre.  

 

Prezentăm în continuare legătura dintre C*- sistemele dinamice asociate unui 

grupoid G care provine din acţiunea unui grup g pe o mulţime S (grupoid acţiune) şi 

C*- sistemele dinamice asociate grupului g. 

Fie S o mulţime, g un grup care acţionează la dreapta pe S şi  

Ssx)x,s(gS ∈∋× 6  

acţiunea. gSG ×=  înzestrat  cu operaţiile din 1.2 (3): 

)xy,s(:)y,sx)(x,s( =  
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)x,sx(:)x,s( 11 −− =  

devine grupoid. Dacă g este grup local-compact, S spaţiu topologic local-compact şi 

acţiunea este continuă, atunci gSG ×=  este grupoid topologic local compact iar 

sistemul de măsuri  

{ λ×δ=ν u
u , u∈S}, 

unde δu este măsura Dirac în u, λ este o măsură Haar la stânga pentru g, este un sistem 

Haar la stânga pentru G. O măsură µ pe UG este cvasi-invariantă pentru sistemul Haar  

{ λ×δ=ν u
u , u∈S} dacă şi numai dacă este cvasi-invariantă pentru acţiunea lui g pe 

S, 0)E(0)Ex( i.e. =µ<=>=µ , unde E este o submulţime a lui S, iar  

{ }Es|SsxEx ∈∈= . 

Notăm cu  ( )A,SCc spaţiu funcţiilor continue cu suport compact definite pe S 

cu valori în A şi cu ( )A,SC0  spaţiu funcţiilor continue care se anulează la infinit, 

definite pe S cu valori în A 

 

Lema 5.6.8. Dacă G este grupoidul descris mai sus şi ( )ρ,G,A  este un C*-

sistem dinamic grupoidal atunci ( )( )σ,g,A,SC0  este C*- sistem dinamic asociat 

grupului g, unde ( )( )A,SCAutg: 0→σ  este definit prin  

( ) ( )( )sxf)s)(f( x,sx ρ=σ  pentru orice s∈S, orice f∈C0(S,A) şi orice x∈g. 

Demonstraţie.  Este uşor de observat că pentru orice x∈g, aplicaţia  

( )( ) [ ])A,S(C)A,S(C:xff 00)x,(
→⋅ρ

⋅
6  

este corect definită şi că este *- morfism. 

 Pentru ( )A,SCf,Ss,g,x,x 021 ∈∈∈  avem 

( ) ( )( )21xx,sxx xx(sf)s)(f(
2121

ρ=σ  

                             = ( )( ) ( )( )( )21x,sxx,s xsxf
211

ρ  

                 = ( ) )s()f(
21 xx σσ  

                 = )s)(f(
21 xx σσ D  

iar dacă e este unitatea grupului g, atunci 
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( ) ( )( ) ( ) ( )( ) )s(fsfe,ssefe,s)s)(f(e =ρ=ρ=σ  

deoarece ( ) GUe,s ∈  şi ( ) ( )x,sx,s ρ6  este morfism de grupoizi. De aici rezultă că  

=σ=σ≡σσ −−− xxxxxx 111D =σσ − xx 1 D ( )A,SCe 0
Id=σ  

şi deci *- morfismul xσ  este *- automorfism al C*- algebrei ( )A,SC0 . 

Vom demonstra în continuare continuitatea aplicaţiei  

( )( )[ ]A,SCAutg:x 0x →σ6 . 

Pentru x∈g avem 

( ) ( ) ( )( ) ( )sfsxfsupff x,s
Ss

x −ρ=−σ
∈

 

                  ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )sfsxfsupsxfsxfsup
Ss

x,s
Ss

−+−ρ≤
∈∈

 

                  ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )sfsxfsuptftfsup
Ss

x,tx
St

1 −+−ρ=
∈∈

− . 

Presupunem ( )A,SCf c∈  şi fixăm 0>ε . Mulţimea 

( ) ( )( ) ( ){ }Sttftf:xV
x,tx 1 ∈∀ε<−ρ= −ε  

     ( ) ( )( ) ( ) ( ){ }fsuppttftf:x x,tx 1 ∈∀ε<−ρ= −  

este deschisă şi conţine pe e pentru că   

( ) ( ) ( )( ) ( )tftfx,t
x,tx 1 −ρ −6  

este continuă şi supp(f) este compactă. 

 Dacă εK  este o vecinătate compactă a lui e în g cu proprietatea că εε ⊂ KV  

atunci mulţimea 

 ( ) ( ){ }Sssfsxf:VxW ∈∀ε<−∈= εε  

        ( ) ( ) ( ){ }1Kfsuppssfsxf:Vx −
εε ⋅∈∀ε<−∈=  

este deschisă şi conţine e. Rezultă că pentru orice ε există εεε = WVU ∩  deschisă 

astfel încât ε∈ Ue  şi ( ) ε<−σ 2ffx  pentru orice x∈Uε. 
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 Dacă ( )A,SCf 0∈  atunci există ( )A,SCh c∈  astfel încât ε<− hf  şi există 

εU  vecinătate deschisă a unităţii din g astfel încât ( ) ε<−σ hhx  pentru orice x∈Uε.. 

Deci 

 ( ) ( ) ( ) ( ) fhhhfhff xxxx −+−σ+σ−σ≤−σ  

                   ( ) fh2hhx −+−σ≤  

                              ε< 3    
 

 

 Teorema 5.6.9  Dacă G  = S × g este grupoidul asociat acţiunii  

( ) [ ]SgS:sxx,s →×6  

şi ( )ρ,G,A  un C*- sistem dinamic grupoidal, iar ( )( )σ,g,A,SC0  este C*- sistemul 

dinamic descris de lema 5.6.8 atunci 

( ) gA,SCGA 0 σρ ×≅×  

(izomorfism de C*- algebre). 

 Demonstraţie.  Considerăm 

( ) ( )( ) ( )( )A,SC,gCA,SC,gCA,GC: 0cccc ⊂→Φ  

)x,s(f)s)(x)(f( =Φ pentru orice x∈g şi orice s∈S. 

Φ este o aplicaţie corect definită şi bijectivă.  

Notăm cu ( )ρρ ,#,*~  şi ( )σσ ,#,*~  convoluţia şi involuţia pe ( )A,GCc , respectiv 

( )( )A,SC,gC 0c  (spaţiu funcţiilor continue cu suport compact definite pe g cu valori în 

( )A,SC0 ) relativ la acţiunile ρ ,  respectiv σ .  De asemenea pentru orice GUs∈ , 

notăm cu ρΠs  reprezentarea corespunzătoare lui ρ ,  şi cu σΠ  reprezentarea indusă de 

σ. 

Pentru ( )A,GCf c∈  şi ( )H,,GL s
s2 λ×δ∈ξ avem  

[ ]( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )y,tdy,t)x,s(y,tfx,s)f( s
1

G y,ts s λ×δξρ=ξΠ −ρ ∫  

                                 ( ) ( )( ) ( ) ( )ydy,sxy,syf 1
g y,t λξρ= −∫  
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                             ( ) ( )( )( )( ) ( ) ( )ydy,ssyxyf 1
g y,t λξΦρ= −∫  

        ( )( )( )[ ] )s(x)f( ξΦΠ= σ . 

Deci  

( ) ( )
( )( ) )f()f()f(supf

H,SL,gLH,,GLs
Ss

22
s

s2 Φ=ΦΠ=Π= σ

λ×δ

ρ

∈
. 

Pentru ( )A,GCf,f c21 ∈  avem 

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )y,tdy,tfx,sy,tfx,sf*~f s2
1

1y,t21 λ×δρ= ∫ −
ρ  

                                
( )

( )( ) ( ) )y(dy,sfxy,syf 2g
1

1y,s
λρ= ∫ −  

                                
( )

( )( )( ) ( )( )( ) )y(dsyfsyxy)f( 2g
1

1y,s
λΦΦρ= ∫ −  

                                ( )( )( ) ( )( )( ) )y(dsyfsxy)f( 2g
1

1y λΦΦσ= ∫ −  

                                ( )( ) ( )( ) ( )s)y(dyfxy)f( 2g
1

1y λΦΦσ= ∫ −  

                                ( ) ( )( )[ ]( )sxf*~f 21 ΦΦ= σ  

şi în consecinţă 

( )( )[ ]( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]( )sxf*~fx,sf*~fsxf*~f 212121 ΦΦ==Φ σρρ  

( ) ( ) ( )2121 f*~ff*~f ΦΦ=Φ σρ . 

Pentru ( )A,GCf c∈  avem: 

( ) ( ) ( )( )( )*1
x,s

),(# x,sfx,sf −ρ ρ=  

    ( ) ( )( )*1
x,s x,sxf −ρ=  

    ( ) ( )( )( )( )( )*1
x,s sxxf −Φρ=  

    ( )( )( )( )( )*1
x sxf −Φσ=  

    ( )( )( )( )sxf *1
x

−Φσ=  

     ( )( ) ( )[ ]( )sxf ,# σΦ= . 

Deci 
( )[ ]( ) ( ) ( ) ( )[ ] )s)(x()f(x,sfs)x( ,#,#,# σρρ φ==Φ  
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( )( ) ( )( )σρ Φ=Φ ,#,# ff . 

Ca urmare Φ  este un *- morfism bijectiv care poate fi extins la GA ρ× , iar 

din faptul că ( )( )A,SC,gC cc  generează ( ) gA,SC0 σ×  rezultă că  

( ) gA,SCGA 0 ρρ ×≈× . 

 
 

În [52] Masuda a obţinut caracterizarea C*- algebrei reduse asociate 

grupoidului produs semi-direct. Dacă grupoidul G acţionează  la stânga  pe S şi 

r: S → UG, ρ : G∗S  → S, 

determină acţiunea (definiţia 1.20),  atunci Sop∗G are o structură de grupoid (numit 

produs semi-direct) cu operaţiile sunt definite prin  

( )( ) ( )21121
1

111 xx,s:x,sxx,s =−  

( ) ( )111 x,sx:x,s −−− = . 

Spaţiul unităţilor lui Sop∗G  se identifică cu S prin aplicaţia s ↔  ( s , r(s) ). 

Convenim să notăm acest grupoid ce provine din acţiunea ρ : G∗S  → S a grupoidului 

G pe mulţimea S prin GS ρ× . 

 În cazul topologic pe lângă condiţiile algebrice, pentru acţiunea la stânga 

(x,s)6 xs [ : G∗S → S] a grupoidului topologic G pe spaţiul topologic S se impune 

continuitatea (pe spaţiul G∗S se consideră topologia indusă de G × S) şi, în plus, 

aplicaţia r : S → UG să fie continuă şi deschisă. Dacă S şi G sunt local compacte, 

atunci este uşor de observat că produsul semi-direct GS ρ×  este grupoid topologic 

local compact. Dacă { }G
u Uu, ∈ν  este un sistem Haar (continuu) pe G, 

atunci ( ){ }Ss,sr
s ∈ν×δ  este un sistem Haar (continuu) pe GS ρ× .  
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Teorema 5.6.10.  Fie G un grupoid local compact înzestrat cu un sistem Haar 

(continuu) { }G
u Uu, ∈ν . Fie S un spaţiu topologic local-compact şi ρ : G∗S  → S o 

acţiune continuă. Atunci 

( ) ( ) GSCGSC 0red σρ
∗ ×≅×  (izomorfism de C*- algebre), 

unde ( )SCG: 0→σ  este definit prin  

( )( ) ( )( )s,x~fsf 1
x

−ρ=σ  pentru orice s∈S şi orice x∈G, 

cu ρ~  o prelungire continuă a lui ρ la G × S. (Lemma 2.7/pg. 964 [52]). 

Demonstraţie. Considerăm 

( ) ( )( ) ( )( )SC,GCSC,GCGSC: 0cCcc ⊂→×Φ  

definit prin 

( )( )( ) ( )x,sfsxf =Φ  pentru orice x ∈ G şi orice s ∈S. 

Notăm cu ( )ρρ ,#,*~  şi ( )σσ ,#,*~  convoluţia şi involuţia pe ( )GSCc × , respectiv 

pe ( )( )SC,GC 0c . Pentru orice ( ) GUSu,s ×∈  notăm cu ( )
ρΠ u,s  reprezentarea asociată 

grupoidului GS ρ×  şi pentru orice u ∈ UG  notăm cu σΠu  reprezentarea 

corespunzătoare grupoidului G şi morfismului σ. 

Pentru ( )GSCf c ρ×∈  şi ( )( )sr
s

2 ,GSL ν×δ×∈ξ ρ  avem 

( ) ( )[ ]( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )∫ ×

−ρ ν×δξ=ξΠ uGS
sr

s
1

u,s y,ty,tx,sy,tfx,sf  

                    ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )∫ νξ= −
uG

sr1 ydy,sx,sy,sf  

                    ( )( )( )( ) ( ) ( ) ( )∫ νξρ= −−
uG

sr11 ydy,sx,sy,s,yf  

                    ( )( ) ( ) ( ) ( )∫ νξρ= −−
uG

sr11 ydy,sxy,s,yf  

                    ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )∫ νξρΦ= −−
uG

sr11 ydy,ss,yxyf  

                    ( )( )[ ]( )( )sxfu ξΦΠ= σ  

Deci ( ) ( ) GSCGSC 0
* ff

σρ ××
= . 

 Pentru ( )GSCf,f c21 ×∈  avem 
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( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )y,tdy,tfx,sy,tfx,sf*~f uGS
sr

s2
1

121 ∫ ×

−
ρ ν×δ=  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )∫ ν= −
uG

sr
2

1
1 ydy,sfx,sy,sf  

( )( ) ( ) ( ) ( )∫ νρ= −−
uG

sr
2

11
1 ydy,sfxy,s,yf  

( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )∫ νΦρΦ= −−
uG

sr
2

11
1 ydsyfs,yxyf  

( ) ( )( )( )sxf*~f 21 ΦΦ= σ  

În consecinţă 

( )( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )sxf*~fx,sf*~fsxf*~f 212121 ΦΦ==Φ σρρ  

( ) ( ) ( )2121 f*~ff*~f ΦΦ=Φ σρ . 

Pentru ( )GSCf c ×∈ , avem 

( ) ( ) ( )( )1,# x,sfx,sf −ρ =  

                = ( )( )11 x,s,xf −−ρ  

               = ( )( ) ( )( )s,xxf 11 −− ρΦ  

               = ( )( )( )sxf 1
x

−Φσ  

               = ( )( )( )( )sxf 1
x

−Φσ  

               ( )( ) ( )( )sxf ,# σΦ=  

Deci 
( )( )( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )s,xfx,sfsxf ,#,#,# σρρ Φ==Φ  

( )( ) ( )( )σρ Φ=Φ ,#,# ff . 

Ca urmare aplicaţia Φ  poate fi extinsă la un *- izomorfism.  

 

 Observaţie 5.6.11.  Dacă S este un spaţiu topologic compact atunci 

( ) ( ) GSCGSC*
σρ ×≅× . 


