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Capitolul IV

SERII FOURIER

COS X

1. Sa se dezvolte in serie Fourier functia f(x)=———,xe R.
5+4cosx
Solutie:
Observam ca functia f(x) este para. Deci b, = 0.
Seria Fourier este:
f(x):a—20+2ancosnx (1)
n=1
unde:
1 ¢z . 1%
a, = —J- f(x)dx $1 a, =— .[f(x)cosnxdx. 2)
Rt 7T

2

Pentru calculul lui a, observam ca: a, _1 J' f (x)cos nxdx.
7 0

y o 1% , . y
Sa consideram si integrala: b, = j f(x)sinnxdx i sd calculam:
0

/1
} 1 (27 cosxe™ < < ; }
a,+ib,=—| ———dx . Sa notdm " =z = dz =izdx de unde
T 5+4cosx
1
dz e
dx =—". Observam ca cosx = J2~

1z
Avem:
1( +1j .
—| ZT—|Z
2 z dz

1
wrib= 2l T e
7 5+4(z+j %
2 Z

sau
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2 n—1
a, +ib, = = (Z2 1)z Z. (3)
27 A= 27" + 52+ 2

2 n—1
Singularitatile functiei g(z)= (z”+1Dz

e . . 1 .
sunt polil simpli z, = —— si
272 +57+2 p P % 2 ?

z, =—2. Observam ci doar z, = - apartine interiorului cercului |2 =1( A)
. Din (3) obtinem:

1 1
a +ib =—72mrezg| ——
O g( 2}

o o 1 a
Observam ca: rezg| —— | = =(-1)" ——.
g( 2} PTH) 1 ( ) 3 . 2n+1
7o 4 ——1+5
2

Formula (4) devine:

a +ib, = (1" —>

3 . 2n+1 (5)
de unde a, = (1) >

3. T

>
2
Seria Fourier (1) se scrie astfel:

fo=-2 35U

Y ST cos nx

(6)

2. Sa se scrie seria Fourier trigonometrica si apoi egalitatea lui
Parseval pentru functia:

1, pentrux/<1
ﬂm={ pentru

0, pentruls|x|<7[.

o 12 )
- - . o Sin n
Si se deduci apoi sumele seriilor: )

si Z cos’n
2 2 °
n=l1 n n

n=1
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Solutie:

Seria Fourier este:

f(x)za—zo+i(ancosnx+bn sin nx) (1)

n=1

unde
gy =~ [ rod,a, =lj” F(x)cosnxd,si b, = [ feosinnxax (2)
A VA T

Graficul lui f(x) este:

/ L
Q )
[ | C \
_k - 0 1= n X

Avem q, = ijl 1abc, de unde rezulta:
-

2
ay =— (3)
V4
1 .
Apol, a, = ljcos nxdx = isin nxll _ 2sinn ,adica:
T m - m
a - 2sinn 4)
m
. 1¢. 1 | ..
Si:b, = —jsm nxdx = ——cosnx|_,= 0 adica:
T m
b, =0 (f{x) para!) (5)
Deci seria Fourier atasata functiei f{x) este:
f(x)=l+gzsmncosnx. (6)
V4 n

n=1
Egalitatea lui Parseval este:

a7°+g(af +bj)=%_];f2(x)dx (7

sau
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2 4 Ssin’n 1 g
—_—+— =—|dx 8
7’ 752; n’ 75!1 ®)
de unde:
1 2&sin’n
PRSI ©)
n=1
Rezulta suma ceruta:
)
=sin‘n -1
= 10
Z} - > (10)
s2
Pentru calcul Z —— scriem
n=1 n
I 2 I 2 I oo 2
os'n 1-sin“n 1 sin“n

3. Sa se determine seria Fourier trigonometricd a functiei

periodice f(x)=

e*,xe (-r,7), de perioada 2z. Din dezvoltarea
/4

obtinuta si din relatia de inchidere a lui Parseval sa se calculeze

sumele: i (;lj
1 n

n+1

Solutie:

Seria Fourier atasata functiei este:

f(x)za—20+2(an cos nx + b, sin nx) (1)
n=1

unde:

1% . 15 .
=— If(x)dx, a, =— jf(x) cosnxdx §1 b, =— jf(x) sin nxdx (2)
ze e Y
Avem: a, = — j Ll o Le—er 1 g

”2sh7[ 25h7£ . shr 2 shr

deci:
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a, =1 (3)

Pentru calculul lui a, integram de doua ori prin parti si obtinem:

a, =
2shw\ n

T (1 ..
—e SINnim
n

2 V.4
1, .
——J-e s1nnxdx] sau
T

-

T

T
a, =— e’ sinnxdx 4
" 2nsh7r_'|; “)
de unde:a, = - ! —exlcosnx +lrexcosnxdx sau
2nshr n . N7
anziz(_l) (e”—.e‘”)—izl ¥ cosnxdx
n° 2shrx n° 7z 2shx
si deci: a, = (_12) —izan de unde
n n
(-1"
a, = . 5
= (&)

Observam ca relatia (4) mai poate fi scrisa astfel:

a, = LY e" sin nxdx (4/)
nux72shx
sau
o =-Lp 6)
n
de unde
b, =—na, (7)
sau
(_1)n+1n
b = . 8
! n®+1 ®)

Seria Fourier atasata functiei f{x) va fi:

fx)=—+ i( (;l)n cosnx + (—21)”n sin nxj . 9)

1
2 ‘Sln +1 n +1
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Relatia de inchidere a lui Parseval este:
—+Z(a +5?) j FA(x)dx. (10)

Inlocuind a,,a, sib, , relatia (10) devine:

. ) o
% Z;((n 1)’ (n2n+1)2]:%1—ﬂ4§ﬁ;zezxdx (b
sau
%+n_1n21+1 4s;1[27[; zx_” (12)
de unde
> ehr-l) (13)

n=1

folosim teorema lui Dirichlet

Pentru calculul sumei 2( Dk
~n’+1

pentru relatia (9) ; astfel, considerand x=2z in (9) (27 este punct de

continuitate al functiei f(x)), obtinem:

f@r) = % + i ( (;1)n cos 2n7 + (_?H " sin Znﬂ']

n°+1 n-+1

n=1

de unde:

i(:l)" :%(ne” _q | (14)

~n +1 shr



